KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 8. PIERWIASTNIKI i CIALA ROZKLADU WIELOMIANOW

Roéwnania i pierwiastniki

0.

Rozwiaz nastepujace rownanie stopnia 2 o wspélczynnikach zespolonych
2 +ir—1+i=0.

Wskazéwka: sprawdz, ze /3 — 49 = +(2 — i), i wykorzystaj to w rozwiazaniu.

Opisz rozszerzenie pierwiastnikowe ciala @), do ktorego nalezy liczba

(a) i/(ﬂ+1)/(3ﬁ—2—\/§), (b) /3/2+i-(2+1/1+V12).

Oszacuj od géry stopien kazdej z tych liczb, jako liczby algebraicznej.

. Uzasadnij, powotujac sie¢ na wzory Cardano, ze pierwiastki dowolnego wielomianu

stopnia 3 o wspdlczynnikach konstruowalnych wyrazaja sie przez liczby wymierne i
pierwiastniki.

Uzasadnij, ze rozwiazania dowolnego réwnania postaci az® + bz + ¢ = 0 oraz ax® +
br* 4 cx? + d = 0 wyrazaja sie przez pierwiastniki. ZnajdZ réwnania innych stopni
wiekszych niz 4 (rézne od réwnan z™ —a = 0), ktérych rozwiazania wyrazaja, sie przez
pierwiastniki. Znajdz takie réwnania dowolnie duzego stopnia.

Podaj przyktad wielomianu stopnia 6 o niezerowych wspétczynnikach wymiernych przy
wszystkich potegach x, ktorego rozwiazania wyrazaja, sie przez pierwiastniki.

Czy mozna wyrazi¢ za pomocg liczb wymiernych i pierwiastnikéw promien kola,
ktérego pole wynosi v/37

Ciala rozkladu wielomianéw

6.

Uzasadnij, ze cialem rozkladu tréjmianu kwadratowego az? + bx + ¢ € Q[z] jest ciato

Q(VA), gdzie A = b? — 4ac.

7. Uzasadnij, ze cialem rozkladu wielomianu x® — 1 jest cialo Q(v/=3).

8. Dwa istotnie rézne wielomiany nierozkladalne z Q[z]|, cho¢ maja zawsze roziaczne

10.

zbiory pierwiastkéw, moga mie¢ jednakowe ciata rozkladu. Znajdz przyktad takich
dwéch wielomianéw stopnia 2, dla ktérych wspélnym cialem rozkladu jest Q(v/3).

Uzasadnij, ze dla dowolnych a,b,c € @ ciala rozkladu wielomianéw azx? + bx + c i
cx?+bx+a sa jednakowe. A jak bedzie dla wielomiandw a,xz"+...+agiapx+...+ay,
dowolnego stopnia n?

Uzasadnij, ze cialo Q(v/2) nie jest cialem rozkladu wielomianu z* — 2. Wyznacz
wszystkie pierwiastki tego wielomianu, i znajdz tez jawny opis jego ciala rozktadu.



