KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 9. AUTOMORFIZMY CIAL i GRUPY GALOIS

Automorfizmy ciatl

1. Pokaz, ze liczba iv/2 jest pierwiastkiem kwadratowym z pewnej liczby wymiernej, i
rozwaz rozszerzenie kwadratowe Q(iv/2) = {a + biv/2 : a,b € Q} ciala Q. Uzasadnij,
ze odwzorowanie o : Q(iv/2) — Q(iv/2) okreslone wzorem o (a +biv/2) = a — bi\/2 jest
automorfizmem ciala Q(iv/2).

2. Znajdz wszystkie automorfizmy ciala Q(v/2). Wskazéwka: najpierw zbadaj jakie
liczby moga by¢ obrazami liczby v/2 przez automorfizmy ciata Q(+v/2) (sa dwie mozli-
wosci); nastepnie zapisz wzorem wszystkie potencjalne automorfizmy, w formie 1 (a +
bv/2 + cv/4 + dv/8) = ...; sprawdz, ze kazdy z tak uzyskanych wzoréw rzeczywiscie
daje automorfizm (sprawdz, ze ¢ (z +y) = ¥ () + ¥ (y) oraz Y (z -y) = ¥ (x) - Y(y) dla
dowolnych z,y € Q(v/2)).

3. (a) Liczba zespolona zg = a + bi jest pierwiastkiem wielomianu f o wymiernych
wspotczynnikach. Uzasadnij, ze wowczas liczba sprzezona zyg = a — bi tez jest
pierwiastkiem tego wielomianu. Wskazéwka: skorzystaj z tego, ze z + 2/ = 242/,
zZ" =z"oraz a = a dla a € Q.

(b) Uzasadnij, ze dla dowolnego f € Q[z]| sprzezenie zespolone 1(z) = Z jest auto-
morfizmem ciata rozktadu @ ¢ wielomianu f.

Grupy Galois
4. (a) Uzasadnij, ze cialem rozkladu @ ; wielomianu f(z) = (22—2)(22—3) = 2*—52%+6
jest cialo Q(v/2,v/3) = {a 4+ bv/2 + cV/3 +dV6 : a,b,c,d € Q).

(b) Znajdz wszystkie automorfizmy ciala Q¢ z punktu (a) stale na @, czyli wszystkie
automorfizmy z grupy Galois Gal(Qs/Q). Wskazéwka: uzasadnij najpierw, ze
dla dowolnego automorfizmu ¢ € Gal(Q/Q) zachodza zaleznosci 1(v/2) = ++/2
oraz ¥(v/3) = +v/3; wykorzystaj te zaleznoéci do zapisania wzoréw na wszys-
tkie potencjalne automorfizmy, w formie ¥(a + bv/2 + cv/3 + V6) = ... (cztery
mozliwsci); sprawdz, ze kazdy z tak uzyskanych wzoréw rzeczywiscie daje auto-
morfizm (sprawdz, ze ¢(z +y) = ¥(z) + ¢ (y) oraz Y (z-y) = P(x) - P(y)).

(¢) Ponumeruj pierwiastki wielomianu f liczbami 1,2,3,4 i wyznacz permutacje z
grupy 54 odpowiadajace temu, jak poszczegélne automorfizmy opisane w punkcie
(b) permutuja te pierwiastki.

(d) Sprawdz, ze grupa Gal(Qs/Q) jest abelowa. Sprawdz tez, ze jest ona (izomor-
ficzna z) grupa czwoérkowa, Kleina.

5. (a) Pokaz, ze cialo Q(4/2) jest cialem rozkladu wielomianu z°® — 2.

(b) Uzasadnij, ze jedynym automorfizmem ciala Q(+/2) jest identycznoséé, wiec grupa
Gal(Q(¥/2)/Q) jest jednoelementowa (trywialna). Wskazéwka: najpierw uza-
sadnij, ze v/2 jest elementem stalym dowolnego automorfizmu o ciala Q(V/2), a
nastepnie skorzystaj z ogolnej postaci elementéow tego ciala.

6. Niech €5 bedzie pierwotnym pierwiastkiem stopnia 5 z 1.
(a) Uzasadnij, ze kazda liczba z ciala Q(e5) jednoznacznie przedstawia si¢ w postaci
a + bes + ce2 + dei + ect, gdzie a,b,c,d,e € Q.
(2) Wywnioskuj, ze cialo Q(e5) jest cialem rozkladu wielomianu z° — 1.
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(3) Znajdz automorfizm o ciata Q(e5) taki, ze o(e5) = 2. Wskazéwka: znajdz o(ck)
dla k£ = 0,1,2,3,4, potem ogdlny wzor na o, i wreszcie uzasadnij ze ten wzor
okresla automorfizm.

(4) Wyznacz permutacje zbioru pierwiastkéw 1, es5, €2, €2, 4 wielomianu x° —1 zadana
przez automorfizm o.

(5) Znajdz pozostale automorfizmy ciala Q(e5) (wraz z trywialnym jest ich cztery).
Uzasadnij, ze te cztery automorfizmy tworza grupe Galois Gal(Q(e5)/Q). Opisz
te grupe jako grupe permutacji pierwiastkéw wielomianu x® — 1, znajdujac per-
mutacje zadane przez wszystkie te automorfizmy.

(6) Sprawdz, ze grupa Gal(Q(e5)/Q) jest abelowa, i ze jest ona (izomorficzna z) grupa
cykliczng Z; (oznaczana tez czasem jako Cl).

7. Uzasadnij, ze cialem rozktadu wielomianu w(z) = (2> —x—1)(2?+2—1) = 24 -3z +1
jest cialo Q, = Q(v/5). Uzasadnij, ze grupa Galois Gal(Q.,/Q) sklada sie z dwéch
automorfizméw i znajdz permutacje z grupy Sy odpowiadajace permutacjom czterech
pierwiastkéw wielomianu w zadanym przez te automorfizmy.

8. Uzasadnij, ze jesli wielomian W € Q[z] jest iloczynem dwdéch istotnie réznych (czyli
nie bedacych swoimi wymiernymi krotno$ciami) wielomianéw U i V' nierozkladalnych
nad @, to
(a) zbiory pierwiastkéw wielomianéw U i V sa rozlaczne, i w sumie daja, calty zbiér

pierwiastkéw wielomianu W
(b) grupa Galois wielomianu W permutuje osobno pierwiastki wielomianéw U i V.

9. [Wielomian o nieabelowej grupie Galois. |

(a) Niech e3 bedzie pierwotnym pierwiastkiem stopnia 3 a liczby 1, czyli liczba,
zespolong €3 = (:os.%7T + isin%7r = —% + z\/Tg Sprawdz, ze 2 +e3+1 =0 i
wywnioskuj, ze €3 jest liczba algebraiczna, stopnia 2.

(b) Uzasadnij, ze zespolone pierwiastki wielomianu f(z) = 22 — 2 to liczby /2, e3¢/2
i 5% 2.

(¢) Uzasadnij, ze cialo rozkladu Q; wielomianu f = 23 — 2 to cialo Q(V/2,¢3), i ze
zbidr 1, /2, /4, e3,e53/2, e3v/4 jest baza rozszerzenia Q C Qy.

(d) Uzasadnij, ze dla dowolnego automorfizmu ¢ € Gal(Qf/Q) zachodza zwiazki
(e3) € {e3,63} oraz ¥(V/2) € {V2, e3V2 1 572},

(e) Znajdz wzory potencjalnych szeSciu automorfizméw z grupy Gal(Qs/Q) w formie
Y(a + b/2 + ci/4 + des + ges /2 + hes \3/4_1) = ..., dla dowolnej kombinacji z
wymiernymi wspoélczynnikami elementéw bazowych z punktu (c). Sprawdz, ze
wszystkie te wzory okreslaja rzeczywiste automorfizmy ciata Q.

(f) ZnajdZ permutacje pierwiastkéw wilomianu f wyznaczone przez automorfizmy z
punktu (e) i sprawdz, ze sa to wszystkie permutacje z S3. Wywnioskuj, ze grupa
Gal(Q/Q) nie jest abelowa.



