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WSTEP

Praca zostala napisana na podstawie wyktadu ,,Konstrukcje geometryczne i elementy
teorii Galois” prowadzonego przez dr hab. Jacka Swiatkowskiego.

Tematem skryptu jest pierwsza cz¢s¢ wyktadu dotyczaca konstrukcji geometrycznych za
pomoca cyrkla i linijki. Studiujac kolejne rozdzialy poznajemy sposoby rozstrzygania czy
dane zadanie konstrukcyjne jest wykonalne za pomoca cyrkla i linijki. Skrypt zawiera m.in.
odpowiedzi na stynne z historii matematyki zadania konstrukcyjne:

1. Zadanie Apoloniusza — konstrukcja okregu stycznego do danych trzech okregow.

2. Kwadratura kota — konstrukcja kwadratu o polu rownym polu danego kota.

3. Podwojenie sze$cianu — konstrukcja krawedzi szescianu, ktorego objetos¢ jest dwa

razy wigksza od objgtosci danego szescianu.

4. Trysekcja kata — konstrukcja dzielaca dany kat na trzy rowne czesci.

5. Wielokaty foremne — konstrukcja n-katow foremnych dla danego n.

Do kazdego rozdziatu dotaczona jest lista zadan do samodzielnego rozwigzania przez
studentow.

Studiowanie skryptu nie wymaga posiadania zaawansowanej wiedzy matematycznej,
moze poza znajomoscia liczb zespolonych, dlatego po uzupehieniu tej luki jest on rowniez

dostgpny dla uczniéw liceum interesujacych si¢ matematyka.



ROZDZIAL 1

Metoda algebraiczna w zadaniach konstrukcvinych.

Metoda algebraiczna sprowadza zadanie konstrukcyjne do problemu skonstruowania
jednego odcinka. Musimy zatem wyznaczy¢ dlugo$¢ tego odcinka, a nastgpnie
przeanalizowac algebraicznie liczbg rowna tej dlugosci 1 rozstrzygnaé czy taki odcinek jest

konstruowalny czy nie. Zobaczmy zastosowanie tej metody na przyktadach.

Przykiad 1.1

Zajmijmy si¢ problemem kwadratury kota, czyli konstrukcja kwadratu o polu réwnym
polu danego kota. Zadanie to sprowadza si¢ do skonstruowaniu odcinka bgdacego bokiem
szukanego kwadratu (poniewaz majac dany bok kwadratu umiemy skonstruowaé przy

pomocy cyrkla 1 linijki kwadrat). Przyjmijmy, ze dane koto ma promien dtugosci 1. Zatem
jego pole wynosi 7. Szukany bok kwadratu nazwijmy a. Zatem pole kwadratu jest rtéwne a”.
Zadanie mowi, ze pola kwadratu i kota sa rowne, czyli a® = 7 . Wyliczajac a otrzymujemy,
ze bok kwadratu ma dtugo$é¢ /7 . Jezeli odcinek tej dtugosci mozna skonstruowaé to zadanie
konstrukcyjne jest wykonalne, w przeciwnym razie nie da si¢ skonstruowa¢ kwadratu o
danych whasno$ciach. Do tego czy odcinek dlugosci /7 jest konstruowalny wrocimy

pdzniej.

Przykiad 1.2

W zadaniu o podwojeniu sze$cianu mamy skonstruowa¢ krawedz szescianu, ktorego
objetos¢ jest dwa razy wigksza od objgtosci danego sze$cianu. Przyjmijmy, ze dany sze$cian
S; ma bok dlugosci 1, a szukany sze$cian S> bok dlugosci a. Zatem ich objetosci sa
odpowiednio réwne V(Sl): I’ =1 ,V(S2)= a’. Z warunkéw zadania zapisujemy réwnosé
V(S2 ) = 2V(S . ) ,czyli @® = 2. Wyliczajac a otrzymujemy, ze krawedz sze$cianu wynosi /2 .
Tak jak w przyktadzie 1.1 o tym czy konstrukcja szescianu o danych wiasno$ciach jest
wykonalna decyduje konstruowalno$¢ odcinka dtugoéci 3/2 . Do tego problemu réwniez

wrocimy pozniej.



Sprébujmy teraz znalez¢ dtugosci odcinkdw, ktére mozna skonstruowaé za pomoca cyrkla
1 linijki wychodzac od danego odcinka dtugosci 1.
1. Odktadajac na prostej k razy odcinek jednostkowy mozemy skonstruowac odcinek o

dowolnej dtugos$ci naturalnej £ (rys. 1).
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Rysunek 1

2. Kazdy dany odcinek potrafimy podzieli¢ na m rownych czgsci. Odcinek -

konstruujemy w nastgpujacy sposob (rys. 2): zaznaczamy na prostej odcinek OA4=a i
przez punkt O prowadzimy dowolna inna prosta. Na tej drugiej prostej odmierzamy
dowolny odcinek OC = c 1 konstruujemy OD = n-c. Laczymy punkty 4 1 D 1 przez
punkt C prowadzimy prosta rownolegta do AD, ktora przetnie prosta O4 w punkcie B.

Tréjkaty OBC i OAD sa podobne; stad Z=%=5C=1; OB=2
D

Rysunek 2

Z punktéow 1 1 2 wynika, ze potrafimy skonstruowa¢ odcinek o dowolnej

dlugosci dodatniej wymiernej (czyli dlugosci postaci k/m).



3. Majac dany odcinek dtugosci a, mozemy skonstruowaé odcinek dtugosci +/a . Na

prostej odmierzamy OA= a i AB= 1 (rys.3). Kreslimy okrag, ktorego $rednica jest

.
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Rysunek 3

odcinek OB, i przez punkt A prowadzimy prostopadla do OB, ktoéra przetnie okrag w
punkcie C. W trojkacie OBC kat C jest prosty zgodnie z twierdzeniem geometrii
elementarnej, gloszacym, ze kat wpisany w potkole jest katem prostym. Stad wynika,
ze kat OCA jest rowny katowi ABC; trojkaty prostokatne OAC 1 CAB sa podobne i
mamy dla x=AC

x -1 2 _ —
a x> X =a, X = a .

4. Majac dane odcinki o dtugosciach a i b mozemy skonstruowaé odcinki dlugosci a+b i
a-b. Aby skonstruowa¢ a+b (rys.4), prowadzimy prosta 1 na niej za pomoca cyrkla

zaznaczamy koto siebie odleglosci O4=a i AB=b. W takim razie OB=a+b.

a+h

F
=
¥

Rysunek 4

Podobnie dla otrzymania a-b (rys.5) zaznaczamy OB=a AB=b, ale tym razem AB

odmierzamy w przeciwnym kierunku niz O4. Wobec tego OA=a-b.
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Rysunek 5
5. Majac dane odcinki o dlugosciach a i b mozemy skonstruowaé odcinki dlugosci ab 1

% . Dla skonstruowania § (rys.6) odmierzamy OB=b i OA=a na ramionach

dowolnego kata O i1 na boku OB odmierzamy OD=I. Przez punkt D prowadzimy
prosta rownolegta do AB, ktéra przecina prosta OA4 w punkcie C.

b o

Rysunek 6

Z twierdzenia Talesa: 2 = & , skad wyliczajac OC otrzymujemy OC =%
Konstrukcja ab jest pokazana na rys.7, gdzie prosta AD jest rownolegta do BC

poprowadzona przez punkt 4. Z twierdzenia Talesa: + =45, skad wyliczajac OD

otrzymujemy OD = ab.



Rysunek 7

Oznaczmy symbolem K zbior wszystkich liczb rzeczywistych dajacych sig otrzymac z

liczb wymiernych za pomoca skonczonej liczby operacji sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu oraz

2-12

3

pierwiastka kwadratowego. Czyli do zbioru K nalezy np. liczba

Zauwazmy, ze zgodnie z naszymi rozwazaniami na temat odcinkow konstruowalnych ( przy
danym odcinku jednostkowym ), dla dowolnej liczby a ze zbioru K potrafimy skonstruowac
odcinek dlugosci |a| wychodzac od odcinka dtugosci 1.

ZastanOwmy si¢ teraz, czy mozna skonstruowac jeszcze jakie$ inne liczby spoza zbioru K
(wychodzac od odcinka jednostkowego). W tym celu rozwazymy podobny problem na
ptaszczyznie. Poszukajmy punktdéw, ktore potrafimy skonstruowaé majac dane punkty (0,0)

oraz (1,0). Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi 8.

Y K K
(O,KZ) /i (—‘T—Z)
A
OOl oy &0 ¥

Rysunek 8

Niech K; 1 K, beda liczbami ze zbioru K. Woéwczas punkt (K,,K>) jest konstruowalny za
pomoca cyrkla i linijki jako punkt przecigcia prostej prostopadiej do osi x przechodzacej

przez punkt (K;,0) i prostej prostopadiej do osiy przechodzacej przez punkt (0, K;). Zatem na



pewno potrafimy skonstruowaé wszystkie punkty ze zbioru K?, czyli wszystkie punkty o obu
wspotrzednych ze zbioru K.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.3

Majac dane punkty (0,0) i (1,0) nie mozna skonstruowac¢ za pomoca cyrkla 1 linijki Zadnych

innych punktéw niz punkty z K2

Dowdéd
Na ptaszczyznie za pomoca cyrkla 1 linijki mozemy:
A) poprowadzi¢ prosta przez dwa punkty, ktére sa dane lub uprzednio skonstruowane;
B) poprowadzi¢ okrag o S$rodku oraz promieniu danym lub uprzednio
skonstruowanym;
C) wyznaczy¢ punkty przecigcia
e dwoch prostych jak wyzej
e prostej i okregu jak wyzej
e dwoch okregow jak wyzej
Przyjmijmy, ze punkty z K* oraz odcinki o dlugosciach z K mamy juz skonstruowane.
Sprawdzmy, czy da si¢ skonstruowaé jakiekolwiek inne punkty lub odcinki. W tym celu

uzasadnimy ponizsze stwierdzenia.

Stwierdzenie 1.3.1

Prosta wyznaczona przez dwa punkty z K* zadaje si¢ roOwnaniem ax+by+c=0

o wspotczynnikach a, b, ¢ ze zbioru K.

Znajdzmy ogolne roéwnanie prostej wyznaczonej przez punkty A= (a,,b]), B= (az, bz)

(wspotrzedne punktow to liczby ze zbioru K). Rownanie prostej przechodzacej przez 4 i B

WyraZa siQ wzorem )Y — b1 = al az (x - a1)-
17 %2

Stad otrzymujemy (x-a;)(b;-b;) = (y-b;) (a;-a;). Zatem roéwnanie ogdlne prostej jest postaci:
(b - bm)x +(a, —a)y+alb,-b)+bla -a,)=0, gdzie wspdlczynniki: a = b; —b,, b =a;—
ai, ¢ = a)b; — b)) + b)(a; — a;) naleza do K (a, b naleza do K jako réznice liczb z K,



natomiast ¢ jako suma iloczynow liczby z K i réznicy liczb z K). Pokazalismy wigc, ze

stwierdzenie 1.3.1 jest prawdziwe.

Stwierdzenie 1.3.2

Punkty przecigcia prostych zadanych rownaniami o wspodtczynnikach z K maja obie

wspotrzedne w K.

a,x+by=c,

Aby to pokaza¢ musimy rozwigza¢ uktad réwnan { , gdzie

a,x+b,y=c,
ax+by—-c¢ =0, a,x+b,y—c,=0 sa rownaniami danych prostych. Zatem a,,b,c,,a,,b,,c,

naleza do zbioru K jako wspolczynniki tych prostych oraz a,b, —ba, #0 (proste nie sa

rownolegte ). Stosujac wzory Cramera otrzymujemy rozwiazanie:

¢ b a ¢

= ¢, b, _ ¢,b, b, _ 4, G _4i6 T 64,
a, b| ab,-ba,’ a, b| ab,-ba,
a, b, a, b,

Liczby x 1 y przedstawiaja si¢ przy pomocy liczb z K i operacji iloczynu, r6znicy oraz ilorazu.

Zatem obie wspolrzedne x i1 y naleza do zbioru K, co mieli§my pokazac.

Stwierdzenie 1.3.3

Odlegto$¢ pomiedzy dowolnymi dwoma punktami z K? jest liczba nalezaca do K.

Odlegtos¢ dwoch punktow (a, b)), (azb.) (gdzie a;, b, as, b, naleza do K) wyraza sig

Wzorem\/(a1 —a,) +(b, —b,)’ . Otrzymalismy liczbe wyrazona przez operacje sumy,

roéznicy, iloczynu i pierwiastka kwadratowego na liczbach z K. Stad wynika, ze odleglos¢ jest

liczba z K.

Stwierdzenie 1.3.4

Okrag o $rodku w punkcie z K? oraz o promieniu z K jest zadany rownaniem o

wspolczynnikach nalezacych do K.

10



Zapiszmy réwnanie okregu o srodku S = (a,b) 1 promieniu 7 (a, b, r naleza do K). Jest

. i 2 , .« e . . . , .
ono postaci (x—a)f +(y—bf =r>. RoOwnowaznie mozemy je zapisa¢ jako
x* = 2ax+y* —2by+a* +b° —r* =0. Otrzymaliémy rownanie okregu, ktorego wspotrzedne

wyrazone sa odpowiednio przez operacje sumy 1 rdéznicy liczb ze zbioru K. Czyli

wspotczynniki sg takze liczbami nalezacymi do K.

Stwierdzenie 1.3.5

Rozwiazania rownania kwadratowego ax’ + bx + c¢=0 o wspolczynnikach a, b, ¢ ze
zbioru K tez naleza do K.

—b+\b*—4ac
2a

Rozwigzaniami réwnania kwadratowego sa liczby postaci . Liczby te

przedstawiaja si¢ przy pomocy liczb z K 1 operacji sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu oraz

pierwiastka kwadratowego. Zatem rozwiazania rdOwnania naleza do K.

Stwierdzenie 1.3.6

Punkty przeciecia okregu x” +ax + y” + by +c =0 oraz prostej px+qy+r=0,

gdzie a, b, ¢, p, g, r naleza do K, maja obie wspotrzedne z K, czyli naleza do K*.

By znalez¢ punkty przecigcia musimy rozwigza¢ uktad réwnan:

' +ax+y>+by+c=0
px+qy+r=0 '

Zatozmy, ze q#0 (pozostalte przypadki da sie rozpatrzy¢ analogicznie). Wyznaczmy y z
drugiego réwnania, czyli ¥ =—+ x—~. Wstawiajac y do pierwszego rdwnania otrzymujemy:

2 _r _L)Z (_ﬁ _L) — IS v R ¥ SV LAV
x+ax+( X +b JX—o)tc 0, stad x”" +ax et Xt Xyt 0

. . . . . 2 2 b o _br)—
i ostatecznie dostajemy réwnanie (1 + f)x + (Cl + - %)X + (C to- f)— 0.

Otrzymalismy rownanie kwadratowe o wspotczynnikach z K (wspotczynniki powstaly przez
operacje sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu na liczbach ze zbioru K ). Na mocy stwierdzenia
1.3.5 rozwiazania tego réwnania naleza do K. Wspotrzedna y punktu przecigcia tez nalezy do

K (jako réznica liczb z K). Zatem punkty przecigcia danego okregu i prostej naleza do K2,

11



Stwierdzenie 1.3.7

Punkty przecigcia okregéw x* +ax+ )y’ +by+c=0 orazx’+px+y’+qy+r=0,

gdzie a, b, ¢, p, g, r to liczby ze zbioru K, naleza do K>.

Szukamy punktéw przecigcia danych okrggdéw rozwiazujac uktad roéwnan:
x*+ax+y> +by+c=0
{xz +px+y +qr+r=0
Odejmujac réwnania stronami otrzymujemy: (a - p)x + (b - q)y + (C - r) =0. Czyli nasze
zadanie sprowadza si¢ do rozwiazania uktadu:

{(a—p)x+(b—Q)y+(c—r)=0_

x*+px+yi+qy+r=0
Ze stwierdzenia 1.3.6 wiemy, ze rozwiazania uktadu tej postaci naleza do K*. Czyli punkt

przeciecia danych okregow nalezy do K2

Uzasadniajac powyzsze stwierdzenia pokazaliSmy, Ze na ptaszczyznie przy danych
punktach (0,0), (1,0) za pomoca cyrkla i linijki mozemy skonstruowa¢ tylko punkty z K* i
odcinki o dlugosciach z K, co konczy dowod twierdzenia 1.3.
W naszych rozwazaniach mozemy wigc wyciagna¢ wniosek.
Whiosek 1.4

Wychodzac od odcinka dlugos$ci 1 nie mozna za pomoca cyrkla i linijki skonstruowaé

zadnego odcinka o dtugosci nie nalezacej do zbioru K.

Wprowadzmy zatem definicjg.

Definicja 1.5

Zbi6r K nazywamy zbiorem liczb konstruowalnych.

Do tej pory zajmowalismy si¢ zagadnieniami konstruowalnosci odcinkow przy danym

odcinku dlugosci 1. W niektérych zadaniach konstrukcyjnych mamy danych kilka innych
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odcinkéw lub kilka punktow. Wtedy jeden z danych odcinkow mozemy przyjaé za
jednostkowy. Zastanowmy si¢ jakie odcinki lub punkty sa wowczas konstruowalne.
Zdefiniujmy zbidr liczb konstruowalnych za pomoca zbioru, do ktérego naleza

odcinki o danych dlugosciach.

Definicja 1.6

Dany jest zbior liczb A={a1,...,ak}_ Zbiorem liczb konstruowalnych za pomoca

zbioru A nazywamy zbior wszystkich liczb jakie mozna otrzymac z liczb wymiernych oraz z
liczb a,...,4, za pomoca operacji sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu i pierwiastka

kwadratowego. Zbidr ten oznaczamy symbolem K(A).

Zauwazmy, ze jezeli liczby a;,...,a; sa konstruowalne to K(A) = K. Czyli zZeby

otrzyma¢ liczby spoza zbioru K przynajmniej jedna z liczb 4,...,4, musi by¢
niekonstruowalna.

Dla zbioru K(A) prawdziwe sa ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 1.7

Majac dane punkty (0,0), (1,0) oraz K(B), gdzie B :{a1:~-~:ak:b19--~abk} mozemy
skonstruowa¢ wylacznie punkty o obu wspotrzednych z K(B), czyli punkty ze zbioru

K(B)xK(B).

Twierdzenie 1.8

Za pomoca odcinkéw dtugosei 1 a;,...,a, mozna skonstruowaé wylacznie odcinki o

dhugos$ciach nalezacych do K(A).

Uzasadnienia tych twierdzen sa analogiczne jak w przypadku zbioru K, wigc nie

bedziemy ich juz przytaczac.
Podsumowujac, metoda algebraiczna pozwala nam, bez znajdowania konkretnych

konstrukcji, rozstrzyga¢ czy dane zadanie konstrukcyjne da si¢ wykona¢ za pomoca cyrkla i

linijki, czy nie. Konstruowalne sa odcinki o dtugosciach |a|, gdzie a nalezy do zbioru liczb

13



konstruowalnych. Udowodnili§my réwniez, ze sa to jedyne odcinki dajace si¢ skonstruowac
przy danym odcinku jednostkowym. Zeby otrzymaé, odcinki o dtugoéciach spoza zbioru K,
musimy mie¢, danych kilka innych odcinkéw (zbior 4) przy czym przynajmniej jeden z nich

musi by¢ niekonstruowalny.

Na koniec, postugujac si¢ metoda algebraiczna, odpowiedzmy sobie czy wykonalne sa
konstrukcje dziesigciokata foremnego i okregu stycznego do danych trzech okregéw (tzw.

zadanie Apoloniusza).

Przykitad 1.9

Konstrukcja dziesigciokata foremnego.

Narysujmy cyrklem na plaszczyZnie dowolny okrag. Przyjmijmy, Ze jego promien wynosi 1
(rys.9). Rozwazmy problem konstrukcji dziesigciokata foremnego wpisanego w ten okrag.
Konstrukcja tego dziesigciokata sprowadza si¢ do konstrukcji odcinka x czyli boku

dziesigciokata. Majac dany odcinek x mozna skonstruowac dziesigciokat odmierzajac od

A X 1x C
Rysunek 9

dowolnego punktu na okregu kolejne cigciwy o dlugosci x az do uzyskania wszystkich
dziesieciu wierzchotkow dziesigciokata.

Wobec tego, ze na odcinku x oparty jest kat sSrodkowy 36°, pozostate dwa katy trojkata OAB
wynosza po 72°; dwusieczna kata B dzieli trojkat O4B na dwa trojkaty rGwnoramienne, w

ktérych ramiona maja dtugos$¢ x. Promien kota zostaje zatem podzielony na dwa odcinki

x i 1-x. Wobec tego, ze trojkat OAB jest podobny do trojkata ABC, mamy+=1%. Z tej

Q‘

proporcji otrzymujemy réwnanie x* + x —1=0, ktérego rozwigzaniem jest x =" (drugie

rozwigzanie odrzucamy poniewaz dlugo$¢ boku nie moze by¢ liczba ujemna). Dtugo$¢ x jest

liczba konstruowalna, poniewaz wychodzac od odcinka jednostkowego umiemy

14



skonstruowa¢ odcinki dlugosci: 2, 5, J5 , J5 —1,%. Zatem konstrukcja dziesigciokata

foremnego jest wykonalna.

Przykiad 1.10

Zadanie Apoloniusza polega na skonstruowaniu okrggu stycznego do danych trzech okrggow
(jak na rysunku 10, gdzie pogrubiony okrag jest szukanym okregiem, ktory mamy
skonstruowac, pozostale sa dane).

Zajmijmy si¢ przypadkiem w ktérym konstruowany okrag jest styczny zewnetrznie do trzech

danych okrggow (pozostate przypadki rozstrzyga si¢ analogicznie ).

1Y
Q0 o

Rysunek 10

Obierzmy sobie na plaszczyznie dwa punkty jeden niech bedzie punktem (0,0), drugi

punktem (1,0). Mamy dane trzy okregi o $rodkach (xl, yl),(xz, yz),(x3, y3) 1 promieniach

%, 1y, 1y odpowiednio. Zatem zbidr danych liczb jest postaci 4 = { Xis Vis Xo5 Vs X35 V3, s Ty 1y }
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Niech szukany okrag S ma $rodek (x,y) i promien r. Przypomnijmy, ze okrggi sa styczne
zewnetrznie wtedy 1 tylko wtedy, gdy odlegtos$¢ ich srodkow jest rGwna sumie ich promieni.

Zapiszmy ten warunek dla naszego S'i danych trzech okregow. Otrzymujemy uktad rownan:

(x=x) +(y=y) =(+n)’
(x_xz)2 +(y_y2)2 :(""'7”2)2
(x_x3)2 +(y_y3)2 :(r+r3)2
Obliczmy x, y, r i sprawdzmy czy naleza do K(A).
Po uporzadkowaniu wspoétczynnikow mamy:
x> +ax+y +by=r’+cr+d,
x*+a,x+y’+by=r’+c,r+d,

x*+tax+y’ +by=r’+cyr+d,

Wspotczynniki w ukladzie naleza do K(A). Odejmujac od pierwszego réwnania trzecie
otrzymamy: (a, —a;)x+ (b, —by)y=(c, —c;)r+(d, —d;). Zapiszmy je w postaci:
mx+ny=pr+gq,, gdzie m;, n;, p;, q; naleza do K(A). Podobnie odejmujac trzecie
rownanie od drugiego otrzymamy: m,x+n,y = p,r+q,, gdzie wspdlczynniki naleza do
K(A). Otrzymujemy réwnowazny uktad rownan:

mx+ny=pr+gq,
m,x+n,y=p,r+q,

x*+ax+y’ +by=r’+cyr+d,
Potraktujmy r jako parametr i rozwigzmy uktad réwnan liniowych:

{m1x+n1y=plr+ q,
m,x+n,y=p,r+q,

Zajmijmy si¢ przypadkiem w ktorym S$rodki okrggdéw nie leza na jednej prostej. Wtedy
wyznacznik glowny powyzszego uktadu jest niezerowy, czyli mn, —nm, #0. Zatem
rozwiazaniem uktadu jest :

pr+t+q, n

. prtq, n, :(pﬂ""'%)nz ~(p,r+4,)n, =5, +1,r,

mmn, —nm,

podobnie y=s, +1,r.
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Wspotczynniki s,,s,,¢,,¢, naleza do K(A). Podstawiajac rozwigzania x i y do trzeciego

roOwnania otrzymujemy:

(s1 + tlr)2 + a3(s1 + tlr)+ (s2 + tzr)2 + b, (s2 + tzr): r’ e +d,

Po uporzadkowaniu dostajemy rownanie w postaci: Pr’+ Qr + 8 =0, gdzie P,0,S naleza do
K(A). Stad y =242 | est liczba ze zbioru K(A). Podobnie jak x=s +fr i

y=s, +t,r.Czyli szukany okrag jest konstruowalny.
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ZADANIA
Zad.1.1. Majac dany odcinek jednostkowy, skonstruuj odcinki o dlugosciach:

1 11 1 2447 : .
=, 1= = 1++2 - 2 m
5,17,\/5, 23, \/+\/_, \/\/g \/g,ﬁ_ﬁ,f. Opisz schematycznie, za pomoca

rysunkow, etapy wykonywania tych konstrukcji.
Zad.1.2. Majac dane punkty (0, 0) i (1, 0) skonstruuj punkty (2%,1%), (— 51,4+ %\/g) :
Zad.1.3. Dany jest odcinek dtugosci 1. Skonstruuj kwadrat, dla ktérego suma obwodu i pola

wynosi 4.
Zad.1.4. Skonstruuj trojkat rOwnoramienny majac dany jego obwod 2p oraz wysoko$¢ h=1.

Zad.1.5. Dane sa odcinki a,b,c,d,e, f. Bez postugiwania si¢ odcinkiem jednostkowym

skonstruuj odcinki o nastgpujacych dtugosciach:

ab 2a° abc a’+2c ab  a’+2bc |1 2,42 (2, 2 [2 2 2
T T d oz N+ N s be a3,

Jab—~2cd, a2, a1, a3/ ++5), Yabed, Ya* b, 42a" +3b*

Zad.1.6. Dane sa odcinki a i b. Skonstruuj dwa odcinki

(a) ktorych suma jest rowna a, za$ iloczyn jest rowny b*;

(b) ktorych roznica jest rowna a, za$ iloczyn jest rowny b”.
Zad.1.7. Dane sa punkty 4 i B ktorych wspoétrzedne sa liczbami konstruowalnymi. Uzasadnij,
ze jezeli O jest poczatkiem uktadu wspotrzednych, to nastgpujace liczby

(a) dhugos¢ odcinka AB;

(b) cosinus kata AOB;

(c) pole trojkata AOB;
sa liczbami konstruowalnymi.

Zad.1.8. Dany jest kat @, ktoérego cosinus jest liczba konstruowalna. Uzasadnij, ze
nastgpujace liczby sa liczbami konstruowalnymi:

(a) sina

(b) cos Ta

(c) dhugosc cigciwy okregu jednostkowego opartej na kacie srodkowym & ;
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Zad.1.9. Wigkszy z bokéw danego prostokata podziel konstrukcyjnie na takie dwie czgsci,
tak, by suma p6l kwadratow zbudowanych na tych dwdch czgsciach byta réwna polu tego

prostokata.

Zad.1.10. Podaj konstrukcj¢ zlotego podzialu danego odcinka. Przypomnijmy, ze punkt C
odcinka AB dzieli go w ztotym stosunku, jesli AC:CB = AB: AC . Wskazdéwka: przyjmijmy,
ze dany odcinek ma dtugos¢ 1,dokonaj algebraicznych wyliczen i1 naszkicuj wynikajaca z nich
konstrukcje.

Zad.1.11. (a) Uzasadnij obliczajac katy 1 znajdujac pomocnicze trojkaty rOwnoramienne, ze
jesliw  pigciokacie foremnym poprowadzimy dwie przecinajace si¢ przekatne, to na kazdej
z nich otrzymamy odcinek rowny bokowi tego pigciokata.

(b) Udowodnij, ze punkt przecigcia dwoch przekatnych w pigciokacie foremnym dzieli kazda
z nich w zlotym stosunku.

(c) Podaj konstrukcje pigciokata foremnego oparta na konstrukcji ztotego podziatu odcinka.

Zad.1.12. (a) Uzasadnij, ze jeSli ¢ jest cigciwa w okregu jednostkowym oparta na kacie

srodkowym dwa razy mniejszym niz ci€ciwa ¢, t0 ¢’ =+/2 —/4—¢? -

(b) Wyprowadz indukcyjnie wzor na dlugos¢ boku 2”-kata oraz 3.2"-kata foremnego
wpisanego w okrag jednostkowy. Uzasadnij, ze dlugo$¢ ta jest dla kazdego n €N liczba
konstruowalna. Czy mozna byto spodziewac si¢ tego bez obliczen?
Zad.1.13. Postugujac si¢ metoda algebraiczna uzasadnij, ze nastgpujace konstrukcje sa
wykonalne za pomoca cyrkla i linijki:
(a) konstrukcja kwadratu o polu réwnym polu danego trojkata (kwadratura trojkata);
(b) konstrukcja kota o polu réwnym sumie pél dwoch danych kot (koto uznajemy za
dane, jesli dane sa jego $rodek oraz promien):
(c) podziat danego trojkata na dwie czesci o réwnych polach za pomoca prostej
rownolegtej do wybranej podstawy.
Ustal oznaczenia przyjmujac jeden z danych odcinkow za jednostkowy. Sprowadz problem
do pytania o konstruowalno$¢ pewnego pojedynczego odcinka. Wyliczajac dlugos$¢ tego
odcinka uzasadnij, ze jest on mozliwy do skonstruowania.

Zad.1.14. Dane sa punkty (0, 0) oraz (1, 0). Wylicz algebraicznie, ze konstrukcja okregu

stycznego do okregu x°+)° =1 i przechodzacego przez punkty A4(2, 1) i B(3, 2) jest
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wykonalna. Wskazowka: wylicz, ze wspotrzedne §rodka oraz promien szukanego okregu sa

liczbami konstruowalnymi.

ROZDZIAL 11

Ciala liczbowe i rozszerzenia kwadratowe.

Definicja 2.1

Cialem liczbowym L nazywamy dowolny zbior liczb zespolonych zamknigty ze
wzgledu na dziatania dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia (przez liczby r6zne od

zera). Ponadto zaktadamy, ze 0 i 1 naleza do L.

Definicja ta oznacza, ze jakiekolwiek dzialania wymierne zastosowane do dwoch lub
wigcej elementow ciala, daja liczbe tegoz ciata.

Aby stwierdzi¢ czy dany zbidr L jest cialem liczbowym wystarczy wigc sprawdzi¢ czy
spetnione sa ponizsze warunki:
(1)0elL, 1elL
(2)jesli a,belL to a+bel,abel,
(3)jesliaeLl, to —acl
(4)jesliacLia=#0,to c€L.

Zauwazmy, ze z powyzsze] charakteryzacji ciata liczbowego wynika ponizsze

stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.2

Kazde cialo liczbowe L zawiera wszystkie liczby wymierne.

Dowéd

Wiemy, ze 0 i 1 sa elementami ciala L. Poniewaz L jest zamknig¢ty na dziatanie
dodawania, to 1+1, (1+1)+1, -+ tez naleza do L. Zatem zbidr liczb naturalnych
{1,2 =1+13= (1 + 1)+ 1,} zawiera si¢ w L. Z warunku (3) wynika, ze elementy przeciwne
do elementow ciata L tez naleza do L. PokazaliSmy juz, Ze elementami ciata L sa liczby

naturalne, wiec na mocy (3) liczby do nich przeciwne, czyli —1,—2,—3,... naleza do L. Zatem
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zbidr liczb catkowitych { —=3-2,-10,1,23,... } zawiera si¢ w L. Pozostaje nam jeszcze

uzasadnié, ze zbidr liczb wymiernych zawiera si¢ w L. Liczby wymierne definiujemy jako

utamki nieskracalne postaci g, gdzie p 1 g sa catkowite. Poniewaz cialo L jest zamknigte na

operacj¢ dzielenia, wigc ilorazy g elementow p, g z ciata L naleza do L. Zatem zbidr liczb

wymiernych zawiera si¢ w L.

Pamigtamy, ze liczby wymierne, liczby rzeczywiste i liczby zespolone tworza ciala.

Przyjrzyjmy si¢ teraz przyktadowi innego zbioru tworzacego ciato liczbowe.

Przyktad 2.3
Dany mamy zbior Q(\/E ):: {a +bJ2:a,be Q}. Sprawdzmy, czy tak zdefiniowany
zbidr jest ciatem liczbowym. W tym celu zobaczmy czy spetnione sa warunki (1)-(4).

(1) 0 jest elementem Q(\/E ) poniewaz przedstawia si¢ w postaci g + b+/2, gdzie a i b sa
zerami. Podobnie 1 nalezy do Q(\/E ) dlaa=11b=0.

(2) Wezmy dwa elementy zbioru Q(\/E) a+bJ2 oraz c+d+2 (ab,c,deQ).
SprawdZzmy, czy ich suma i iloczyn naleza do Q(\/E ) Dla sumy (a + b\/§)+ (c + d\/z)
mamy postac (a + c)+ (b + d\/§)= D+ qlﬁ , gdzie p=a+c qg=b+d sa
wymierne, wigc suma nalezy do Q(\/E )

Natomiast iloczyn (a + b\/EXc + d\/z) przedstawia sig¢ W postaci
(ac + 2bd) + (ad + beN2 = p, + g2, gdzie p, =ac+2bd, g, =ad + bc sa wymierne,
wigc iloczyn rowniez nalezy do Q(\/E )

(3) Element  przeciwny - (a + b\/z) postaci  —a+ (— b)\/z =p+ q\/z , gdzie

p=-a, g=-b s wymierne nalezy do Q(\/E )
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1
a+bJ2

(4) Element odwrotny po usunigciu niewymiernosci z mianownika jest postaci

4L D=p+q2 gdzie P=="%, 4=_5 sa wymierne, wicc takze

a*-2*  a?-w?
nalezy do Q(\/E ) .

Warunki (1)-(4) sa spetnione, zatem zbior Q(\/E ) jest cialem liczbowym.

Przyktad 2.3 ma nastepujace uogdlnienie.
Przyjmijmy za dane ciato liczbowe F. Wezmy dodatni element « ciata F taki, ze +/a

nie nalezy do F. Dla takich F' i a prawdziwy jest ponizszy lemat.

Lemat 2.4
Zbior F! (\/2)3: {x + yx/; :x,yeF } jest ciatem liczbowym.

Dowod
Tak jak w przyktadzie 2.3 sprawdzamy, czy zbior spetnia warunki (1)-(4). Warunki
(1)-(3) pomijamy (uzasadnia si¢ je tak samo jak w przyktadzie 2.3), rozpatrzmy jedynie

: & mnozymy przez %, otrzymujemy wtedy postac

X+

warunek (4). Element odwrotny

X -y . . J c . . X -y .
T +m\/;. Poniewaz X,y,a€l, to rowniez liczby =7 5.7 naleza do F.

X" —ay

Pozostaje jeszcze sprawdzié, czy x— y\/; #0. Gdyby x—y\/_ =0, to x= y\/_ , czyli
Ja =<, ale wtedy Ja bylby elementem F, wbrew wczeéniejszemu zalozeniu. Zatem

X - y\/z nie moze by¢ zerem. Zbior F (\/;) spetnia warunki (1)-(4), wigc jest cialem

liczbowym.

Dla tak zdefiniowanego ciata F (\/Z ) mozemy wprowadzi¢ definicje.

Definicja 2.5

Ciato postaci F (\/Z ) nazywamy rozszerzeniem kwadratowym ciala F.
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Na mocy definicji 2.5 zbior Q(\/E ) zdefiniowany w przyktadzie 2.3 mozemy nazwaé

rozszerzeniem kwadratowym ciata liczb wymiernych o /2 .
W zagadnieniu konstruowalnos$ci liczb pojgcie rozszerzenia kwadratowego daje nam
nowy argument w rozstrzyganiu czy dana liczba jest konstruowalna, czy nie jest. Swiadczy o

tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.6

Liczba p jest konstruowalna wtedy i1 tylko wtedy, gdy istnieje ciag rozszerzen

kwadratowych OQ=F, c F, C F, c F; c...C F, taki, ze p nalezy do F,.

Dowod

(<:) Zatozmy, ze p € F,. Wowczas P jest postaci a + N gdzie a,b,c € F,_|. Postepujac

podobnie z liczbami a,b,c¢ i z dalszymi liczbami dostaniemy ostatecznie wyrazenie
przedstawiajace p za pomoca liczb wymiernych oraz operacji sumy, réznicy, iloczynu,
ilorazu i pierwiastka kwadratowego. Stad p jest konstruowalna.

(:>) Zatézmy, ze p jest konstruowalna. Wtedy p wyraza si¢ za pomoca liczb wymiernych
oraz operacji sumy, r6znicy, iloczynu, ilorazu 1 pierwiastka kwadratowego.
Wykonywanie powyzszych dzialan wymiernych nie wyprowadza nas poza ciato.
Natomiast wykonywanie operacji pierwiastka kwadratowego (o ile wyprowadza poza
dotychczasowe ciato) sprowadza si¢ do przejscia do wigkszego ciala, bedacego
rozszerzeniem kwadratowym poprzedniego ciata. Stad istnieje ciag rozszerzen dla
liczby p.

Obie implikacje zachodza, wigc twierdzenie jest prawdziwe.

W kolejnych przyktadach znajdziemy ciagi rozszerzen kwadratowych dla danych liczb

konstruowalnych.

Przykiad 2.7
1+ \/5

2-43

F, przyjmujemy Q. Sprawdzmy czy p nalezy do Q.

Dana jest liczba p = . Szukamy rozszerzen kwadratowych dla liczby p. Jako
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1
Zaldozmy, ze p jest wymierna. Wtedy dla p= mamy, 1+\/5:2p—\/§p, co

++/2
2-43
roOwnowaznie mozemy zapisac¢ jako V2+43 p =2p—1. Podnoszac obustronnie do kwadratu

otrzymujemy 2+2v6p+3p>=4p> —4p+1. Przeksztalcamy rownanie do  postaci

P —4p-1
J6 :%' Dostali$my przedstawienie 6 w postaci ilorazu liczb wymiernych.
p

Wtedy /6 takze jest liczba wymierna, sprzecznoéé z niewymiernoscia liczby /6 . Czyli p
nie nalezy do Fj.

Rozszerzamy wigc Fy, =Q o liczbe /2 . Otrzymujemy rozszerzenie F, = Q(\/E ) Sprawdzmy
teraz czy p nalezy do F,. Gdyby p byla elementem F|, to poniewaz F, jest cialem

2-3
1++2

odwrotnos¢ liczby p rowna tez nalezalaby doF], tak jak i liczba

2o 3=2=38

b -(1+ ﬁ) Wtedy tez liczba = (2 —\/§)+ 2 nalezataby do F,. Gdyby /3
+

nalezal do F,, to bylby postaci g+ b2, gdzie a, b sa wymierne czyli /3 =a+bv/2 .

Podnoszac obustronnie do kwadratu otrzymujemy 3 =q? +2b% +2aby/2, czyli uktad

2 2
a” +2b" =3
{ powinien mie¢ wymierne rozwiazanie. Z drugiego rownania wynika, ze a =0

2ab=0
lub b=0. Podstawiajac a=0 Iub b=0 do pierwszego réwnania dochodzimy do
sprzecznosci. Zatem uktad nie ma rozwigzania, wigc 3 nie moze naleze¢ do F, \, tak jak 1
liczba p.
Szukamy innego rozszerzenia do ktorego bgdzie naleze¢ p. Rozszerzmy F, = Q(\/E ) o liczbg
V3, otrzymujemy F, = F, (\/§ ) Zauwazmy, ze p nalezy do F, jako iloraz liczb z F, (liczba
1++/2 nalezy do F,, wigc tym bardziej do F,, liczba 2 —+/3 jest liczba postaci a + b+/3 ,

gdzie a, b naleza do F|, stad takze nalezy do F,). Znalezlismy cialo F, do ktorego nalezy
dana liczba p.

Zatem ciag rozszerzen kwadratowych liczby p jest postaci O =F, c F, C F, .
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Przykiad 2.8
Dla liczby q=\/§ ++/1++/2 szukamy ciagu rozszerzen kwadratowych. Tak jak

poprzednio za F{ przyjmujemy Q. Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie jak w
przyktadzie 2.7 pokazujemy, ze ¢ nie jest wymierna.

Rozszerzamy wigc Fy =0 0 /2 otrzymujemy rozszerzenie F = Q(\/E ) Sprawdzmy czy ¢
nalezy do F,. Gdyby ¢ nalezato do ciata F), to liczba 1+ 2 =g —+2 tez. Wtedy |1+ 2

bytby postaci ¢+ b2, gdzie a, b sa wymierne, czyli [1++/2 =a+h/2. Podnoszac

obustronniec do kwadratu otrzymujemy 1++/2 =a? +2b% + 2ab\J2, czyli uktad

2 2
a” +2b" =1
{2 b1 powinien mie¢ wymierne rozwiazanie. Z drugiego roOwnania wyznaczmy
a =
1. . : . : : . . 2
b=2— wstawiamy do pierwszego réwnania. Stad otrzymujemy réwnanie a4 + 2a =1
a a

2

i przeksztalcamy je do postaci a' —a’ +1=0. Podstawiamy ¢=¢g> do réwnania

a*—a®+1=0, wtedy jest ono postaci #> —#+1=0. Obliczajac wyrdéznik otrzymanego
trojmianu kwadratowego stwierdzamy, ze takie rownanie nie ma rozwiazan rzeczywistych,

a wiec tym bardziej wymiernych. Zatem liczba /| + /2 nie nalezy do F,, podobnie jak g.
Rozszerzamy teraz ciato F, = Q(\/E ) o liczbg 1 ++/2 . Otrzymujemy F, :E(Vl J2 j

Zauwazmy, ze liczba g nalezy do F, jako suma liczb z F,. Znalezlismy wigc cialo F,,
ktorego elementem jest g.

Stad ciag rozszerzen kwadratowych liczby ¢ jest postaci £, < F, C F, .
Wroé¢my teraz do zagadnienia podwojenia szeScianu z przyktadu 1.2. Do
zdecydowania czy to zadanie jest wykonalne za pomoca cyrkla i linijki brakuje nam wiedzy

na temat konstruowalnosci liczby /2 . Udowodnijmy zatem ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.9

3/2 nie jest liczba konstruowalna.
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Dowod

Przede wszystkim 3/2 nie jest liczba wymierna (dowdd tego faktu zostawiamy jako
éwiczenie). Zaldzmy wigc nie wprost, ze 3/2 jest konstruowalny. Woéwczas istnieje ciag
rozszerzen kwadratowych O=F, c F, c F, c...C F, taki, ze 3/2 nalezy do F,. Zalozmy
ponadto, ze F), jest pierwszym cialem w tym ciagu zawierajacym 3/2 (czyli /2 nie nalezy
do F,)). Przyjmijmy, ze F, = Fn_l(\/; ), gdzie a nalezy do F, | i +/a nie nalezy do F,_,.
Mozemy wigc zapisaé, ze V2 =x+ y\/; dla pewnych x,y z F,_,. Podnoszac obustronnie do
trzeciej potegi otrzymujemy 2 — (x + y\/z )3 = (x3 +3 xyza)+ (3 x’y+ay’ )\/2 . Zauwazmy, 7e

wspotezynnik  3x’y+ay’ musi by¢ réwny zero, bo w przeciwnym wypadku

2-(x* +3xy%a
Ja = 3(2 n y3 ) i \Ja nalezatby do F,_; wbrew zatozeniu. Zatem 3x’y + ay’ =0 oraz
x'y+ay

x* +3x%a=2.
Wezmy liczbg x — y\/; . Poniewaz y nie jest zerem (gdyby y byt zerem to 3/2 bylby

elementem £, wbrew zalozeniu), wiec liczby x — y\/g 1 x+ y\/g sa rozne. Obliczajac
(x _ y\/;)] otrzymujemy (x3 + 3xy2a)— (3x2 y+ay )\/5 =2-042 =2. Pokazaliémy zatem, ze

(x —yJa )3 =21 (x+ y\/;)3 — 2. Prowadzi to bezposrednio do sprzecznoéci. Istnieje bowiem
tylko jedna liczba rzeczywista bgdaca pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby 2, pozostate

pierwiastki sa zespolone; pierwiastek x — y\/g jest, oczywiscie, liczba rzeczywista, poniewaz

liczby x, y, Ja sa rzeczywiste. Zatem 3/2 nie jest liczba konstruowalna.

Udowodnili$my powyzej, ze liczba 3/2 jest niekonstruowalna, skad wnioskujemy o

nierozwigzalnos$ci podwojenia szescianu za pomoca cyrkla i linijki.
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ZADANIA

Zad.2.1 (a) Uzasadnij, ze +/3/5 nie jest liczba wymierna, oraz ze zbior liczb postaci
a+ b\/3/_5 gdzie a 1 b sa wymierne, jest ciatem.

(b) Dla liczb p =(2/3)+ \/3/—5 oraz q=1- (],/2)\/3/—5 przedstaw ich sume, roznig, iloczyn i
iloraz w postaci a +b3/5 gdzie a,b€Q.

Zad.2.2 Uzasadnij, ze pierwiastki kwadratowe z liczb 5,3, 2+3 oraz 3 nie naleza do

ciala Q(\/g )

Zad.2.3 Oznaczmy przez F ciato Q(\/g), za$ przez k liczbg 2+ 3
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(a) Niech p=1—\/§—(1+2\/§m i q=2+x/§+(1+\/§m beda liczbami z
rozszerzenia kwadratowego F! (\/%) Przedstaw sume, roznice, iloczyn i iloraz

liczb p i g wpostaci a+ bk , gdzie a i b sa liczbami z ciala F.
(b) Czy liczba /3 ++/6 + 3./3 nalezy do ciata F (\/E)‘?

Zad.2.4 Niech F = Q(\/g) i k= Fl(\/2 +3 jquq rozszerzeniami kwadratowymi. Znajdz

posta¢ ogodlna elementow z ciata F,. Zrob to samo dla F, = Q(\/g) i = Fl(\'\/g) :

Zad.2.5 Niech F bedzie ciatem liczb postaci p + q4\/§ , gdzie p i ¢ wyrazaja sie jako g + b2

1
dla a 1 b wymiernych. Przedstaw w tej postaci liczbe NN nalezaca do tego ciata.

Zad.2.6 Znajdz ciagi rozszerzen kwadratowych dla nastepujacych liczb konstruowalnych:

1 \/_ \/_ 4
\/WH 1:\/— N2 - —\/5,2—\/§+\/§_

Zad.2.7 (a) Uzasadnij, ze zbidr K wszystkich liczb konstruowalnych jest ciatlem.

(b) Uzasadnij, ze ciato K liczb konstruowalnych nie posiada zadnego rozszerzenia
kwadratowego.
Zad.2.8 Uzasadnij, ze 3/2 jest liczba niewymierna. A jak bedzie z pierwiastkami wyzszych
stopni.
Zad.2.9 Udowodnij twierdzenie greckiego matematyka Teajteta z IV w. p.n.e. méwiace, ze
dla n naturalnych liczba +/n jest wymierna tylko wtedy gdy n jest kwadratem liczby
naturalnej. A jak bedzie z pierwiastkami wyzszych stopni?
Zad.2.10 Zastosuj rozumowanie poznane na wykladzie do uzasadnienia, ze konstrukcja
potrojenia szescianu jest niewykonalna. Dla jakich n naturalnych konstrukcja n-krotnego

powigkszenia sze$cianu jest wykonalna, a dla jakich nie?

Zad.2.11 Rozstrzygnij dla jakich naturalnych #, n,, n; wykonalna jest konstrukcja sze§cianu
o objetosci réwnej objetosci prostopadioscianu o krawedziach #,, n,, 1.

Zad.2.12 Zbadaj, czy zawsze wykonalna jest przy pomocy cyrkla i linijki konstrukcja
odcinka, ktorego dlugo$¢ rowna jest $redniej a. arytmetycznej, b. geometrycznej, c.

harmonicznej, d. kwadratowej z dtugosci a, b, ¢ danych trzech odcinkow.
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Zad.2.13 Dany jest odcinek a oraz dwa razy dluzszy odcinek d. Czy mozna za pomoca cyrkla

1 linijki skonstruowac takie odcinki b 1 ¢, ze dlugosci a, b, ¢, d tworza ciag geometryczny?
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ROZDZIAL 111

Pierwiastki wielomianow stopnia 3. Niekonstruowalnosc¢.

Fakt, ze 3/2 jest liczba niekonstruowalna mozna uogdlni¢ na inne pierwiastki rownan

stopnia 3.

Twierdzenie 3.1

Jesli wielomian a,x’ +a,x> +a,x+a, o wymiernych wspotczynnikach nie ma
wymiernych pierwiastkow, to kazdy jego (rzeczywisty) pierwiastek jest liczba

niekonstruowalna.

Zauwazmy, ze zatozenie o posiadaniu przez wielomian pierwiastkow wymiernych jest
kluczowe. Jesli wielomian ma wymierny pierwiastek a, to mozemy go przedstawi¢ w postaci
W(x) = P(x)~ (x - a), gdzie P(x) jest tr6jmianem kwadratowym o wymiernych
wspotczynnikach. Z rozdziatu pierwszego wiemy, ze jezeli taki tr6jmian ma pierwiastki, to sa
one konstruowalne. Czyli gdy jeden z pierwiastkéw wielomianu stopnia 3 jest wymierny, to
pozostate pierwiastki (o ile istnieja) sa konstruowalne.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia 3.1 wuzasadnijmy prawdziwos¢

pomocniczych lematow.

Lemat 3.2 (wzér Viete’a)

o L. .. . . . . 3 2
Jesli py, p,, P; saréznymi pierwiastkami wielomianu W(x)=a3x +a,x" +ax+a,,

a,
to Py TP, + P33 =",
as

Dowod

Jesli py, Py, P; sardznymi pierwiastkami W(x), to zachodza ponizsze rownosci
3 2
ax” +a,x +a1x+a0=a3(x—p1)(x—p2)(x—p3l)=

=a3x3 _a3(p1 + P, +p3)x2 +a3(p1p2 + P1Ps +p2p3)X—a3p1p2p3
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Porownujac  wspoOlczynniki  przy x*  otrzymujemy 4, 2—613([?1 +p, + p3), stad

a,
Py TPy, T py=—",
a,

Lemat 3.3
Jezeli wielomian W(x)= a, x> +a,x’ +a,x+a, ma dwa rézne pierwiastki, to liczba

wyznaczona przez wzor Viete’a tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Dowad

Skoro W(x) ma pierwiastki p,, p,, to dzieli si¢ on przez iloczyn (x - pl)(x - pz).
Woéwcezas wielomian W ma postac W(x) = (x — P )(x ~ Pa )(ax +b, ) Zatem pierwiastek =

wielomianu ax +b jest trzecim pierwiastkiem wielomianu W(x) Z lematu 3.2 ten trzeci

pierwiastek speinia wzor Viete’y, wigc mozna go byto wyznaczy¢ z tego wzoru.
Teraz mozemy przystapi¢ do dowodu zasadniczego twierdzenia.

Dowdd twierdzenia 3.1

Zatozmy, ze przynajmniej jeden pierwiastek jest konstruowalny. Dla kazdego

konstruowalnego pierwiastka rozwazmy najkrétszy mozliwy ciag rozszerzen kwadratowych

O=F,cF c..cF,, gdzie p nalezy do F,. Rozwazmy ten z konstruowalnych
pierwiastkow, ktorego powyzszy ciag jest najkrotszy. Wtedy p nalezy do £, oraz zaden z
pierwiastkow nie nalezy do F;_,. Zatozmy, ze F, = F, | (\/;), gdzie w nalezy do F;_,. Wtedy

p jest postaci x+ y\/; , gdzie x, y naleza do £} ;. Liczba p jest pierwiastkiem wielomianu,

wigc spetnia réwnanie

a3(x+y\/;)3 +a2(x+y\/;)2 +al(x+yﬂ)+ a,=0.
Obliczajac, otrzymujemy réwnanie w postaci

(a3x3 +3a,xp’w+ a,x’ +a2y2w+a1x+a0)+(3a3x2y+2a2xy+a1y w=0.
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Wyrazenia w nawiasach zastapmy odpowiednio przez A4 i1 B, otrzymujemy wtedy rOwnos¢
A+BJw=0. Zatem A=B=0. Sprawdzmy teraz, ze liczba p'=x— y\/; tez jest

pierwiastkiem wielomianu. W tym celu obliczmy warto$¢ wielomianu dla p’, mamy wigc
3 2 . . . .y
a, (x = y\/;) +a, (x = y\/;) +a, (x - y\/;)+ a,=A—BJw=0 (poniewaz wyliczyliémy

juz,ze A=B=0). Zatem p' jest r6znym od p pierwiastkiem wielomian.

Na mocy lematu 3.3 mozemy wyznaczy¢ trzeci pierwiastek p; ze wzoru Viete’y, czyli

! a . . .
ptp tps= —a—z . Wyliczajac p; otrzymujemy

3

D =—a—2—(p+p'):—a—2—(x+y\/;+x—y\/;)=—a—2—2x,

as as as
Wtedy p; jest elementem £, (bo a,,a;,X naleza do F,_), co jest sprzeczne z

wczesniejszym zatozeniem. Zatem kazdy pierwiastek jest liczba niekonstruowalna.

Zauwazmy, ze z powyzszego twierdzenia wynika takze niekonstruowalnos¢ liczby
3/2 . Poniewaz wielomian x> — 2, ktorego jedynym rzeczywistym pierwiastkiem jest 3/2 , nie
ma pierwiastkow wymiernych.

W rozstrzyganiu czy dany wielomian o wspolczynnikach catkowitych posiada

wymierne pierwiastki przydatny bedzie nastgpujacy lemat.

Lemat 3.4

Jesli wielomian W(x) =ax"+a, X" +..+ax+a, o calkowitych wspotczynnikach
ma pierwiastek wymierny wyrazony w postaci nieskracalnej jako ; , to p dzieli a,
igdzieli a,.
Dowod

f jest  pierwiastkiem  wielomianu W(x), wiec  zachodzi  rownos$¢

G va o)+ v af)ra,=0 ' i ” j

al;) ta,\;) +...ta{ )Jta,=0. Mnozac obustronnie przez ¢ otrzymujemy

-1 -1 . . ’ ’ . s .
a,p" +a, p"q+...+a,pqg" +a,q" =0, co mozemy zapisa¢ rOwnowaznie jako
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a,p’ = q(a,,,1 P+ +apg" +ayq"! ) Prawa strona rownosci jest podzielna przez g,
wigc lewa tez dzieli si¢ przez ¢g. Poniewaz p 1 g sa wzglednie pierwsze, to g dzieli a,,.
Podobnie otrzymujemy a,q" = —p(anp”_1 + an_lp"_zq +...+ alq”_l ) Stosujac rozumowanie

jak wyzej stwierdzamy, ze 4@, dzieli si¢ przez p.
Zobaczmy jak dziata nasze kryterium na przyktadzie.

Przykiad 3.5

Mamy wielomian W(x)=8x" —6x—1. Na podstawie lematu 3.4, jesli £ jest

q 8 s CZyli pE {_ 1’1}9 qe {_ 15 la_ 2a25_ 49 4,_ 8, 8}, WlQC

pierwiastkiem, to p[l i

el il—bd-td-bil

Sprawdzmy, czy ktéras z potencjalnych liczb wymiernych jest pierwiastkiem. W tym celu
obliczmy wartosci W(x) dla kazdej z tych liczb:

w(l)=8-6-1=1%0

W(-1)=-8+6-1=-3%0
w(i)=8-1-6-1-1=-3=20
w g): —8-146-1-1=120

-
(1)=8-&-6-1-1=-22%0

4 8

W(-1)=—-8-L+6-L-1=220

4

W(l)=8~4—6~1—1=—1g¢0

512 8

. . . 1 1 1 1 1 1 .. . . . . .
Zadna liczba ze zbioru {— LL=3,3,— 33" 5% } nie jest pierwiastkiem wielomianu. Zatem

W(x) nie ma wymiernych pierwiastkow.

Teraz jestesmy nalezycie przygotowani do rozwazenia starozytnych zagadnien

trysekcji kata 1 zbudowania siedmiokata foremnego.
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Przyktad 3.6

Udowodnimy najpierw, ze trysekcja kata za pomoca samego cyrkla i linijki jest na
ogot niemozliwa. Sa oczywiscie katy jak np. 90° 1 180° dla ktéorych mozna przeprowadzi¢
trysekcje. Mamy natomiast wykaza¢, Ze nie mozna dokona¢ trysekcji za pomoca
postepowania, ktore datoby si¢ zastosowaé do kazdego kata. Dla dowodu wystarczy podac
jeden tylko kat, ktory nie da si¢ podzieli¢ na trzy rowne czg$ci, poniewaz ogo6lna metoda
konstrukcji powinna stosowac¢ si¢ do kazdego poszczegdlnego przypadku. Wobec tego
udowodnimy, ze trysekcja kata 60° jest niewykonalna. Nasze zadanie sprowadza si¢
pokazania, ze nie da si¢ skonstruowaé kata 20°.

Zauwazmy, ze konstruowalno$s¢ dowolnego kata a zalezy od tego, czy liczba Cos&
(lub sina, lub &2 ) jest konstruowalna.

Majac dany kat @ mozemy skonstruowac liczby €osa i sina. Konstrukcja ta

przebiega w nastgpujacy sposob (rys.1).

Rysunek 1

Na jednym ramieniu kata® odkladamy odcinek jednostkowy o koncach w
wierzchotku O 1 punkcie A. Prowadzimy prosta prostopadta do drugiego ramienia kata i
przechodzaca przez punkt 4. OtrzymaliSmy trojkat prostokatny OAB, w ktorym dlugosci

przyprostokatnych sa odpowiednio rowne liczbom €OS& i sinc .

5111 £

B ;

COs e

Rysunek 2

Majac dany odcinek dtugosci oS potrafimy skonstruowaé odcinek sina (poniewaz

sina =1 — cos’a ). Konstruujac trojkat prostokatny jak na rysunku 2 otrzymujemy réwniez

konstrukcje kata @ .
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Podobnie pokazuje si¢ réwnowazno$¢ konstrukcji kata @ konstruowalno$ci liczby
sina lub 8x .

Zatem w naszym przypadku musimy pokazaé, ze liczba cos20° nie nalezy do K. Na
podstawie prostego wzoru trygonometrycznego cos3a =4cos’ o —3cosa otrzymujemy

zwiazek pomiedzy cosinusami katdow & i 3a. Zastosujemy ten wzér do o =20°.
Otrzymujemy, ze cos60°=4cos’ 20°—3cos20°. Podstawiajac x=c0s20° i warto$¢
cos60° =7 otrzymujemy réwnanie trzeciego stopnia postaci: 8x° — 6x —1=0.

Na mocy twierdzenia 3.1 wystarczy tylko udowodnié, ze réwnanie to nie ma
pierwiastka wymiernego. Fakt ten pokazalismy w przyktadzie 3.5. Zatem kazde rozwiazanie

tego réwnania jest liczba niekonstruowalna, w szczegdlnosci €osa@ | wigc i kat 20° jest

niekonstruowalny. Zadanie trysekcji dowolnego kata jest wigc niewykonalne.

Z powyzszego przyktadu mozemy wywnioskowac, ze konstrukcja kata 40° réwniez
jest niewykonalna. Gdyby dato si¢ skonstruowa¢ kat 40°, to prowadzac dwusieczna
mielibySmy konstrukcje kata 20°, a wiemy, ze kat 20° jest niekonstruowalny. Idac dalej

mozemy stwierdzi¢, ze nie da si¢ skonstruowa¢ 9-kata foremnego (poniewaz 360°:9=40°).

Zastandéwmy si¢ teraz nad mozliwo$cia zbudowania 7-kata foremnego.

Przyktad 3.7

Rozwazmy zagadnienie wyznaczenia boku 7-kata foremnego wpisanego w koto
jednostkowe. Najprostszy sposob podejscia do tego zagadnienia polega na zastosowaniu liczb
zespolonych. Na plaszczyznie zespolonej wierzcholki 7-kata foremnego opisuja si¢ jako
pierwiastki rownania
(1) z' —1=0.

. . . . ., . . ;. . 2 . . 2
Wiemy, ze pierwiastek siddmego stopnia z jednosci dany jest wzorem z =COS<F +iSIn=-,

gdzie kat Z jest katem $rodkowym opartym na boku 7-kata. Zatem konstrukcja 7-kata

2

foremnego jest rownowazna konstrukcji kata %, czyli liczby cos® . Wiemy rowniez, ze

-1 1

z=—, a wigc a=z+—=2cos2 . Konstrukcja siedmiokata sprowadza si¢ do konstrukcji
z z

liczby a.

Jednym z pierwiastkow (1) jest z =1, a pozostate sa pierwiastkami rownania
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7
z' =1
=2+ +z '+ +22+z2' +1=0,

2)

z—1
ktére otrzymujemy z rownania (1) dzielac przez czynnik z —1.
Dzielac rownanie (2) przez z* otrzymujemy réwnanie
(3) z3+%+zz+%+z+l+1:0
z z z

Stosujac proste przeksztatcenia algebraiczne mozemy zapisa¢ rownanie (3) w postaci

) (z+lj —3(“1}(2#} _2+(z+1J+1:o

1
Podstawiajac do (4) a =z + — otrzymujemy a° +a* —2a—-1=0.
z

Czyli a jest pierwiastkiem wielomianu W()c):)c3 +x>—2x—1. Wystarczy zatem
rozstrzygnaé, czy wielomian W(X) ma pierwiastki wymierne. Z lematu 3.4 wiemy, zZe
jedynymi mozliwymi pierwiastkami wymiernymi sa liczby —1 i 1. Obliczajac W(— 1)=1 i
W(1)= -1 stwierdzamy, ze wielomian W(x) nie ma pierwiastkbw wymiernych i na mocy
twierdzenia 3.1 kazdy jego pierwiastek jest niekonstruowalny. Jezeli liczba a =2cos % jest

. 2 . . . . ey . . . . . .
nickonstruowalna, to €0s - tez, a wigc mozemy stwierdzi¢, ze nie istnieje konstrukcja 7-kata

foremnego.

Na koniec rozstrzygnijmy wykonalno$¢ ponizszej konstrukcji.

Przyktad 3.8

Sprawdzmy konstruowalnos¢ trojkata prostokatnego, ktorego jedna przyprostokatna i

dwusieczna opuszczona na ta przyprostokatna maja dlugos¢ 1 (rys.3).

Rysunek 3
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Zauwazmy, ze do konstrukcji tego trojkata wystarczy skonstruowaé druga przyprostokatna b.

Niech dwusieczna dzieli przyprostokatna dtugosci 1 w stosunku ﬁ . Stosujac twierdzenie

Pitagorasa otrzymujemy dtugo$¢ x rowna +/1 — p*> oraz dtugo$¢ przeciwprostokatnej ¢ réwna

V1 + b* . Z wlasno$ci dwusiecznej wiemy, ze prawdziwa jest nastgpujaca rownos¢ —— =

b
1-x ¢°

Podstawiajac za x 1 ¢ wyliczone wcze$niej wartoS§ci dostajemy rownanie

N S

11— 1+b

postaci 4b° — 4b* +1=0. Podstawmy do rownania ¢ =5 , stad mamy postaé 4a* —4a +1=0

. Wykonujac kolejne przeksztalcenia ostatecznie otrzymujemy réwnanie

. Konstruowalno$¢ liczby b jest rtownowazna konstruowalnosci liczby a. Zbadajmy zatem czy
wielomian 4x° — 4x + 1, ktorego a jest pierwiastkiem, ma pierwiastki wymierne. Z lematu 3.4
wiemy, ze jedynymi mozliwymi pierwiastkami wymiernymi sa liczby ze zbioru
F1LL-1,1, -1 1 Obliczajac wartosci wielomianu dla kazdej z tych liczb stwierdzamy, ze
wielomian nie ma pierwiastkéw wymiernych. Zatem na mocy twierdzenia 3.1 kazdy jego
pierwiastek jest niekonstruowalny (w szczegélnosci a). Z niekonstruowalnosci liczby a
wynika niekonstruowalnos$¢ liczby b, wigc réwniez nie istnieje konstrukcja trojkata

prostokatnego spetniajacego warunki zadania.
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ZADANIA
Zad.3.1 Zbadaj, czy nastgpujace wielomiany maja pierwiastki wymierne:
(@) x* —4x—1;
(b) X’ —x*—13x-3;
(€) 4’ —4x +1;
(d) 8x* —4x® —8x* —2x —1.
A czy maja pierwiastki konstruowalne?
Zad.3.2 Czy majac dany odcinek jednostkowy mozna skonstruowac szescian, dla ktorego
suma pola powierzchni i objgtosci wynosi: (a) 5; (b) 3?7 Jesli tak, to czy mozna skonstruowac
wszystkie szesciany o tej wlasnosci?
Zad.3.3 Czy odcinek dlugosci 4 mozna konstrukcyjnie podzieli¢ na trzy odcinki, z ktérych
dwa begda jednakowe, 1 to w taki sposob by prostopadtoscian zbudowany na tych odcinkach
miat objgto$¢ rowna 1?
Zad.3.4 Czy jest konstruowalny trojkat rownoramienny, ktéorego rami¢ ma dlugos¢ 5, a
promien kota wpisanego w ten trojkat — dlugos¢ 1? Rozwiaz to zadanie nast¢pujacymi
etapami:
(a) Oznacz przez d polowg podstawy tego trojkata 1 uzasadnij, ze dla skonstruowania
tego trojkata potrzeba i wystarcza skonstruowac odcinek d.
(b) Dla znalezienia wielomianu, ktérego pierwiastkiem jest d przyrownaj do siebie

wyrazenia na kwadrat pola trojkata uzyskane ze wzorow P =pr  oraz

38



P=\/p(p—aXp—bXp—c), gdzie p jest polowa obwodu trojkata, a, b, ¢ sa
dlugo$ciami jego bokdw, za$ r jest promieniem okrggu wpisanego.

(c) Znajdz wymierny pierwiastek g uzyskanego wielomianu czwartego stopnia,
przekonaj sig, ze nie jest on rowny d, podziel wielomian przez X~ ¢ 1 zbadaj
nowy wielomian stopnia 3.

Zad.3.5 Czy jest konstruowalny trdjkat rownoramienny, ktorego dwusieczne maja dtugosci 1,
1 12? Rozwiaz to zadanie w nast¢pujacych krokach:

(a) Oznacz przez @ potowe kata przy podstawie tego trdjkata i uzasadnij, ze do
skonstruowania trojkata potrzeba i wystarcza skonstruowaé odcinek dhugosci
sina |

(b) Wyraz dlugos$¢ podstawy AB trojkata w terminach kata & przy pomocy funkcji
tangens zastosowanej do trojkata prostokatnego powstatego z rozcigcia naszego
trojkata dwusieczna spuszczong z wierzchotka przeciwleglego do podstawy.

(c) Wyraz dlugo$¢ podstawy AB inaczej, korzystajac z twierdzenia sinusow
zastosowanego do bokéw AB 1 AD trojkata ABD, gdzie D jest drugim koncem
dwusiecznej spuszczonej z wierzchotka A.

(d) Przyrownaj do siebie wyrazenia na AB otrzymane w punktach b. i c. Wszystkie
wystepujace funkcje trygonometryczne wyraz w terminach sina . Doprowadz
zalezno$¢ do takiej postaci, w ktorej sina okazuje si¢ by¢ pierwiastkiem pewnego
wielomianu trzeciego stopnia.

(e) Zbadaj otrzymany wielomian.

Zad.3.6 Czy jest wykonalny za pomoca cyrkla 1 linijki podziat dowolnego kata na 4, 5, 6, 7,
8, 9 rownych czesci ?
Zad.3.7 Czy mozna skonstruowa¢ cyrklem i linijka katy 5°,10° 15°, 25°, 40°, 75°,85° 2

Zad.3.8 Uzasadnij metoda nie wprost, ze jesli x jest liczba niekonstruowalna, to roéwniez

niekonstruowalne sa nastepujace liczby: +x, vx, Vx+1, x*, x> +2, x> +3x +1. Czy liczba x’

tez musi by¢ liczba niekonstruowalna?
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ROZDZIAL IV
Liczby algebraiczne.

Nasze dalsze rozwazania maja na celu dostarczenie nam nowych argumentéw w
rozstrzyganiu konstruowalnos$ci liczb. Wraz z rozwojem teorii uzasadnimy mig¢dzy innymi

twierdzenie 4.1.

Twierdzenie 4.1

Jesli wielomian W(x) o wspolczynnikach wymiernych jest nierozkladalny nad Q, to
znaczy nie da si¢ przedstawi¢ jako iloczyn W(x)=P(x)Q(x) wielomianow o wspotczynnikach
wymiernych stopni wigkszych lub rownych 1, 1 jesli stopien W(x) nie jest potega liczby 2, to

wszystkie pierwiastki wielomianu W(x) sa niekonstruowalne.

Ta wiedza przyda nam si¢ tez w rozdziale VI do rozstrzygania konstruowalnosci
wielokatow foremnych.
Zauwazmy, ze w przypadku wielomianéw stopnia 3 nierozkladalno$¢ nad Q jest tym

samym co nieposiadanie wymiernego pierwiastka. Poniewaz rozklad wielomianu stopnia 3

musi mie¢ postaé W(x)=(ax2 +bx+chx+e), gdzie a, b, ¢, d, e sa wymierne. Jest to

, . ) . —e . . . . . . .,
rownowazne temu, ze liczba —; Jest wymiernym pierwiastkiem W(x). Dla wielomianéw
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wyzszych stopni wlasno$¢ ta nie zachodzi. Istnieja bowiem wielomiany, ktére nie posiadaja
wymiernego pierwiastka a pomimo to sa rozktadalne (np. wielomian piatego stopnia moze si¢
roztozy¢ na iloczyn wielomiandéw stopni dwa i trzy, z ktérego zaden nie posiada wymiernego
pierwiastka). W twierdzeniu 4.1 istotne jest zaloZenie o stopniu wielomianu. Dla

wielomianow stopnia 2¢ latwo mozemy podaé kontrprzyklady na to twierdzenie (np.

wielomian x*—2 jest nierozktadalny nad @, ale jego pierwiastek 4/2 =2 jest

konstruowalny).

Zacznijmy od zdefiniowania liczb algebraicznych.

Definicja 4.2

Liczba algebraiczna nazywamy liczbg u, ktora jest pierwiastkiem wielomianu

W(x)=ax"+a, x"" +...+ax+a, dowolnego stopnia n o wymiernych wspotczynnikach.

Zauwazmy , ze rOwnie dobrze liczba algebraiczna u jest pierwiastkiem wielomianu o

wspolczynnikach catkowitych. Na przyktad jesli u# spetnia réwnanie %uB + liu2 - % =0, to

mnozac obustronnie przez 28 dostaniemy rownanie 12u° +354° =18 =0.

Dla stwierdzenia, ze wspotczynniki wielomianu W sa wymierne wprowadzmy
oznaczenie: W(x)e Ofx].

Dowolny wielomian z Q[x], ktorego pierwiastkiem jest u bedziemy tez nazywaé

wielomianem zerujacym u.

Przyjrzyjmy sig teraz przyktadom liczb algebraicznych.

Przyktad 4.3

e Liczby wymierne g sa algebraiczne jako pierwiastki wielomianow W(x):x—q,
W(x)e Olx].

e Pierwiastki ”\/5 z liczb wymiernych ¢ spelniaja réwnanie x"—¢g =0, wigc sa
algebraiczne.

e Uzasadnijmy, Ze liczba g=+2+1 jest algebraiczna. W tym celu poszukajmy
wielomianu W(x)e Q[x], ktorego a jest pierwiastkiem. ROwno$é g =+/2 +1 mozemy

zapisaé rownowaznie jako g —1=+2, podnoszac obustronnie do kwadratu i
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porzadkujac otrzymujemy roéwnanie o’ -2a-1=0 . Zatem liczba a jest

pierwiastkiem W(x) =x"—2x—1, czyli a jest algebraiczna.

Wielomian minimalny liczby algebraicznej.

Zauwazmy, ze dana liczba algebraiczna u jest pierwiastkiem wielu roéznych

wielomianow z Q[x]. Na przyktad liczba 3/2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) =x -2,
ale jest takze pierwiastkiem  wiclomianow  W(x)=2x’ -4, Wz(x) =

Wx)= (- 2)(x+1)=x*+x’ ~2x -2, itd. Zauwazmy , ze mnozac x’—2 przez dowolny
wielomian z Q[x] mozemy otrzymaé wielomian z Q[x] dowolnie duzego stopnia, ktorego

pierwiastkiem jest 3/2. Czyli 32 jest pierwiastkiem wielomianu z Q[x] dowolnie duzego
stopnia wigkszego od 2.

Wprowadzmy zatem definicje.

Definicja 4.4
Wielomianem minimalnym liczby algebraicznej u nazywamy dowolny wielomian z
Q[x] zerujacy u najmniejszego stopnia wsrdéd wielomianow zerujacych u.

Dla wielomianéw minimalnych zachodza ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 4.5

Wielomian minimalny liczby algebraicznej u jest jednoznacznie wyznaczony z

doktadnoscia do mnozenia przez liczbg wymierng .

Dowad

Zalozmy, ze istnieja dwa wielomiany minimalne liczby u: Px)=a,x" +...+a, i

Q(x):bnx" +...+b, (nie takie, ze jeden jest iloczynem drugiego przez liczbe wymierna).

a
Mnozac Q(x) przez b—" otrzymujemy wielomian minimalny

n
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a _ a
X)=ax"+>2b x""'+... +-2
n b n—1 b

n n

b,.

Wspoélczynniki przy najwyzszej potgdze w wielomianach P(x) i Q'(x) sa réwne, wigc
odejmujac je od siebie otrzymamy niezerowy wielomian nizszego stopnia S(x) = P(x)— Q'(x) .

Zauwazmy, ze liczba u tez jest pierwiastkiem S(x), poniewaz P(u)zQ(u)zO, skad

S(”) = P(”) - Q)= Plu)- % Q(u) = 0. Czyli znalezli$my wielomian nizszego stopnia niz P(X)

i Q(x), ktérego pierwiastkiem jest liczba u. Daje to sprzecznos$¢ z zatozeniem, ze P(x) i Q(x)
sa minimalne. Zatem wielomian minimalny jest jednoznaczny z doktadno$cia do mnozenia

przez liczbg wymierna.

Twierdzenie 4.6

Wielomian minimalny W(x) liczby algebraicznej u jest nierozktadalny nad Q .

Dowdéd

Zatozmy, ze W(X) jest rozktadalny. Mozemy wigc przedstawi¢ go w postaci iloczynu
wielomiand6w nizszego stopnia PI(X), }’2(x)e Q[X], czyli W(X)=PI(X)~PZ(X). Poniewaz u jest
pierwiastkiem W(x), to W(u)zPl(u)~Pz(u)= 0. Zatem zachodzi jedna z nastepujacych
roéwnosci Pl(u): 0 lub Pz(u): 0. Otrzymali$my wiec wielomian nizszego stopnia niz W(x),
ktérego u jest pierwiastkiem. Co jest sprzeczne z minimalno$cia wielomianu W(x). Stad

wielomian W(x) jest nierozktadalny.

Twierdzenie 4.7

Dla danej liczby algebraicznej u, kazdy wielomian V(x)e Q[x] majacy u jako

pierwiastek jest podzielny przez wielomian minimalny W(x) liczby u.

Dowad

Podzielmy V(x) przez W(x), otrzymujac by¢ moze resztg, czyli
V(X)Z W(X)-P(x)+ R(X). Wiemy, ze P(x) i R(x)e Q[X] oraz, ze stopien R(X) jest nizszy od

stopnia W(X). Gdyby reszta R(x) nie byla wielomianem zerowym, to bylaby wielomianem
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nizszego stopnia niz W(x) majacym u za pierwiastek, poniewaz V(u) = W(u) = 0 wigc rowniez
R(u)= V(u)—W(u)-P(u)= 0. Zatem R(x) jest wiclomianem zerowym, co oznacza, zZ¢ V(x)

dzieli sig przez W(x).

Twierdzenie 4.8

Wielomian W(x)e Q[x] nierozkladalny nad Q@ jest wielomianem minimalnym dla

wszystkich swoich pierwiastkow.

Dowéd

Zatozmy, ze W(x) nie jest wielomianem minimalnym dla pewnego swojego
pierwiastka u. Niech wigc Z(X) bedzie wielomianem minimalnym tego pierwiastka. Wtedy,
na mocy twierdzenia 4.7, W(x) dzieli si¢ przez Z(x) , czyli W(x)=Z(x)~P(x), gdzie
P(x)e Q[x]. Otrzymalismy rozktad wielomianu W(x) wbrew twierdzeniu 4.6. Zatem W(x)

jest minimalny dla kazdego pierwiastka.
Z pojgciem wielomianu minimalnego wiaze si¢ ponizsza definicja.

Definicja 4.9

Stopniem liczby algebraicznej u nazywamy stopien jej wielomianu minimalnego.
Przyjrzyjmy sig niektorym przyktadom liczb algebraicznych stopnia 1, 2 i 3.

Przykiad 4.10

e Liczby wymierne, jako jedyne, sa liczbami algebraicznymi stopnia 1.

e Niewymierne pierwiastki \/5 z liczb wymiernych sa liczbami algebraicznymi
drugiego  stopnia. Poniewaz wielomian x°—¢g , nierozkladalny nad @, jest
wielomianem minimalnym \/5 . Istnieja jeszcze inne liczby stopnia 2, ich pelna
charakteryzacj¢ zostawiamy jako ¢wiczenie.

e Pierwiastki wielomianéw stopnia 3 z Q[x] nie majacych pierwiastkéw wymiernych

(czyli niekonstruowalne pierwiastki wielomianéw stopnia 3) sa liczbami
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algebraicznymi stopnia 3, bo ich wielomianem minimalnym jest powyzszy

nierozkladalny nad Q wielomian stopnia 3.

Rozszerzenie ciala liczb wymiernych o liczbe algebraiczna.

W rozdziale Il rozszerzaliSmy dowolne ciato liczbowe o pierwiastek kwadratowy tzw.
rozszerzenie kwadratowe. Podobnie mozemy rozszerzy¢ ciato liczb wymiernych o dowolna

liczbg algebraiczna. Zdefiniujmy zatem takie rozszerzenie.

Definicja 4.11

Rozszerzeniem ciala Q o liczbg algebraiczna u# nazywamy najmniejsze mozliwe ciato

liczbowe zawierajace Q oraz liczbg u. Oznaczamy je Q(u)

Dla tak zdefiniowanego rozszerzenia Q(u) prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.12

Jezeli u jest liczba algebraiczna stopnia k, to ciato Q(u) sktada si¢ z liczb postaci

(1) 9 +‘I1u+%u2 +---+qk—1”k_1 )

gdzie 4y, q,, ***, 9;,.; sa wymierne. Ponadto, kazda liczba z ciata Q(u) ma jednoznaczne

przedstawienie w postaci (1).

Dowod

Liczba u nalezy do Q(u), wigc takze liczby postaci (1) naleza do Q(u) Aby przekonaé
sig, ze liczby te tworza cialo wystarczy sprawdzi¢, ze ich sumy, réznice, iloczyny i ilorazy tez
maja postac (1).

Dla sumy i roznicy dowdd jest tatwy wigc go pomijamy. Iloczyn pokazemy na
przyktadzie liczby algebraicznej u, bedacej pierwiastkiem wielomianu V(x) =x -x" -1.
Dla kazdego innego wielomianu mozemy przeprowadzi¢ analogiczny dowod.
Rozwazmy zatem liczby a = q, + qu + qu’ i b= p,+ pu+pu’ zciala Q(u) Wtedy

iloczyn a 1 b jest postaci

ab = p,qu* + (g, + Pa W+ (Pots + PG+ P2go Y+ (Do + PG+ Pody = W ).
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Podzielmy wielomian W(x) przez V(x). Stad W(x) = V(x)- (4x + Bx)+ (Cx* + Dx + E), gdzie
A, B, C, D, E sa wymierne, a wielomian Cx> + Dx + E jest reszta z dzielenia W(x) przez V(x)
. Wykorzystujac fakt, ze V()= 0, otrzymujemy, ze

ab = W)= V(w)- (4u + Bu)+ (Cu> + Du + E)= E + Du+ Cu* , gdzie E, D, C sa wymierne. Jest

to szukana postac (1) iloczynu liczb ab.

Zamiast ilorazu wystarczy teraz rozwazy¢ odwrotnos¢ liczby majacej postac (1).

Postuzymy si¢ tym samym przyktadem liczby u (o wielomianie minimalnym V(x)). Dla

liczby m szukamy postaci A+ Bu + Cu® takiej, 7e (4 + Bu + Cu*J + 2u — 3u2) =1.

Wyliczajac iloczyn mamy —3Cu* + (2C —3BY’ + (2B +C —34W> + QA+ Bu+ A=1.
Dzielimy wielomian W(x)=—-3Cx* + (2C = 3B)’ + (2B + C = 34N> + 24+ By + A—1 przez
V(x). Otrzymujemy postaé

W(x)=V(x)-(-3Cx = C—3B)+ (- B—34N* +(24+ B—-3Cl+ A—C—3B—1. O reszcie

R(x)=(~B-34)* +(24+B-3Ckx+ A—C—-3B—1 wiemy, ze Rlu)=0. Wystarczy wiec

—-B-34=0
znalez¢ takie wymierne wspotezynniki 4, B, C, ze spetniony jest uktad { B+24-3C=0 .
A-C-3B-1=0

Rozwiazujac powyzszy uktad rownan liniowych, dostajemy A = %, B= —% ,C= —% :
Zatem liczba S jest rowna 3 21/! - L u’ i jest to szukana postaé (1). W
1+ 2u - 3u’ 31 31 31 '

analogiczny sposob mozemy doprowadzi¢ do postaci (1) odwrotnos¢ kazdej liczby z Q(u)
Aby pokaza¢ jednoznaczno$¢ przedstawienia w postaci (1), zatozmy nie wprost, ze

. 7. . . k-1 .
liczba x z Q(u) ma dwa rézne przedstawienia Xx=¢,tqu+...+q_u i

1

X=p,+put..+p u Odejmujac  je stronami  otrzymujemy  réwnanie

P(u) = (p0 — q0)+ (pl - q1)4 +...+ (p,H — Qk—l)’lk =0, ktorego u jest pierwiastkiem. Wowczas

niezerowy wielomian P(x) stopnia mniejszego od k zeruje liczb¢ u, wbrew temu, ze
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wielomian minimalny tej liczby ma stopien k. Zatem przedstawienie w postaci (1) jest

jednoznaczne.
Pokazujac, ze zbior {qo gt g G g, € Q},
gdzie stopien u wynosi k, jest ciatem oraz, ze kazda liczba z ciala Q(u) ma jednoznaczne

przedstawienie w postaci (1), udowodnili$my twierdzenie 4.12.

Zauwazmy, ze dzigki temu twierdzeniu nie musimy rozwaza¢ bardziej

3
skomplikowanych postaci liczb. Poniewaz Q(u) jest ciatem wigc np. liczba us——2iz+1

le3
g 7 nalezy

do Q(u) 1 wobec tego daje si¢ przedstawi¢ w postaci wielomianowej z twierdzenia 4.12.

Baza i stopien rozszerzenia.

Do tej pory poznaliSmy rozszerzenie kwadratowe ciala F (czyli rozszerzenie
dowolnego ciata o pierwiastek kwadratowy ) oraz rozszerzenie ciata liczb wymiernych o

liczbg algebraiczna . Zdefiniujmy teraz ogélnie pojgcie rozszerzenia.

Definicja 4.13

Rozszerzeniem ciata K nazywamy dowolne ciato L zawierajace ciato K.

Rozszerzone ciato L bedziemy traktowac jako przestrzen wektorowa dla ktorej
skalarami beda elementy ciala K. Mozemy wtedy mowi¢ o kombinacjach liniowych
ab +a,b, +...+ab, | gdzie wspodtczynniki 4, ...,a, naleza do K, a wektory b, ...,b, naleza
do L. Mozemy tez méwi¢ o wymiarze L jako przestrzeni wektorowej z cialem skalarow k.
Rozszerzenie nazywamy skonczonym, jesli wspomniany wymiar L jest skonczony.
Rozszerzenia z jakimi bgdziemy si¢ spotyka¢ w tej pracy begda z reguly rozszerzeniami
skonczonymi.

Dla kazdego skonczonego rozszerzenia mozemy wskaza¢ bazg.

Definicja 4.14
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Baza skonczonego rozszerzenia L ciata K nazywamy dowolny uktad liczb ,...,l, z

ciala L taki, ze kazda liczba x nalezaca do L przedstawia si¢ jednoznacznie jako kombinacja

liniowa @/, +...+a,l, , gdzie a,...,a, sa elementami K.
> 8

Przyjrzyjmy si¢ bazom znanych nam rozszerzen.

Przykiad 4.15

Jako baz¢ rozszerzenia kwadratowego F! (\/E) (a eF, \/E g F ) ciala F mozna
przyja¢  uktad liczb |, Ja, poniewaz kazdy element x rozszerzenia F (\/;) ma postaé
kombinacji liniowej x=p-1+¢- Ja, gdzie p 1 g naleza do F. Pokazmy jeszcze, ze
przedstawienie to jest jednoznaczne. Zatézmy, ze liczba x ma dwa rozne
przedstawienia x=p, -1+ (]1\/5 1 x=p,-1+ qzx/; (zachodzi przynajmniej jeden z
przypadkow p, # p,, q,#q,), gdzie p,q,, P,,q, naleza do F. Odejmujac je
stronami otrzymamy p, — p, + (g, — %)\/_ =0 . Jezeli ¢, =¢q, to wtedy takze p, = p,,

a zatozyliSmy, ze przedstawienia liczby x sa r6zne. Wezmy wigc ¢, # ¢,, wowczas

P, — D

1 2

mozemy wyznaczy¢ vJa z rownania, czyli Ja = , ale wtedy g nalezy do F

wbrew zatozeniu. Zatem posta¢ x=p-1+q- Ja jest jednoznaczna.
Dla rozszerzenia o liczbg algebraiczna u stopnia & ciala liczb wymiernych jako baze¢

k-1 . . . . .
, poniewaz kazda liczba x z Q(u) ma jednoznaczna

mozna przyja¢ uktad Lu,u’,...,u
posta¢ x=¢q,-1+qu+...+ q,Huk’l , gdzie qp---,q,_; sa wymierne.
Uzasadnienie jednoznaczno$ci tego przedstawienia byto przeprowadzone w dowodzie

twierdzenia 4.12, wigc je pomijamy.

Zauwazmy, ze w powyzszych przyktadach rozszerzen mozemy wskaza¢ rowniez inne

bazy (np. 1,1+ Ja sa bazg dla F (\/E ) ). Te przyj¢te przez nas sa najbardziej naturalne.

Zdefiniujmy teraz pojecie stopnia rozszerzenia.

Definicja 4.16
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Stopniem rozszerzenia L ciala K nazywamy wymiar L jako przestrzeni liniowej

wzgledem ciata K lub rownowaznie, liczbg elementow w dowolnej bazie rozszerzenia.

Stopien ten oznaczamy symbolem (L K )

Na podstawie powyzszej definicji dla rozszerzen z przyktadu 4.15 mamy
(F (\/;): F )= 2 (dwa elementy w bazie rozszerzenia kwadratowego), (Q(u) Q) =k (k
elementow w bazie). Dla Q(u) stopien rozszerzenia jest rowny stopniowi liczby algebraiczne;j
u. W niektorych przypadkach baza rozszerzenia ma nieskonczenie wiele elementéw, wtedy
stopien rozszerzenia wynosi %, np. (R : Q) =0,

Teraz jestesmy juz przygotowani do udowodnienia nastgpujacych twierdzen.

Twierdzenie 4.17

Jesli M jest rozszerzeniem L, a L jest rozszerzeniem ciata K to

(M:K)=(M:L)-(L:K).

Dowod

Zatozmy, ze rozszerzenia K — L i L — M sa skonczone. Niech (M :L) =n, (L : K) =k, oraz

niech m,,...,m, beda baza rozszerzenia M, a I,...,, baza rozszerzenia L. Pokazemy, ze zbior

iloczynéow ml; gdzie i=1...,n j=1....k tworzy baze rozszerzenia M ciala K. Wezmy
dowolny element y ciata M. Skoro m,...,m, jest baza rozszerzenia M ciala L, to
y=bm+...+bm,  gdzie b,...,b, naleza do L. Przedstawmy teraz kazdy z wspotczynnikow
b, jako kombinacje liniowa bazy I....,; rozszerzenia L. Czyli b =a,l +...+a,l,, gdzie
i=1l...,n1ia,...,a, naleza do K.

Ostatecznie otrzymujemy postac

y=(al +...+aylym +...+(a,l +...+a,l)m = | Zaﬁ(milj)
Lk '
Jest to kombinacja liniowa dowolnego elementu z M. Przedstawienie to jest jednoznaczne

(wynika z jednoznacznosci przedstawien w bazach rozszerzen L i K). Zatem rozszerzenie M

ciala K ma bazg zlozona z nk elementow, czyli (M : K)=(M :L)-(L:K).
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Jezeli stopien ktorego$ z rozszerzen M, L, K jest nieskonczony to twierdzenie 4.17

dalej jest prawdziwe. Tylko wtedy w dowodzie uzywa sig¢ nieskonczonych baz.

Twierdzenie 4.18

Jesli L jest skonczonym rozszerzeniem ciata Q, to kazda liczba a nalezaca do L jest

liczba algebraiczna. Ponadto stopien a jest dzielnikiem stopnia rozszerzenia (L : Q).

Dowéd
Niech (L : Q) = n, oraz niech a nalezy do L. Rozwazmy uktad liczb 1, a4, a’,...,a" z L.

Potraktujmy te liczby jak wektory w przestrzeni wektorowej L nad ciatem skalarow Q. Tych
wektorow jest n+1, czyli wiecej niz wymiar L nad Q. Zatem uktad 1, @, a’,...,a" jest liniowo
zalezny, wiec istnieja liczby wymierne by, by,...,b,, nie wszystkie rowne zero, takie ze
kombinacja liniowa b, -1+ba+b,a’ +...+b,a" jest rowna 0. Liczba a jest pierwiastkiem
wielomianu W(x) =b,+ha+ba’ +...+ba" € Q[X], czyli jest algebraiczna. Pokazmy jeszcze,
ze jej stopien dzieli (L : Q). W tym celu rozwazmy trzy ciata Q < Q(a)c L. Na mocy
twierdzenia 4.17 mamy, ze (L : Q) = (L : Q(a))( a): Q). Wiemy, ze ( a): Q) jest réwne

stopniowi liczby a. Poniewaz prawa strona rownosci dzieli si¢ przez stopien a, wigc (L : Q)

tez musi dzieli¢ si¢ przez stopien liczby a.
Z powyzszych twierdzen wynika wniosek.

Wnhiosek 4.19
Kazda liczba konstruowalna jest liczba algebraiczna, a ponadto jej stopien jest zawsze
potega liczby 2. Liczba algebraiczna, ktorej stopien nie jest potega liczby 2, nie jest

konstruowalna.

Dowéd

Niech a bedzie liczba konstruowalna.  Mamy wigc dany ciag rozszerzen

kwadratowych O=F, c F;c F, ... C F,, gdzie dla kazdego i zachodzi F,, = F;(\/b_, ),
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b, nalezy do F;, a jest elementem F, . Wiemy, ze (E+1 : F,~)= 2, i=0,...,m  Na mocy
twierdzenia 4.17 mamy, ze (Fm :Q) = (Fm 3Fm_1)'~-~ . (Fl :Q) =2" zatem F,, jest skohczonym
rozszerzeniem ciata Q. Poniewaz a nalezy do F,,, wiec na podstawie twierdzenia 4.18 a jest
liczba algebraiczna, ponadto stopief a dzieli (F, : Q)=2". Jedynymi dzielnikami liczby 2"

sa liczby postaci 2¢ dla k =0,L...,m  wiec stopien a tez jest potega liczby 2.

Dodatkowo z prac Carla Friedricha Gaussa i Evariste Galois wynika, ze kazda liczba
algebraiczna stopnia 2" jest konstruowalna. Jednak dowod tego faktu pominiemy.

Zauwazmy, ze druga cze$¢ wniosku 4.19 dotyczaca liczb algebraicznych
niekonstruowalnych, jest przeformutowaniem twierdzenia 4.1 poniewaz liczba algebraiczna,
ktorej stopien nie jest potega liczby 2 jest pierwiastkiem wielomianu minimalnego (czyli
nierozktadalnego nad Q) tego samego stopnia. Zatem uzasadniliémy, wraz z wnioskiem 4.19,
twierdzenie 4.1.

W teorii liczb konstruowalnych mamy wigc ostateczny wyznacznik konstruowalnosci.
Mianowicie dana liczba jest konstruowalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest liczba algebraiczna
stopnia 2¢. Zatem niekonstruowalnos$¢ liczby wynika z faktu, ze jest algebraiczna stopnia
réznego od 2, albo, ze jest niecalgebraiczna (przestepna). W 1874 roku Georg Cantor

udowodnit nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.20

Istnieje przeliczalnie wiele liczb algebraicznych.

Zauwazmy, ze to twierdzenie $wiadczy o istnieniu liczb rzeczywistych nie bedacych

liczbami algebraicznymi (poniewaz zbidr liczb R jest nieprzeliczalny).

Dowdd twierdzenia 4.20

Aby pokazaé, ze liczb algebraicznych jest przeliczalnie wiele wystarczy pokazaé, ze

mozna je ustawi¢ w ciag. Metoda przeliczenia zbioru liczb algebraicznych jest nastepujaca.

Kazdemu réwnaniu postaci (2) a,x"+a, x""' +...+ax+a,=0 przyporzadkujemy liczbe

dodatnig & =|a,|+a,_|+... +|a| +|a|+ n, ktéra nazwiemy ,,wysokoécia” réwnania. Dla kazdej
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ustalonej wartosci 4 istnieje tylko skonczona liczba rownan postaci (2) majacych wysoko$¢ 4.
Kazde z tych rownan moze mie¢ co najwyzej n roznych pierwiastkow. Zatem moze by¢ tylko
skonczona ilo$¢ liczb algebraicznych, ktorych rownania maja wysokos¢ 4, 1 mozemy utozy¢
wszystkie liczby algebraiczne w ciag zaczynajac od liczb o wysokosci 1, biorac nastgpnie
liczby wysokosci 2, itd. ZnalezliSmy ciag sktadajacy si¢ z wszystkich liczb algebraicznych co

konczy dowod twierdzenia.

Przykladami liczb niealgebraicznych sa liczby 7 i e. Przestgpnos¢ liczby e udowodnit
w 1873 roku Charles Hermite, a przestgpnos$¢ liczby 7w 1882 roku Ferdinand Lindemann.
Dowody te wykraczaja poza ramy naszego skryptu wigc je pominiemy.

Wiedzac, ze liczba 7 jest niealgebraiczna, czyli niekonstruowalna, mozemy

rozstrzygna¢ problem rektyfikacji okregu i kwadratury kota.

Przykiad 4.21

Zadanie rektyfikacji czyli wyprostowania okregu, polega na skonstruowaniu odcinka,
ktérego dlugos¢ jest rowna obwodowi danego okrggu. Przyjmijmy, Zze dany okrag ma

promien 1. Wowczas problem sprowadza si¢ do konstrukcji odcinka dlugosci 2z . Gdyby 27

byto konstruowalne, to 7 =%-27T tez datoby si¢ skonstruowac, a wiemy, ze 7 jest

niekonstruowalne. Zatem zadanie rektyfikacji jest niewykonalne za pomoca cyrkla i linijki.

Przykiad 4.22

Problemem kwadratury kota zajmowalismy si¢ w przyktadzie 1.1. Wiemy, ze to zadanie

sprowadza si¢ do skonstruowania odcinka o dlugosci Jr, jako boku poszukiwanego

kwadratu. Gdyby odcinek Jr byl konstruowalny, to 5 = (\/;)Z rowniez, a wiemy, ze 7 jest

liczba niekonstruowalnga. Zatem bok kwadratu jest niekonstruowalny, wigc cate zadanie jest

niewykonalne.
"Aby stwierdzi¢ czy liczba algebraiczna jest konstruowalna wystarczy znalez¢ stopien
jej wielomianu minimalnego. W rozstrzyganiu czy dany wielomian jest minimalny pomocne

jest ponizsze kryterium. Dowdd prawdziwosci tego kryterium pomijamy.

Kryterium Fisensteina
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Wielomian postaci x" +a, X" +...+a, € Z[x] jest nierozktadalny jesli istnieje liczba
pierwsza p, taka, ze p dzieli wspotczynniki a4, ,4a, ,,...,a,a, wielomianu i p2 nie dzieli

wyrazu wolnego 4, .
Zastosujmy kryterium Eisensteina do nast¢pujacego przyktadu.

Przykiad 4.23
Liczba 4 =3/3++3 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) =x""~6x" +6. Stosujac

kryterium Eisensteina dla wielomianu W(x) i p=3 stwierdzamy, ze jest to wielomian

nierozkladalny. Zatem stopien liczby a wynosi 10. Poniewaz 10 nie jest potega liczby 2, a jest

niekonstruowalne.

Zauwazmy, ze to kryterium nie w kazdym przypadku rozstrzyga czy wielomian jest

rozkladalny czy nie. Dla wiclomianu ¥(x)= x'° —6x” + 7 kryterium nie daje nam odpowiedzi,

wiec nie wiemy jakiego stopnia jest liczba p = §/3 ++/2 , bedaca pierwiastkiem V(x), aco za

tym idzie nie wiemy czy jest konstruowalna.

O przydatnosci kryterium przekonamy si¢ takze w nastgpnym rozdziale.

ZADANIA

Zad.4.1 Znajdz wielomiany o wspotczynnikach catkowitych, ktdrych pierwiastkmi sa kolejno

L i ik 2 Lo

Zad.4.2 Uzasadnij, ze kazda liczba algebraiczna stopnia 2 jest liczba konstruowalna.

liczby: 45,

Zad.4.3 Wykonaj dzielenie (z reszta) wielomianu x°—x*>+3x—4 przez wielomian

X +2x+2.
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Zad.4.4 Sprawdz, ze 1 jest pierwiastkiem wielomianu x° —2x* + 1, a nastgpnie przedstaw ten
wielomian w postaci iloczynu (x—1)- O(x).

Zad.4.5 Uzasadnij, ze jesli liczba u jest pierwiastkiem wiclomianow W(x) i W,(x). Zas P(x) i
Ox) sa dowolnymi wiclomianami, to u jest tez pierwiastkiem wielomianow
W(x)- Q)= Wi} )+ W) - Px) = Olx)- (o) - ().

Zad.4.6 Przedstaw sumg, réznice i1 iloczyn liczb 232 +R/4 oraz Y4 -T2 +5 z ciala

Q({/i) W postaci g, + ‘]13\/5 + qz(%/f)z , gdzie 4y, 4, ¢, sa wymierne.

Zad.4.7 Niech u bedzie pierwiastkiem wielomianu x* —x* -1, oraz niech g =2+u—3u’,

b=1-u+u’. Przedstaw liczby a-b oraz I w postaci qo + %3\/5 + qz(%/i)z gdzie 9y, 9,9, sa
wymierne.

Zad.4.8 Znajdz stopien i bazg rozszerzenia Q C Q(S\/E) jesli wiadomo, ze 2 jest liczba
algebraiczna stopnia 5.

Zad.4.9 Niech F = Q(\/g) 1 F, = Fl(\/g) Znajdz stopien i bazg rozszerzeniaQ C F,.

Zad.4.10 Znajdz wielomiany o wspotczynnikach catkowitych, ktérych pierwiastkmi sa
kolejno liczby: 1-2+4B, 1432, -1, 2+32, 3\/5\/5_1 .

Zad.4.11 Uzasadnij, ze liczby cos10° oraz cos18° s liczbami algebraicznymi. Wskazowka:

zastosuj odpowiednia tozsamos¢ trygonometryczng dla cosinusa odpowiedniej wielokrotnosci
kata.

Zad.4.12 Czy niewymierny pierwiastek czwartego stopnia z liczby wymiernej moze by¢
liczba algebraiczng stopnia 2?

Zad.4.13 Zbadaj czy wielomian 2x’ —4x* + 3 jest nierozktadalny nad Q (tzn. nie rozktada sie

w iloczyn wielomiandw o wymiernych wspotczynnikach).

1 1
Zad.4.14 Przedstaw liczby Vo1 %% 5 e W postaci q0+ql3\/§+qz3x/z, gdzie

90> %9, €0.
Zad.4.15 Znajdz wielomian stopnia 3 o catkowitych wspdiczynnikach, ktérego pierwiastkiem

jest liczba g =3/2 —3/4 . Sprawdz, ze jest to wielomian minimalny tej liczby. Wskazowka:

przedstaw liczby 4® i ¢’ w wiadomej postaci wlasciwej rozszerzenia Q(%/E), a nastgpnie
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znajdz kombinacje liniowa liczb 1, a, &> rowna liczbie «°; dla dowodu minimalnosci
sprawdz, ze otrzymany wielomian jest nierozktadalny.

Zad.4.16 Znajdz wielomian stopnia 2 o catkowitych wspotczynnikach, ktérego pierwiastkiem
jest liczba 3—242, a nastepnie uzasadnij, ze jest to wielomian minimalny tej liczby.
Wskazowka: zastosuj np. metode z poprzedniego zadania.

Zad.4.17 Korzystajac z tego, ze 32 jest nickonstruowalny, oraz stosujac rozumowanie nie

wprost uzasadnij, ze liczba 23/4 +3/2 —1 jest niekonstruowalna. Wywnioskuj stad (bez

znajdowania wielomianu minimalnego), ze stopien tej liczby wynosi 3.
Zad.4.18 Niech F = Q(\/E), F, = Fl(\/g) i F= Fz(\/\/z + \/gj . Znajdz stopien i bazg

rozszerzeniaQ C F; .

Zad.4.19 Sprawdz, ze rozszerzenie Q(l-l-\/g) ciata O o liczbe algebraiczna 1++/5 jest

doktadnie tym samym cialem co rozszerzenie kwadratowe Q(\/g)
Z.ad.4.20 Uzasadnij, ze kazde rozszerzenie stopnia 2 jest rozszerzeniem kwadratowym.
Zad.4.21 Uzasadnij, ze jesli W(x) jest wielomianem minimalnym niewymiernej liczby
algebraicznej u, to W nie posiada zadnego pierwiastka wymiernego.
Zad.4.22 Uzasadnij, ze jesli u jest liczba algebraiczna stopnia k, za$ x jest roznym od u
pierwiastkiem wielomianu minimalnego liczby u, to x jest tez liczba algebraiczna stopnia .
Zad.4.23 Podaj pelng charakteryzacjg liczb algebraicznych stopnia 2.
Zad.4.24 Czy za pomoca cyrkla i linijki jest wykonalna konstrukcja kota o polu rownym

(a) polu danego kwadratu (jest to problem odwrotny do problemu kwadratury kota);

(b) potowie pola danego kota;

(c) sumie pol dwoch danych kot?

Zad.4.25 Czy za pomoca cyrkla 1 linijki jest wykonalna konstrukcja

(a) kota o obwodzie réwnym danemu odcinkowi;

(b) kota o obwodzie rownym sumie obwodow trzech danych koét;
(c) poikola o obwodzie rownym danemu odcinkowi;

(d) potkola o obwodzie rownym obwodowi danego kota?

Zad.4.26 O ktorych z ponizszych wielomianéw potrafisz rozstrzygnac, ze sa nierozktadalne

bezposrednio stosujac kryterium Eisenteina:

xt ot —18x+12, x*+21x° —3x*+49, X’ —10x+50 ?
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Zad.4.27 Znajdz wielomian minimalny liczby 3/2 + /6 .

Z.ad.4.28 Znajdz stopien liczby algebraicznej \/3_—4\@ .

Zad.4.29 Dla jakich liczb naturalnych & mozna uzasadni¢ stosujac bezposrednio kryterium
Eisensteina, ze 4/k jest liczba algebraiczna stopnia n ?

Zad.4.30 Uzasadnij, ze jesli wielomian W(x)e Q[x] jest nierozktadalny nad Q, za$ ¢ jest
liczba wymierna r6zna od zera, to wielomian W(x + q) jest tez nierozktadalny nad Q.
Zad.4.31 Uzasadnij, ze liczba 336 jest liczba algebraiczna stopnia 5. Wskazéwka: rozwaz
wielomian #'(x):= W(x +1) dla wielomianu W(x)=x"-36.

Podobnym sposobem uzasadnij, ze stopien liczby 3/4 wynosi 5.

Zad.4.32 Uzasadnij, ze je$li u jest liczba algebraiczna, zas g €0, to st(u+q)=st(u),
Wskazowka: rozwaz wielomian minimalny W(x) liczby u oraz wielomian W(x — q).

Zad.4.33 Uzasadnij, ze je$li wielomian W(x)e Q[x] jest nierozktadalny nad Q, za$ g jest

liczba wymierna r6zna od zera, to wielomian W(q . x) jest tez nierozktadalny nad Q.
Wywnioskuj stad, ze dla dowolnej liczby algebraicznej u oraz wymiernej ¢ stopnie liczb ¥ -4
oraz u sa rowne.

Zad.4.34 Uzasadnij, ze wielomian W(x) =2x* =7 jest nierozktadalny, rozwazajac wielomian

W(%) pomnozony przez taka liczbe, by wspdtczynniki staly sig catkowite.
Podobnie uzasadnij, ze nierozkladalny jest wielomian 9x° + 5.
Zad.4.35 Znajdz stopien liczby 5\/3/_2 dwoma sposobami:
(a) Korzystajac z tego, ze ;/? =13/48 oraz z zadania 4.33;
(b) Postugujac si¢ metoda z zadania 4.34.
Podobnie znajdz stopien liczby 4\/2/_3 .

. . -1 N . .
Zad.4.36 Dla danego wielomianu W(x) =ax"+a, x" +...+ax+a, rozwazmy wielomian

(O]
Wx)=ax"+ax""'+...4a_x+a
0 1 n—1 n

o
(2) Uzasadnij, ze W(x)=x"""- W(i)
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(b) Uzasadnij, ze jesli liczba u # 0 jest pierwiastkiem W, to liczba % jest pierwiastkiem
L
w.

(c) Uzasadnij, ze jesli W(x) = Wl(x) Wz(x), to V;(x) = Vﬁ(x) U2(x)

(d) Uzasadnij, ze jesli W jest nierozktadalny, to V;tez.

(e) Wywnioskuj, ze dla dowolnej liczby algebraicznej u # 0 st (%j = st (u)

() Znajdz stopien liczby 3/9/5 .

Zad.4.37 W(x) = x’ —15x* +12 jest wielomianem minimalnym liczby algebraicznej u. Znajdz

wielomiany minimalne liczb # —2, 3u, %u, u+3, %, u+1|1’ 2u2—1’ Z;i

ROZDZIAYL. V

Liczby zespolone konstruowalne.

Do tej pory zajmowaliSmy si¢ liczbami konstruowalnymi rzeczywistymi. PrzenieSmy
teraz nasze rozwazania na plaszczyzng zespolona.

Zdefiniujmy najpierw ciato liczbowe zespolone.
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Definicja 5.1

Ciatem liczbowym zespolonym nazywamy dowolne podciato ciata wszystkich liczb

zespolonych.
Roéwnowaznie mozemy opisa¢ ciato liczbowe zespolone jako dowolny zbidr L liczb

X
zespolonych taki, ze je§li x i y sa elementami L to liczby X+, X— ), Xy oraz ; (dla y

réznych od zera) tez naleza do L.

Przyjrzyjmy sig przyktadowi ciala liczbowego zespolonego.

Przykiad 5.2

Przyktadem ciata liczbowego zespolonego jest zbidrL = {a +bi:abe Q}.
Sprawdzmy, ze tak zdefiniowany zbidr L rzeczywiscie jest ciatem. Wezmy dwa elementy

nalezace do L :x=a+bi oraz y =c+di (a, b, ¢, d sa wymierne). Suma X+ jest postaci
(@+c)+(p+d)i, gdzie a+c,b+d sa wymierne wige nalezy do L. Podobnie réznica * =
ma posta¢ (a—c)+(b—d)i gdzie a—c,b—d sa wymierne, wiec takze nalezy do L. Dla
iloczynu xy = (a + bi)(c + di), po wymnozeniu nawiaséw i wykorzystaniu faktu, ze ;> wynosi
1, ostatecznie otrzymujemy posta¢ (ac —bd)+(ad +bc)i, gdzie ac—bd oraz ad +bc sa

wymierne, wigc iloczyn xy nalezy do L. Zamiast ilorazu wystarczy pokazaé, ze element

a—-bi

a-bi

. .
odwrotny x, postaci hi nalezy do L. Mnozac element odwrotny przez wyrazenie
a l

a b i. Wspot iki a i b
- . Wspotezynniki i
a’+b* a’*+b? p Y a’+b? a’ +b?

otrzymujemy sa wymierne, zatem

element odwrotny nalezy do L. Tym sposobem pokazaliSmy, ze zbior L = {a +bi:a,be Q}

jest cialem.

Dla ciata liczbowego zespolonego mozemy takze wprowadzi¢ definicja rozszerzenia

kwadratowego zespolonego.
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Definicja 5.3

Niech F' bedzie ciatem liczbowym zespolonym i niech a bgdzie elementem ciata F'
takim, ze +a nie nalezy do F. Wtedy zbior F, = {x+ y\/z ‘x,yeF } nazywamy

rozszerzeniem kwadratowym zespolonym.

Zdefiniowany powyzej zbior F| nie zalezy od wyboru pierwiastka sposrod dwoch

pierwiastkow liczby a, czyli zachodzi rownosé F(va )= F(-a ).

Zauwazmy, ze zespolone rozszerzenie kwadratowe rowniez jest cialem. Fakt ten
uzasadnia si¢ tak samo jak w przypadku rozszerzenia kwadratowego rzeczywistego z
rozdziatu II (dowdd lematu 2.4).

Przyktadem rozszerzenia kwadratowego zespolonego na mocy definicji 5.3 moze by¢
zbior L = {a +bi:a,be Q} z przyktadu 5.2, poniewaz L = Q(\/—_l)

Zdefiniuyjmy teraz liczby zespolone konstruowalne. Mozemy wprowadzi¢ trzy

rownowazne definicje.

Definicja 5.4.1

Liczba zespolona z jest konstruowalna jesli z jest punktem ptaszczyzny dajacym sig

skonstruowa¢ za pomoca cyrkla i linijki wychodzac od punktow (0,0) i (1,0).

Definicja 5.4.2

Liczba zespolona z jest konstruowalna jes$li z jest postaci a+bi, gdzie a i b sa

konstruowalne.

Definicja 5.4.3

Liczba zespolona z jest konstruowalna jesli istnieje ciag rozszerzen kwadratowych

zespolonych OQ=F, c Fy cF,c...CF, taki,ze z€ F,.

Roéwnowazno$¢ definicji 5.4.1 1 definicji 5.4.2 wynika z naszych rozwazan z rozdziatu
pierwszego, gdzie punkty dajace si¢ skonstruowac na plaszczyznie byty punktami o obu
wspotrzednych konstruowalnych.

Uzasadnijmy wigc rownowaznos¢ definicji 5.4.2 1 definicji 5.4.3. W tym celu

postuzymy si¢ lematem.
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Lemat 5.5

Niech liczba z=a+bi przedstawia si¢ roOwnowaznie w postaci r(cos¢+i sin(b).

Wtedy konstruowalno$¢ liczb a i b jest rtownowazna konstruowalnosci liczby » oraz kata ¢ .

A
Im

Re

Rysunek 4

Dowdd

(:>) Zatdzmy, ze liczby a i b sa konstruowalne. Wiemy, ze liczba r jest rowna |Z| (rys.l),

czyli liczbie /4% + b? , zatem jest konstruowalna. Konstruowalnosc kata ¢ jest rownowazna

konstruowalnosci liczby cos¢ . Poniewaz cos¢ , jak wida¢ na rysunku 1, wynosi ¢ wiec jest
konstruowalny.

(<) Zatézmy, ze liczby r i cos¢ sa konstruowalne. Wtedy liczba a réwna liczbie 7 cos¢

jest konstruowalna oraz liczba b rowna liczbie rsing (rys.1), czyli liczbie +ry/1—cos’ ¢

jest konstruowalna.
Teraz mozemy przystapi¢ do dowodu, ze definicje 5.4.2 1 5.4.3 sa rownowazne.

Dowod
Pokazemy, ze z definicji 5.4.2 wynika definicja 5.4.3. Wezmy wigc liczbg z postaci

a+bi, gdzie a 1 b sa konstruowalne. Istnieja zatem ciagi rozszerzen kwadratowych

(rzeczywistych) dla a kolejno o pierwiastki \/06—1 s\, .qJa, 1 dla b o pierwiastki

NBi A Bys-s B, . Utworzmy ciag rozszerzen zespolonych dla liczby z =a+bi. Mamy

wigc nastepujacy ciag

60



Q=F, cFk =F0(\/a_1)CF2 =F1(\/a_2)c"'CFn :Fn—l(\/a_n)CFrH—l =F;1(\/F1)C
cF,, :Fn+l(\/ﬁ_2)c"' cF,, :Fn+m—1(\/E)CFn+m+l :E1+m(i)'

Kazde z tych rozszerzen jest rozszerzeniem kwadratowym. Niektore rozszerzenia moga byc¢

trywialne, wtedy powyzszy ciag w rzeczywisto$ci bedzie krotszy, nie ma to jednak wptywu
na nasze rozwazania. Poniewaz liczby a, b, i naleza do F,,,.,, wiec liczba z=a+bi tez

nalezy do tego rozszerzenia, czyli jest konstruowalna.
Musimy jeszcze pokaza¢ implikacje odwrotna czyli, ze z definicji 5.4.3 wynika

definicja 5.4.2. Mamy dang konstruowalna liczbe z=a+bi i jej ciag rozszerzen

Q=F,CcF c..cF,, cF,, mamy pokaza¢, ze liczby a i b sa konstruowalne. Wystarczy
uzasadni¢, ze jeSli kazdy x € F|, ma cze$¢ rzeczywista i urojona konstruowalna, to kazdy
yverkF,, tez. Zauwazmy, Ze  rozszerzenie F jest  zbiorem  postaci
F = {a +bcab,ce F, } Pozostaje nam wigc pokazal, ze czg$¢ rzeczywista 1 urojona
liczby Je jest konstruowalna. Liczb¢ ¢ mozemy zapisaé w postaci trygonometrycznej

r(cosd +ising) (7.4 konstruowalne poniewaz ¢ jest konstruowalna), wtedy +/c mozemy

przedstawi¢ ze wzoru de Moivre’a jako Jr (cos% +isin %) Poniewaz i ¢ sa konstruowalne,

to r i % tez. Zatem na mocy lematu 5.5 cze$¢ rzeczywista i cze$¢ urojona liczby e sa
konstruowalne, wiec tak samo cze§¢ rzeczywista i urojona kazdego y z Fi., sa

konstruowalne. Zaczynajac od ciala F;, i przeprowadzajac indukcyjnie powyzsze
rozumowanie ostatecznie otrzymujemy, ze czg$¢ rzeczywista i1 urojona liczby z (czyli a 1 b) sa
konstruowalne.

Z przechodnio$ci relacji rownowaznosci wynika, ze definicja 5.4.1 jest rOwnowazna
definicji 5.4.3, zatem wszystkie trzy definicje liczb zespolonych konstruowalnych sa

rownowazne.

Dla liczb zespolonych, podobnie jak dla liczb rzeczywistych, wprowadzmy definicje

algebraicznosci.
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Definicja 5.6

Liczba zespolona z jest algebraiczna jesli jest pierwiastkiem pewnego wielomianu

W(x)e Olx].

Dla liczb algebraicznych zespolonych zachodza te same fakty co dla liczb
algebraicznych rzeczywistych, mianowicie:
e wielomian minimalny liczby algebraicznej jest jednoznacznie wyznaczony (z
doktadno$cia do wymiernego czynnika);
e wielomian minimalny jest nierozkladalny nad cialem Q;
e taki sam opis rozszerzenia ciala Q o zespolong liczbg algebraiczna jak w przypadku
rzeczywistym.
Stopien liczby algebraicznej zespolonej, tak jak rzeczywistej, jest rowny stopniowi jej
wielomianu minimalnego. Tak samo jak dla cial rzeczywistych definiuje si¢ rowniez bazg i
stopien rozszerzenia dla zespolonych ciat liczbowych.

W zwiazku z tym mozemy rowniez wyciagna¢ wniosek (analogiczny do wniosku 4.19).

Whiosek 5.7
Kazda zespolona liczba konstruowalna jest liczba algebraiczna, a jej stopien jest potega

liczby 2. Zespolona liczba algebraiczna stopnia roznego niz 2* nie jest konstruowalna.

Zebrana wiedze o liczbach zespolonych konstruowalnych wykorzystamy w nastgpnym

rozdziale do rozwiazania problemu konstruowalnos$ci n-katow foremnych.
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ZADANIA
Zad.5.1 Niech ax’+bx+ce Q[x] ma wyréznik A ujemny i niech & bedzie jego
pierwiastkiem. Uzasadnij, ze Q(f) = {a +bv-Ai:abe Q}.
Zad.5.2 Znajdz wielomiany minimalne liczb algebraicznych:
z:i+\/§, u:1—3x/§+3\/§, w=6—-i3.
Zad.5.3 Czy pierwiastki zespolone wielomianu x* +2x” + 4 sa konstruowalne? A jak bedzie

dla dowolnego innego wielomianu postaci x*+ax’ +b € Q[x] ?

Zad.5.4 Znajdz wszystkie zespolone liczby algebraiczne stopnia 2 (podaj ich 0ogo6lna postac).
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ROZDZIAL VI

Konstruowalnos$¢ n-katéw foremnych.

W  ostatnim rozdziale zajmiemy si¢ konstruowalno$cia n-katow foremnych.
Znajdziemy liczby n, dla ktorych n-kat jest konstruowalny i takie dla ktérych jest
niekonstruowalny. W tym celu postuzymy si¢ liczbami konstruowalnymi zespolonymi.

Zauwazmy, ze konstruowalno$¢ n-kata foremnego jest rtownowazna konstruowalnosci

n-tego pierwotnego pierwiastka z jednosci, czyli liczby &, = cos 2% +isin 2% (rys. 2).

n

A
Im
n
7T
A >
0 I Re
Rysunek 5

Majac dany n-kat foremny oraz punkty (0,0) i (1,0) skonstruujemy pierwiastek ¢€,,
wyznaczajac kat ** z n-kata i przenoszac go na plaszczyzne zespolona tak, by jego
wierzchotek znajdowat si¢ w punkcie (0,0), a jedno ramig¢ pokrywato si¢ z osia rzeczywista.
Rysujac okrag jednostkowy o $rodku w (0,0) otrzymamy &,, ktéry jest punktem przecigcia
okrggu 1 ramienia kata nie pokrywajacego si¢ z osia rzeczywista. Natomiast majac dang liczbg
&, oraz punkty (0,0) i (1,0) skonstruujemy n-kat foremny odktadajac odcinek l?n na okrggu
jednostkowym.

Liczba ¢, jest liczba algebraiczna, poniewaz jest pierwiastkiem wielomianu W(x) =x"-1
. Zatem zeby stwierdzi¢ czy ¢, jest konstruowalna (czyli czy n-kat jest konstruowalny)
musimy zbadac jej stopien. Poniewaz liczba 1 jest pierwiastkiem W(x), to dzielac wielomian

n—-2

W(x) przez x—1 otrzymujemy X" +x"7+...+x+1 =W,(x). Zatem liczba &, musi by¢
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pierwiastkiem wielomianu W,,(x) SprawdZzmy dla jakich »n wielomian Wn(x) jest

nierozktadalny nad Q.

Stwierdzenie 6.1

Jesli n jest liczba ztozona, to wielomian Wn(X) jest rozktadalny nad Q.

Dowad

Niech n przedstawia si¢ w postaci iloczynu kl. Wtedy wielomian

W, (x)=x""+x""+.. . +x+1 jest  rozkltadalny i  ma  rozklad  postaci

W(x)z(x"‘ +xl_2+-~~+x+1)(x("‘l)l+x("‘2)’+,,,+x1+1)‘

Stwierdzenie 6.2

Jesli p jest liczba pierwsza to wielomian W, (x) jest nierozktadalny nad Q.

Dowod
. ;o . . -1 -2 . , .
Nierozktadalnos¢ wielomianu W, (X ) =x""+x""+...+x+1 jest réwnowazna

nierozktadalnos$ci wielomianu W'(X)Z Wp(x‘i'l) (poréwnaj zadanie 4.30). Wystarczy wigc

uzasadni¢ nierozktadalnos¢ wielomianu W'(x). Wielomian W'(x) otrzymamy z ilorazu

(x+1) =1 (x+1)" -1
(x+1)-1

. Stosujac dwumian Newtona do (x+1)” dostajemy wyrazenie

_ _ 1
postaci (xp + (f)xp L+ (z)xp 24+ (pp Jx +1- 1) S Ostatecznie  otrzymujemy

. . i _ wp-l p|,.p-2 p|..p-3 Y4 . . . .
wielomian W (x) =x  + ( l)x + ( 2)36 +...+ (p - J . Zastosujmy kryterium Eisensteina z

uzyciem liczby pierwszej p. Musimy uzasadni¢, ze dla k=12,...,p—1 wyrazenie jest
podzielne przez p. Zauwazmy, ze w rozkladzie licznika na czynniki pierwsze wystgpuje
liczba pierwsza p, natomiast w rozktadzie mianownika p nie wystepuje. Zatem po redukcji

licznika 1 mianownika czynnik p zostanie, wigc dla danych k z pewnoscia dzieli si¢ przez p.
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Liczba (pp 1) = p nie dzieli si¢ przez p’. Na mocy kryterium Eisensteina wielomian W'(x)

jest nierozktadalny, czyli wielomian W, (X) tez.

Z powyzszego stwierdzenia i do tej pory zdobytych wiadomos$ci mozemy wyciagnad

wnioski.

Whiosek 6.3

. . . . . P . _ 2 Fqt 2
Wielomian Wp(x) jest wielomianem minimalnym dla liczby €, =¢c0S=F+isin=*,

Zatem stopien liczby €, wynosi p—1.

Whiosek 6.4

Jesli p jest liczba pierwsza taka, ze p—1#2" to liczba &, jest nickonstruowalna
(wowczas nie istnieje rowniez konstrukcja p-kata foremnego). Jesli za$ stopien €, jest potega

liczby 2 to liczba €, jest konstruowalna (wigc konstruowalny jest takze p-kat foremny).

Rozstrzygnijmy konstruowalno$¢ p-katow foremnych dla niektorych liczb

pierwszych p.

Przyktad 6.5

e Dla p=7 mamy pP—1=6, poniewaz 6=2°, wigc 7-kat jest nickonstruowalny
(niekonstruowalno$¢ 7-kata uzasadniliSmy juz w przyktadzie 3.7 stosujac inne
metody).

e Dlap=11 mamy p—1=10 poniewaz 10 = 2", wiec 11-kat jest niekonstruowalny.

e Dlap=13 mamy p—1=12 poniewaz 12 = 2", wigc 13-kat jest niekonstruowalny.

e Dla p=3 mamy p-1=2=2'", zatem trojkat jest konstruowalny (konstruowalnos¢
trojkata jest skadinad oczywista).

e Dla p=5 mamy p-1=4=2" zatem picciokat jest konstruowalny (konstrukcja
pieciokata patrz zad.1.11(c)).

e Dlap=17mamy p—1=16=2" zatem 17-kat jest konstruowalny.

e Dlap=257 mamy p—1=256=2° zatem 257-kat jest konstruowalny.
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e Dla p=65537 mamy p—1=65536=2"" zatem 65537-kat jest konstruowalny.

Liczby pierwsze p takie, ze p—1 jest postaci 2¢ nazywane sa liczbami pierwszymi
Fermata. Dotychczas nie udowodniono czy istnieja liczby pierwsze Fermata rézne od
wymienionych w powyzszym przyktadzie.

Dodatkowym wyznacznikiem konstruowalnosci wielokatow foremnych jest ponizsze

twierdzenie.

Twierdzenie 6.6

Jesli p jest liczba pierwsza rézna od 2, to p* -kat foremny jest niekonstruowalny.

Dowéd

Wystarczy uzasadni¢, ze pierwiastek €, = COSf,_’; + isini—’g jest liczba zespolona
niekonstruowalna, a zatem wystarczy uzasadni¢, ze stopien liczby €,: nie jest potega liczby

2

x? -1

x—1

. . . . " . . 2_ 2_ . .
2. Liczba €. jest pierwiastkiem wielomianu =x"""4+x" 7 +...+x+1. Wielomian

ten jest rozktadalny 1 jego rozktad jest postaci
(x’"1 +xP P x+ IXx(’"l)" xS 1).

P

. . D . _ X
Liczba €, nie jest pierwiastkiem czynnika x*~' +...+x+1=
x—

, poniewaz pierwiastkami

tego wielomianu sg liczby postaci 005(27”1( )+ i sin(%’k) dla k=1,...,p—1. Zatem €, musi

byé pierwiastkiem wielomianu x7"V” ... +x” +1. Uzasadnijmy, ze wielomian ten jest
nierozktadalny.

Nierozktadalno$¢ wielomianu V(x) jest rownowazna nierozkladalnosci wielomianu
V'(x)=V(x+1) (porébwnaj zadanie 4.30). zauwazmy réwniez, ze dla wielomianu V(x)
zachodzi rownos¢ V(X)Z Wp(xp ), gdzie Wp(x) jest wielomianem postaci

T+

P .
Mamy zatem nastepujacy ciag rownosci V(x)=V(x+1)= Wp((x + l)p): Wp(z (]j x + 1J )

i=l1
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o (P . - .
Przyjmijmy, ze Z(z}. =». Na podstawie wczesniejszych obliczen przeprowadzonych w

i=1
dowodzie stwierdzenia 6.2 otrzymujemy
&) an " (el
Vix+)=w,(y+1)=y"" +Z( J Ty p=|x? +Z[ _jx’ +Z( ] Z( .]x’ +p.
j=2\J i=1 \ ! j=2\J =t \ !
W otrzymanym wielomianie najwyzszy wspotczynnik wynosi 1, pozostate dziela si¢ przez p,

a wyraz wolny jest réwny p. Stosujac kryterium Eisensteina z uzyciem liczby pierwszej p

stwierdzamy, ze wielomian V(x + l) jest nierozktadalny, czyli wielomian V(x) tez.

Stopien liczby €. jest wigc rowny ( p— l)p . Jezeli p jest liczba pierwsza r6zna od 2 to liczba

(p - l)p nie moze by¢ potega liczby 2. Stad stopien €,: nie jest postaci 2*, wiec p” -kat nie

jest konstruowalny.

Zauwazmy, ze z dowolnego konstruowalnego n-kata foremnego mozemy otrzymac
konstrukcje 2n-kata foremnego potowiac tuki kola opisanego odpowiadajace kazdemu
bokowi n-kata i wykorzystujac znalezione w ten sposob punkty jako dodatkowe wierzchotki
dla szukanego 2n-kata. Zaczynajac wiec od srednicy kota mozemy skonstruowac 4-kat, 8-kat,
16-kat, ..., 2n-kat. Podobnie mozemy otrzymac¢ 6-kat, 12-kat, 24-kat, 48-kat, itd. z trojkata
oraz 20-kat, 40-kat, itd. z 10-kata (konstruowalno$¢ 10-kata uzasadniliSmy w przyktadzie
1.9). Podobnie majac dany 2n-kat foremny mozemy skonstruowac n-kat foremny biorac co
drugi wierzchotek 2n-kata 1 wykorzystujac otrzymane punkty jako wierzchotki n-kata
(np. 5-kat z 10-kata).

Jesli n-kat foremny jest niekonstruowalny, to dla kazdej liczby naturalnej m, mn-kat
foremny tez jest niekonstruowalny (gdyby mmn-kat byt konstruowalny to biorac co m-ty
wierzchotek mielibySmy konstrukcj¢ n-kata). Czyli z niekonstruowalno$ci 7-kata foremnego
(uzasadniliSmy ja w przyktadzie 3.7) wynika niekonstruowalnos¢ 14-kata, 21-kata, 28-kata
itd.

Dodatkowo dla wielokatow foremnych zachodzi ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 6.7

Jesli m, n sa wzglednie pierwsze oraz m-kat i n-kat sa konstruowalne, to mn-kat tez

jest konstruowalny.
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Dowéd
Z zatozenia wiemy, ze n-kat 1 m-kat sa konstruowalne, czyli konstruowalne sa katy 27”

2r 2 2r

i 2Z . Wystarczy wiec pokaza¢, ze przy pomocy katow 2= i 2% mozna skonstruowaé kat 2= .

m

Musimy znalez¢é takie liczby catkowite a i b dla ktorych zachodzi réwnosé 2= =a-2£+b- 2%

Warunek ten jest rownowazny warunkowi an+bm=1. Z twierdzen arytmetyki wynika, ze
jesli m 1 n sa wzglednie pierwsze to istnieja liczby a i b dla ktorych an+bm=1. Zatem

istnieje konstrukcja kata 2=, co jest rownowazne konstruowalnosci mn-kata foremnego.

Przekonajmy si¢ jak dziala powyzsze stwierdzenie na przyktadzie.
Przyktad 6.8
Uzasadnijmy, ze istnieje konstrukcja 15-kata. Zauwazmy, ze liczba 15 jest iloczynem

liczb 3 15, gdzie 3 1 5 sa wzglednie pierwsze. Trojkat 1 pigciokat sa konstruowalne, wigc katy

I

4

2 i %&£ bedace odpowiednio katami trojkata i pieciokata, tez. Pokazemy, ze majac dane katy

pid ﬂ‘27Z

i 2 mozemy skonstruowa¢ kat 4% . Zapiszmy utamki ¥ i % w postaci ulamkéw o

I
vl
I3

mianowniku 15, czyli % =1 oraz % =%%. Poniewaz prawdziwa jest nastepujaca rownos¢

2z

£ =2-%2 1% " wigc potrafimy skonstruowaé kat 3= przy pomocy danych katow, co jest

rownowazne konstruowalnosci 15-kata.

Konstruowalnos¢ dowolnych n-katéw foremnych — ostateczne wnioski.

n

Niech liczba n ma rozklad na czynniki pierwsze postaci n= p;" - py* -...- p;* , wtedy

zachodza ponizsze fakty.

Fakt 6.8
Dla p; #2, jedli ktorykolwiek wykladnik 7, jest wiekszy od 1 to n-kat jest

konstruowalny;
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Dowdd

n -2 ny nk)

Zalozmy, ze wyktadnik n, jest wigkszy od 1. Wtedy mamy 7 = p; (Pu Py ..y
Iloczyn p;" opkepi jest pewna liczba naturalng m. Na mocy twierdzenia 6.6 p; -kat
foremny jest nickonstruowalny. Wiemy réwniez, ze je§li p; -kat jest niekonstruowalny to dla
kazdej liczby naturalnej m, mp, -kat foremny tez jest nickonstruowalny. Zatem nie istnieje

konstrukcja n-kata foremnego, gdzie n=mp, .

Fakt 6.9
Jesli wystgpuje czynnik pierwszy p; nie bedacy liczba Fermata to n-kat jest

niekonstruowalny.

Dowod

Zatozmy, ze czynnik p, nie jest liczba Fermata, czyli p —1#2*.
Na mocy wniosku 6.4 stwierdzamy, ze p,-kat jest niekonstruowalny wigc mp, -kat foremny,
gdzie m=p/"" - py>-...-p* jest liczba naturalna, takze nie daje si¢ skonstruowaé. Nie

istnieje zatem konstrukcja n-kata foremnego, gdzie n=mp;.

Fakt 6.10
Jesli rozktad liczby n jest postaci n=2"-p, -...- p,, gdzie p; sa parami réznymi liczbami

pierwszymi Fermata to n-kat jest konstruowalny.

Dowad

Z wniosku 6.4 wiemy, ze p,-kat foremny, ..., p,-kat foremny sa konstruowalne.
Zauwazmy, ze liczby p;,.-., P, sa parami wzglednie pierwsze. Stosujac stwierdzenie 6.7 dla

liczb p,...,p, otrzymujemy, ze p;-...-P,-kat jest konstruowalny. Z wczes$niejszych
rozwazan wiemy, ze z dowolnego konstruowalnego m-kata mozemy otrzymac¢ konstrukcje

2m-kata foremnego, wiec takze 2°m-kata foremnego. Pokazaliémy zatem, ze istnieje

konstrukcja n-kata foremnego, gdzie n=2"-p,-...- p,.
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Poniewaz powyzsze trzy przypadki wyczerpuja wszystkie mozliwe rozktady liczby n na

czynniki,prawdziwe jest nastgpujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 6.11

Jedynymi n-katami foremnymi konstruowalnymi za pomoca cyrkla i linijki sa n-katy dla
ktorych rozklad n jest postaci n=2"-p,-...-p,, gdzie k>0, a p, sa parami réznymi

liczbami pierwszymi Fermata.

ZADANIA

Zad.6.1 Uzasadnij, ze jesli p jest nieparzysta liczba pierwsza, za$ E,, = cosﬁ +1i- sin%—z

jest pierwotnym 2p — tym pierwiastkiem z 1, to $¢ (Ezp) = p—1, wnastepujacych krokach:

(a) E,, jest pierwiastkiem wielomianu x” +1;

P
(b) E,, jest pierwiastkiem wielomianu Z(x)= ); _:'11 ;
(c) wielomian Z(X) jest nierozktadalny, bo wielomian

Z'(x)=Z(x-1)= (Z;_—ll); :11 _ e ic)p *1 jest nierozktadalny;

(d) ostateczne konkluzje.
Zad.6.2 Przyjmujac, ze wiemy jak skonstruowaé¢ 17-kat foremny, podaj konstrukcje 34—kata,
51-kata 1 85-kata foremnego.
Z.ad.6.3 Sposrad liczb naturalnych od 3 do 100 wykresl (lub wypisz ) te liczby n, dla ktorych

nie jest wykonalna konstrukcja n—kata foremnego. Ile jest takich liczb?

Z.ad.6.4 Dla jakich naturalnych # liczba cos%r jest konstruowalna? A sin%r ?

Zad.6.5 Zbadaj, czy sa konstruowalne katy 12°, 3%, 5° 2°, Czy jest konstruowalny kat 75°?

Ktore sposrod katow n°, gdzie n € N, sa konstruowalne, a ktore nie sa?
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