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2.2. Automorfizmy ciala

Definicja 2.2.1. Automorfizmem ciala L nazywamy wzajemnie jednoznaczne

odwzorowanie ¢: L — L, ktore spetnia warunki:
1) pla+hb)=e(a)+@(b) dla dowolnych a,be L
2) @la-b)=gl(a)-@(b) dla dowolnych a,be L

Przyklady 2.2.2.

Niech ¢@:C—C bedzie funkcja zespolong zapisana wzorem @(z)=z, czyli
elx+iy)=x—iy.

Korzystajae ze znanych wlasnosci sprzezenia dla liczb zespolonych pokaze, ze to
odwzorowanie spelnia warunki automorfizmu. Oczywiscie ¢ jest odwzorowaniem
wzajemnie jednoznacznym.

1) oz +z2))=2z +z :3_l+g=¢{z|]+¢(zz};

2) o(z-z) =ﬁ=z_t-£ =¢(z,)-¢(z,).

Przykiad 2.2.3.

W ciele L= Q(*JE ) tatwo wskaza¢ dwa automorfizmy - sa nimi tozsamo$é¢ i przeksztalcenie,

ktore liczbie p+ q«E przyporzadkowuje liczbe p— qw"E .
¢ Tozsamosé oczywiscie jest automorfizmem.

e Sprawdzimy czy drugie przeksztalcenie spetnia definicje automorfizmu:
D 0P +4V2)+ (2, +4:82) = 0(, + P) +(6) +0:V2) = (0, + )~ (g, + g, V2 =
(P —4N2)+ (P, ~0:V2) = 0(p, + 4, V2) +0(p, + 4,32) ;
2) 0P +4V2)-(P, +4:N2) = 0((P, P, +20,0,) + (1, + Pog,N2) =
= (P2 +200)~(pds + P2 = (7 447) (F'f ‘Izﬁ>= ‘f’ﬁ?q‘fcrﬁ) ‘ lP(Pz‘f‘feﬁ) -

Przeksztalcenie to zachowuje dodawanic i mnozenie, wiec spelnia definicje

automorfizmu.



Ponizszy fakt =zbiera wlasnosci automorfizméw, ktore wykorzystamy w  kolejnych
twierdzeniach.
Fakt 2.2.4,

Dla dowolnego automorfizmu ¢ ciala liczbowego L zachodzi:
1) ¢(0)=0;
2) od)=1;
3) dla a,be . mamy @(a—5b)=qla)-@(b);

4) dlaa.bel i b#0 wtedy m[%):i%‘;;;

5) dla g,.4,....,a, € L zachodzi ¢(a, +a,+...+a,)=p(a)+o(a,)+..+¢(a,);
6) dla g,,a,,...a,€ L mamy @(a,-a,-....a,)=¢(a)-9(a,)-...-¢(a,) .
Dowdd:

1) Z definicji automorfizmu wiemy, ze o{a)=@(a+0)=p(a)+¢(0). Tak wige

o(a) +9(0) = p(a) czyli 9(0)=0.
2) Rozumowanie jest podobne jak w punkcie pierwszym.

o(a)=p(a-1)=p(a)- ()
o(a) = pla)- (1)
ply=1.

3) Korzystajac z definicji automorfizmu i wezesniej udowodnionej wlasnosci 1) pokaze,

ze o(=b) =—o(b).

0=(0) =@(b—b) =0(b+(-b)) = ¢(b) +(-b)
0=q(b)+(-b)
o(—b) = —o(b)
Whasnoéci 3) dowodzi ponizsza roGwnoscé:
o(a-b)=ola+(=b)) = ola)+o(=b) = o(a) - p(h)

4) Dowdd tej wlasnosei jest podobny do poprzedniego.
5) Jest to dowod indukeyjny wzgledem n.

Dla n=1 wlasnosé¢ 5) jest speliona, bo ¢(a)=o(q). Zakladam, ze rownosc ta

zachodzi dla n, czyli ¢(a, +a, +...+a,)=¢(a) +¢(a,) +...+0(a,).

Sprawdzam, czy zachodzi dla n+1.



ola, +a, +...+a,+a, ) =¢((a +a,+..+a,)+a,)=0la+a,+.+a)+oa, )=

= q}(a] ) + [P{az] + 2 + {Haﬂ} + {P(an+'l)
Wiasnosé zachodzi dla dowolnego n.

6) Dowdd tej whasnoséci opiera sig na indukcji wzglgdem n.
Wprowadzam oznaczenie Aut(1)— zbior wszystkich automorfizméow ciata L.

Definicja 2.2.5. Automorfizm @:L — L jest staly na podciele K, jesli dla

dowolnego ae K zachodzi ¢la)=a.

Fakt 2.2.6.

Kazdy automorfizm ciala liczbowego L jest staly na podciele liczb wymiernych.

Dowdd:

Dowdd ten bedzie opieral si¢ na konstrukeji liczb wymiernych. Najpierw pokaze, ze
automorfizm jest staly na liczbach naturalnych, potem catkowitych i wymiernych.

7 wlasnosci udowodnionych w fakeie 2.2.4 wiemy, ze@(0) =01 (1) =1

Dla liczb naturalnych mamy n=1+1+_..+1
[

nrazy

pn)=p(+1+..+D)=0)+e)+..+o)=1+1+..+1=n

Korzystajac z wlasnoéci 3) faktu 2.2.4 latwo pokazac, ze automorfizm jest staly na liczbach
catkowitych ujemnych, czyli liczbach postaci —n, gdzie ne N. Dla takich liczb mamy
¢(—n) = —p(n) =—n, a wigc sa zachowywane przez ¢ .

Aby twierdzenic bylo prawdziwe dla wszyStkich liczb wymiernych, nalezy pokazac, ze

zachodzi dla wszystkich wlamkéow ¥l ,takichze p.ges 1g=#0.
q

Korzystajac z wlasnosci 4) faktu 2.2.4 otrzymujemy r.p[ﬂ] = m =£ . co konczy dowdd
q

olq) ¢
faktu.
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Fakt 2.2.7.
Zbior wszystkich automorfizméw ciala L jest grupa przeksztaleen.
Dowad:
Sprawdzam, czy zbior Awt(l) ze skladaniem przeksztalcen spelnia definicje grupy
przeksztatcen.
1) Kazdy automorfizm ciata L jest z definicji przeksztalceniem wzajemnie

jednoznacznym.
2) Niech @eAdut(L). Nalezy pokazaé, ze ¢ 'eAut(L), czyli ¢ ' spehia definicjg
automorfizmu.
o ' jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym.
@' zachowuje dodawanie, bo
pla+b)=op(a)+o(b) /nakladamy ¢
o ' (p(a+b) =g (p(a)+ (b))
a+b=0¢"(p(a)+ (b))
¢ ' (@(@)+0 ™ (0(0)) = 9™ (p(a) + @(b))
Elementy ¢(a) i ¢(b) moga byé dowolnymi elementami ciala L. Oznaczam
p(a)=a’, o(b)=b". Powyzsza rownosé mozemy zapisac jako:
¢ (@) +o ' (B) =0 (a'+b).
W podobny sposob pokazujemy, ze ¢~ zachowuje mnozenie.
ola-b) = qla)-¢(b)
o (pla-b) =" (9(a)-o(b))
a-b =ﬂ3"{$(ﬂ)'q>(b)}
o (@(a)- ¢ (¢(b) = ¢ (@(a) - o(b))
Stosujac takie samo podstawienie otrzymujemy:
o' (@) (B)=¢"(d-b)
3) Nalezy pokazac, Zze zlozenie dwoch automorfizmow jest automorfizmem.
Niech @@, € Auw(L) . Wiedy @, °p, jest przeksztalceniem wzajemnic
Jjednoznacznym.

@, o, zachowuje dodawanie, poniewaz mamy

@ e, (a+b) = (p,(a+b)) =0, (0,(a) +9,(8)) = ¢, (p,(a)) + ¢, (0, (b)) =



=1 ﬁ¢z(a}+¢1 "":P’z{b}
Podobnie ¢, =@, zachowuje mnozenie, gdyz
¢, o P,(a-b)y=,(p,(a-b)) =, (p,(a)-0,(b)) =@, (p,(a)) ¢, (9, (b)) =@, 2@, (a)-p, o, (h)

W powyzszych rownosciach korzystalam z zalozenia, ze ¢, i1 ¢, sg automorfizmami.
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Przyklad 2.3.3.
Aby wyznaczyé grupe Galois Gal((Q(~/2)/0) nalezy wyznaczyé wszystkie automorfizmy
ciala O(+/2) stale na podeiele Q.
o(p+4v2) = 9(p)+9(92) = 9(p) + 9(9)-0(~/2)

= p+q~¢tﬁ}. Aby znalezé automorfizm

wystarczy znaé obraz ¢(~/2). Mamy zalezno$é:
W2y =2
(@(2)) =o((v2)) =9(2) =2
(@(2)) =2=0(\2) =2 lube(v2) =2

Grupa Galois tego rozszerzenia sklada si¢ z dwdéch automorfizmow: identycznosci i

automorfizmu, ktéry liczbie p+qﬁ przyporzadkowuje liczbe p—q«ﬁ :

UWAGA. Pouiewa: Q(V2) jest ciaTem vorkTadu widomianu fxx%2,
pewyIsta grupa +Tozona 2dwich automorfizmbn Fo grapa Galoi's
Gad (Qf /Q) wielomanu X2,



