27. KONSTRUKCJE WIELOKATOW
FOREMNYGH

Rozwazmy nastepujace zadanie: skonstruowaé n-kat forem-
ny wpisany w okrag o promieniu jednostkowym.

Zauwazmy, ze jesli frodek okregu bedzie lezal w poczatku
uktadu wspolrzednych, a jeden z wierzchotkéw wielokata
bedzie punktem (1,0), to wszystkie wierzchotki wielokata
beda w punktach odpowiadajacych pierwiastkom stopnia n
z jednosci. Wobec tego problem wykonalnosci konstrukeji
n-kata foremnego sprowadza sie do pytania, czy mozna
skonstruowaé punkty plaszczyzny odpowiadajace pierwiast-
kom stopnia » z jedno$ci, Zauwazmy najpierw, ze jesli punkt
odpowiadajacy liczbie zespolonej z = a+b; mozna skonstruo«
waé z danego zbioru X, to liczba z jest liczba algebraiczna
stopnia bedacego potega liczby 2 wzgledem ciata Q (X).
Istotnie, je$li mozZna skonstruowaé punkt 4 = (a, b), to liczby
a, b, i sg algebraiczne wzgledem ciala @ (Xo), przy'czym
naleza do pewnego rozszerzenia konstruowalnego L ciata Q (Xp),
Wynika stad, e (L:0 (X)) = 2™. Poniewaz z = a+b, el,
wigc 0 (Xo) © Q(Xo,2) € L, a zatem (Q (Xo, 2):Q (Xo))
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jest dzielnikiem liczby 2™. Wobec tego liczba z jest elementem
algebraicznym wzgledem ciala Q (Xo), ktérego stopiefi jest
dzielnikiem liczby 2™, jest wiec potega liczby 2,

W sformutowanym wyzej zadaniu ciatern danych jest ciato
liczb wymiernych Q. Podamy teraz kilka lematéw, ktore
umozliwia wyjasnienie nastepujacego zagadnienia: dla jakich
liczb naturalnych n pierwiastki stopnia n zjednosci 54 liczbami
algebraicznymi, ktorych stopnie maja postat 2%,

Lemat 1. Jesli p jest liczbq pierwszq, to

& = cosﬁ"— +i sinL—21
r4 p
Jjest liczbg algebraiczng stopnia p—1.
Dowéd. Po;liewai &, jest pierwiastkiem wielomianu
xP—1= (x-\])(x""-i—x""-l- v Fx+1)
wiec wystarczy udowodni¢, ze wielomian
Tt e et e e |
jest nierozkiadalny nad cialem Q. Przyjmijmy x = y+1
i zapiszmy

ol R e L
Filae Cilim e s +x+§ iy D=1

L (y’+ (1’) Y4 (1’) yoi L +( 4 )y-i—l-—l) =
b 1 2 p—1
p—-1
=i Y (f ) Y lp (%)

J=2
Nierozkladalnosé ostatniego wielomianu wynika z kryterium

" Eisensteina, gdyz kazdy wspdlczynnik précz najwyzszego

dzieli sie przez p. Istotnie

(P) e p!
k k! (p—k)!

przy czym kazdy czynnik pierwszy w mianowniku jest mniejszy
od p. Ponadto wyraz wolny dzieli si¢ przez p, ale nie przez DA

Wobec tego wielomian f, jest istotnie nierozkladalny,
zatem jest wielomianem 'minimalnym liczby e, i stopien
tej liczby wzgledem ciala Q wynosi p—1. ||

Lemat 2. Jesli p jest liczbq pierwszq, to
2n

£,z = COS &:— +i sinﬁ-
P P

jest liczbg algebraiczng stopnia p (p—1).
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Dowéd. Rozwazmy wielomian gy(x) = f(x?), Poniewaz

(g,2)" = &,., Wigc &, jest pierwiastkiem wiclomianu g, Sto- |

pient tego wielomianu jest réwny stf,'p = (b—1) p. Wystarczy

wigc udowodni¢, Ze wielomian g, jest nierozkladalny nad |

cialem O, Mamy
0ot = £+ 1) = £, ( 3] (2) w41)
f=1

Przyjmijmy

P

e i

i=1

Na podstawie rdéwnania (%) zachodzi

g(x+1) = flp+1) = =i+ S (?)y’"“rp =
o
-(o ST S ONS ()

iml

Wobec tego w ostatnim wielomianie najwyZszy wspol-

czynnik wynosi 1, pozostale dziela si¢ przez p, a wyraz wolny |

jest roOwny p. Wielomian ten jest wigc nierozkladalny na mocy
kryterium FEisensteina. ]

Lemat 3. Niech p bedzie liczbg pierwszq, p > 2. Wéwezas |

stopien liczby algebraicznej g, jest potega liczby 2 wiedy i tylko
wtedy, gdy p = 22* +1 dla pewnego calkowitego k.

Dowéd. Z lematu 1 wynika, Ze g, jest liczba algebraiczng

stopnia p—1, wiec jeSli p = 22*+1, to p—1 = 22", Zatem

stopieni liczby algebraicznej ¢, jest potegg liczby 2.
Zaloéimy, ze stopient liczby algebraicznej &, jest potegq

liczby 2, tj. p—1 = 2" dla pewnego n. Gdyby liczba n miala

czynnik nieparzysty 2r+1 > 1, to n = 2r+1)s i na mocy

wzoru

la2r+1+b2r+1 = (a,'_b)(azr_azru:b+a21-2b2_ G bzr—1v+

+5%7)

byloby

p=2"+1 = (23)2r+1+1 =5

£ (21+1) . ((2;)2:‘_(2!)2r—1‘+(2s)2r—2__ P _._1) >

co oznaczaloby, Ze p jest liczba zlozong wbrew zalozeniu,

Wobec tego n jest potega dwoéjki, n = 2, wigec p = 22+ 1,

]
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[ liczby Fermata

Liczby o postaci Fy = 2**41 nazywamy liczbami.Fer-
mata,

Dla k = 0; 1, 2, 3, 4 otrzymujemy w ciagu liczb Fermata
liczby pierwsze 3, 5,17, 257, 65537, natomiast okazuje sig,
ze liczba F; jest zlozona. Stwierdzono, ze dla kilkudziesigeiu
wartoéci k > 4 liczby F sa zioZone (m.in, dla k = 5,6, 7, ...
..., 16). Nie wiadomo dotychczas, czy istnieje w ciagu (F)
choé jeszcze jedna liczba pierwsza dla k > 4.

Lemat 4 :

A. Jedli moina skonstruowaé n-kat foremny, fo moina skon-
struowaé 2n-kat foremny. 3

B. Jefli mosna skonstruowaé n-kqt foremny, oraz m-kat
foremny, przy czym liczby m, n sq wzglednie pierwsze, to
mozna skonsiruowaé mn-kqt foremny.

C. Jefli moina skonstruowaé n-kat foremny oraz' n = kr,
to mozna skenstruowaé k-kqt foremny.

Dowdd

A. Majac dane kolejne wierzcholki 4 i B n-kata foremnego,
prowadzimy dwusieczng kata AO0B, gdzie O jest srodkiem
okregu ‘opisanego na r-kacie. Dwusieczna ta przecina okrag
w punkcie C, przy czym 4, C, B sa kolejnymi wierzcholkami
2n-kgta foremnego. Pozostale wierzchotki wyznaczymy,
odkladajac kolejno luk AC na okregu.

B. Istniejg liczby catkowite r, s, dla ktérych ra-tsm = 1,
Wobec tego

M R S R e
Eomn = Cun = B 8w T O &

Wynika stad, ze jesli en, &, naleza do pewnego rozszerzenia
konstruowalnego ciata @, to e, tez nalezy do tego rozszerzenia.
Mozna wiec skonstruowaé mn-kat foremny.

C. Wystarczy wybraé co r-ty wierzcholek wielokata. ]

Dla podania ostatecznej odpowiedzi na pytanie o kon-
struowalnogé wielokatéw foremnych powolamy'si¢ na twier-
dzenie, ktérego dowodu nie begdziemy tu przytaczad.

- Skoticzone rozszerzenie Galois L ciala K jest konstruowalne
wredy i tylko wiedy, gdy (LiK) Jest potega dwojki.

Mozemy teraz udowodnic
Twierdzenie (Gauss) n-kqt foremny wpisany w okrag o promie-
niu 1 moina skonstruowaé wredy i tylko wiedy, gdy ,

n=2%pps .., Pr

gdzie k jest wykladnikiem calkowitym nieujemnym, Di, Pz; ...
vy Dr 84 parami réinymi liczhami pierwszymi Fermata.
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Zadania

27.1 Wyznaczyé wszystkie liczby n
o nastepujacej wlasnosei:

dowolny kat mozna podzielié
konstrukcyjnie na » réwnych
czelei.

27.2 Wykazaé, e majac na
plaszczyinie parabole opisana
réownaniem y = x2, moZna
skonstruowaé siedmiokat foremny.

Dowdéd. Zaldimy, ze n = 2*p; p, ... p,; gdzie py, pa, ..., Pr
s parami roznymi liczbami pierwszymi Fermata, Z lematu 3
oraz przytoczonego wyzej twierdzenia wynika, ze mozna
skonstruowa¢ p,-kat foremny, natomiast z kilkakrotnie
stosowanego lematu 4 wynika, Ze mozna skonstruowa¢ n-kat
foremny.

Zatoimy teraz, ze n-kat foremny jest konstruowalny.
Rozl6zmy liczbe n na czynniki pierwsze
k1 ky k,

¥
1Py - D,

Gdyby wéréd tych czynnikow pierwszych wystepowala liczba
pierwsza p > 2 nie bedaca liczba Fermata, to z lematu 4C
wynikatoby, ze p-kat foremny jest konstruowalny, co wobec
lematu 3 nie jest mozliwe. Gdyby pewien wykladnik k; byl
wiekszy niz 1, to piin, a wobec tego bylby konstruowalny
wielokat foremny majacy p; bok6w, a zatem liczba &p} bylaby
liczba algebraiczna stopnia 2°. To jednak nie jest mozliwe,
bo na mocy lematu 2 liczba ta ma . stopien pdpi—1), ktory
ma czynnik nieparzysty p,. Wobec tego wszystkie wykladniki
ki, k2, ..., k. sa rowne 1 i wszystkie liczby p, sa parami roéznymi
liczbami pierwszymi Fermata. [

Przyklady

1. Mozna skonstruowaéd n-kqt foremny dla n = 3,4, 5, 6, 8,
10, 12, 15, 16, 17, 20 Nie mozna skonstruowaé siedmiokata,
dziewieciokata, Jedenastokqta itp.

2. Poniewaz 120 = 23-3-5, wiec 120-kat’ foremny jest kon-
struowalny, natomiast 360 = 23-32.5, wiec 360-kat foremny
nie jest konstruowalny. Wynika stad, Ze mozna skonstruowaé
kat 3° (kat o wierzcholku lezacym w §rodku okregu opisanego
na 120-kacie, majacy ramiona przechodzace przez sasiednie
wierzcholki), nie mozna natomiast skonstruowaé kata 1°
3. Kat m® (;m — liczba catkowita) jest konstruowalny wtedy .
i tylko wtedy, gdy m jest liczba podzielng przez 3.




