Symetrie osiowe nie stanowig
grupy przcksotalcen, bo slokenis
dwich symetrii oslowych nle
Jet symetria oslowsy (Jest
preesunigcien albo obrotem),

iminlnnie O

Invenoit duialania O

1. GRUPA

W licealnym kursie geometrii spotykamy sig czgsto z poje-
ciem grupy preeksztaiced. Na przyklad grupami przeksztaleen
sq wszystkie izometrie plaszczyzny (lub przestrzeni), wszystkie
przesuniecia plaszczyzny (lub przestrzeni) | wszystkie obroty
plaszczyzny dokola ustalonego punktu O,

W kazdym z tych przykladéw mamy dany zbior P prze-
ksztaleet, dla ktdrego:

1) zlotenie dqwolnych dwoch przeksztalcerd nalefacych do P
jest przeksztatceniem naleracym do P,

2} przeksztalcenie tolsamodciowe naledy do P,

3) kaide przeksztalcenie nalezace do P ma przeksztalcenie
odwrotne, rdwniex nalezgce do P

Inaczej mowige:

1) kaidej parze elementdw z P przyporzadkowany jest pewien
element P (kazdej parze przeksziateed odpowiada ich rodenie),
2) wzbiorze Pjest wyrdzniany pewien element ¢ o tej wiasnoéci,
#¢ dla kaidego fe P

foe=eof=f
3) dla kazdego fe P istnieje przcksztalcenie f~' spelniajace
waruneck
foft=f1lof=e¢

Ponadto ze sposobu okredlenia zlofenia przeksztalced wy-
nika, 2e jest spelniony warunek lgcznosel
folgok=(fogoh

Przykiad ten zachgea do nastepujgeych uogolnien. Przy-
puéémy, e w zbiorze X okreflone jest dziatanie ©, tj. kazdej
parze elementow @, be X jest przyporzadkowany element
aobe X,

Dziatanle © jest tgczne, jesli dla dowolnych elementdw
@, b, ¢e X zachodzi wzdr

jgoboc=a0(be)
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Dzialanie ckreflons w zbicrze
liczb rzeczywistych wrotem
alb
2
nie jest lgczne, bo na prayvklad

& h =

UGSJGT-:-!:.;iQ:_

2+7 9

1 0 e [ el LSS
2 2
1000 =102E
145

=1 05==""2 o3
2

Znaki A, V parywajq alg
" k]

kwantyfikatoramil i stanowiy
odpowlednio symbole zaTotdw
nidla kaddego x* oraz ,.istnieje
taki x, 2",

Dzialania dedawania i mnosenia liczb sa dziataniami lacznymi,

takie skladanie przeksztaleefi jest dzialaniem lgemmym.
Element ¢ € X nazywany elementem jednostkowym wzgle-

dem dziatania O, jedli dla kazdego elementu @ € X jest spelhnio-

ny warunek

a0e=¢g0a=ag

Na przykiad jedynka jest elementem jednostkowym
wzgledem mnodenia liczb, zero — wzgledem dodawania lczh,
przeksztalcenie identycznosciowe — wzgledem skladania prze-
ksztalcen,

Okazuje sig, 2e w kazdym zbiorze X, w ktérym jest okreslo-
ne dzialanie ©, istnieje najwyiej jeden clement jednostkowy
wigledem tego dzialania. Gdyby bowiem dla elementéw
e el
ade=e¢0a=adla kaidego ae X
OTaz

a0e =¢ 0a=ada katdego as ¥
to kladac w plerwszej réwnodel a = ¢, w drugiej zad a = e,
otrzymalibyémy
e oe=¢e0e =¢
oraz
e0e = De=c¢
wiec ¢ = &',

Mozemy teraz sformulowaé nastepujaca definicje: grupa
nazywamy zbidr G, w ktérym jest okreélone dziglanie o spel-
niajace nastepujgce warunki;

1, A laoboc=galboc
&b ceG

2 WV haDesecamag
w0 eEG

3, A Vaod=adoa=e
agid &gl

Z warunku 2 oraz werefniejszego rozumowania wynika,
e istnieje dokiadnie jeden element jednostkowy w grupie G,
Podobnie mo#na wykazaé, ie dla danego a istnieje tyvlko
jeden element a’ spetniajacy warunek 3. Element ten nazywamy
elementemn odwrotnym do @ i oznaczamy go symbolem a=1,

Dla uproszczenia zapisu czesto dzialanie w grupie G
nazywa sig mnofenlem, za$ wynik tego dzialania na dwéch
¢lementach — iloczynem tych elementéw. W przypadkach gdy
nie prowadzi to do nieporozumienia, uiywamy na oznaczenis
iloczynu elementdw a, b symbolu a o b lub ab.
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Rys. 1

ZLadania

1.1 Etdry z nastgpujacych zbiorbw

liczk {0, {1}, {0, 1} stanowi
grups wrgledem mnodenia?
Kiéry = tych zbioréw stanowl
Erups wrgledem dodawania ?
#|.2 Dane 53 grupy G 1 H. Czy
whidr par (g, k) gdzie g o G,
ke F, stanowi grups wzgledem
delatania

oy ) © (g ha) = (g 3, b B)

W przypadku gdy grupa ma skonczong liczbe elementow,

mozna dziatanie zapisaé przy uiyciu tabelki, Tabelka taka
jest kwadratowa siatkg pdl, po lewe] jej stronie i nad nia
wypisujemy wszystkie elementy danego zbioru, W polu znaj-
dujgcym sig na poziomie elementu x i pod elementem ¥
wypisujemy wynik dzialania x oy
Przyklady
1. Zbidr liczb calkowitych tworzy grupe wzgledem dodawania,
2, Zbidr liczb wymiernych dodatnich tworzy grupe wzgledem
mnoZenia.
3. Rozwatmy na plaszezvinie dowolny prostokat ABCD
i izometrie plaszeryzny przeksziatcajace ten prostokat na ten
sam prostokat: identycznodé [, symetrie 5, wzgledem wapolnej
symetrialnej & odcinkdw AB i 6'3_, symetrig 5, wrzgledem
wspdlne] symetrialnej [ odcinkdw BC i DA oraz symetrig
drodkowa 5, wzgledem punktu przecigela O prostych ki !
(rys. 1).

Izometrie te stanowia grupe przekszialeen, w ktdrg
dzialanie opisuje tabelka

L

| I 5 ; & S
I | I 5 5 S
5 & I 5 &5
St & S I 5
S{r Su Si S. I

4, Miech n bedzie ustalong liczba naturalng. Rozpatrzmy
zhidr G = {0, 1, ...,n=1} 1 okreflmy w nim dzialanie +

nastgpujaco:
a+8 = reszta z dzielenia liczhy a+ & przez n,

Dla uproszczenia zapisu bedziemy reszte z dzielenia liczby e
prezez n oznaczad symbolem (e).. Zatem

a+b = (a+b),

Dzialanie + jest istotnie okretlons w zbiorze {0, 1, ...,n—1},
Sprawdzimy, czy sa spelnione wymagania definicji grupy

1. (a+8)+e = a+{b+e)

Wykatemy najpierw, :m
(a+b+e =(at+b+o),
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* Aby stwlerdzld, de grupa
izometril plaszpzyzay nie jest
prrsmienna, rorwaimy symeirie
oslowe 5y i 83 0 osiach
bedacych prostymi
rdwnoleplymi f; 1 f;.
FPrzekszialcenie dlotone 55,
jest przesunigeiem o wektor
prosiopadly do prostyeh Iy, s,
majacy dlugodé réwng
podwejene] odlegtodei miedzy
tymi prosiymi | skierowany
od §y do 3. Natomiast
preeksztabeenio & 5; jest
preesunieciem o wekior
przeciwny,

EruFa prifmimind

Poniewaz ;
a+bh =g n+{a+b)

gdzie: g jest ilorazem, (a+ &), — reszta z dzielenia a + b przez n,
wiec reszta z dzielenia liczby (a+8)+c przez # jest rowna
reszcie z dzielenia liczby (a+b)+c przez n.

Wobec tego
(a+b+ck, = g+ +cly = [atB+ely = (a+b+e

Analogicznie stwierdzamy, e
at+(b+e) = (a+b+e),
Wobec tego

(a+d+ec = a+ibte) *

2. Element 0 ma wiasnosé
a+0 m 0+gma

dla kaidego elementu a rozwazunego zbioru,
3, Poniewaz 040 = 0 oraz dla aeC,, a# 0

a4(n—a) =0

wige dla kaidego o istniele element odwrotny wzglede
dzialanta +.
Grupe & nazywa sig przemienng, jesl

A ab = ba
a,bEG

Grupy w powyiszych przykladach sg przemienne. Gru
wszystkich izometrii plaszczyzny nie jest prremienna*, J

nodprapd

Zbidr liczb nieparzystych nie
stanowl podgrupy grupy liczh
catkowitych wzgledem dodawania,
gdyt suma liczh nieparzystych

jest lezba pareysta. Zbide liczb
wymlernych dodatnich nie stanowl
podgrupy grupy lezh wymlsrnyeh
waglpdem dodawanla, poniewad
elementem odwrotnym do liczby
dodatnie] @ wrgledem tego
dziabania jest liczba ujemna —a,
Zbibr licab wymiernych

dodatnich stanowi natomiast
podgrupg grupy liczh

wymibernych rdinych od zera
weglodem ninotenia,

Eadania

P31 Wykazad, te kadda podgrupa

wrupy liczh calkowitych wzsledem
dodawania jest cykliczna,

12 Wykazad, e kaida podgrupa

wupy oyklezne] jest eykliczna.

L) Rozstrzygnad, czy gropa liczh

wymiernych wzgledem dodawania
Bt cykliczna,

14 Rozwaiamy na plaszemyinie
shroty dokoda uslalonego

Punkiu O o kgly k- Znin",

Wlele: n jest ustalong liczby

- Wsluralng, &, m sq dowolnymi

Ieebami catkowitymi. Wykazag,
e wirystkis te obroly stamowiy
Wrups, kiora nle jest cykliczna,

- Mle kinhda jej podgrups rddne
il embe] grupy jest cyklicrna,

2. PODGRUPA

Podzbior H grupy G nazywamy podgrupa, jesli A jest
grupa ze wzgledu na to samo dziatanie co G,

Przyklady

1, Zbidr liczb parzystych stanowi podgrupg grupy liczb cal-
kowitych wzgledem dodawania,
2. Przesunigcia plaszczyzoy stanowly poderupe grupy wszyst-
kich izometrii.
3. Podzbidr zhodony z elementu jednostkowego danej grupy &
stanowi podegrupe grupy G.

Aby zbadaé, czy dany podzbidr H grupy @ jest podgrupa,
nie musimy sprawdzaé wszystkich aksjomatow,
Twierdzenie. Niepusty podzbide H grupy G fest podgrupg
wredy [ rviko wredy, gdy dia dowolnych a, b e H element ab=?
nalezy do I,

Dowdd, Jedli H jest podgrupa, to oczywiicie warunek ten
jest spelniony.
Przypusémy, e niepusty podzbibr B = G spelnia warunek

= I
2 ::-.: s gb='e .F{ *}
Wetmy dowolny- element ce K. Z warunku (#) wynika,
te e = c-c™' nalety do H. Mastgpnic dla dowolnego be H
b=t = g- b=t wiec b=' e H
oraz dla dowolnych a, b H
ab =al(b~')y"'e H

Wykazalismy w ten sposob, ie w o okreélone jest dzialanie
grupowe, elemvent jednostkowy e naleiy do- H i wreszcie dla
kazdego elementu b e H element odwrotny 5-' tez nalezy
do H. Ponadto dzialanie w H jest laczne, bo jest ono lezne
dla dowolnych elementéw (.

Jesli o jest ustalonym elementern grupy G, to rownied
glementy a0a, a0ada, ...,a ', altoagt, gl ogio
oa”', ... nalezqa do G. Dla uproszozenia zapisu element
aoa0.. Oa oznaczamy symbolem a®,

AL WA L A

L
element a=! ©ca”' © ... 0a "' symbolem a=",

n
ponadto preyimujemy o = e,
Moina udowodnié, ze obowiazuje wzér

e og =gt
gdzie a € G, m, n 53 dowolnymi liczbami catkowitymi, Element
a" pazywamy r-ta pot¢gsg elementu a.
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podgrupa cykbicina gensrowana

Wykatemy, 2e zhidr wszystkich poteg ustalonego elementu a

grupy G stanowi podgrupe grupy G. Istotnie dla poteg a”, @™ |

element
SOl m " Og" "= g™

tet jest potega elementu a. Wobec tego na mocy powyiszego

twierdzenia, potegi elementu a stanowia podgrupg grupy G.

Podgrupg zlozong ze wizystkich poteg elementu a nazywa- ;

my podgrupa cvkliczng generowana przez a,
Przyklady 3
1. Zbitr lezb podzielnych przez 5 jest podgrupa cykliczng
generowang przez 5, grupy wszystkich liczb catkowitych,
2, Niech & bgdzie grupa izometrii plaszczyzny, Rozpatrzmy
obrot £ dokota ustalonego punktu & o kat 90°%, Zbior wszyst-
kich poteg tego elementu zawiera cztery roine przekszialcenia:

przez 3 reszig 1, trzecla — z liczb dajacych przy dzieleniu
przez 3 reszig 2.

Pokalemy, ie kazdy element grupy & nalezy do dokladnie
jednej warstwy wzglgdem podgrupy H. Oczywidcie element o
naledy do warstwy aff. Zaldimy, 2e aebH. Pokazemy,
zeaHl = LM, Z zalozenia wynika, se @ = bh dla pewnego ke H.
Dowalny element warstwy o/ ma postaé ¢ = ahy, gdzie
hye H, Zatem

c=afy = (b Ay = b ©(hh) e bH
Wynika stad, e ce bl a wiec aHf = bH.
Z drugiej strony b = ah~!, wieec beal i prowadzac

analogicziie rozumowanle, stwierdzimy, e 6 < al. Stad
aH = bH,

Z powyiszego wynika dla grup skoficzonych

F—obrdt o 90° f* — obrdt o 180%, f* — obrdt o 270° Fadania
i &=f*— obrbt o 360° (toisamosé). Podgrupa cykliczna ] "1 Podaé praykiad grupy ::,:ip?“"h (Lagrange). Rzqd podgrupy jest dielnikiem rzedu
generowana przez [ ma cziery elementy. nieskodczone], kidre] katdy ;
Ervpn cyidicras Grupa jest cykliczna, jeéli istnieje w niej taki element g, mkg?:::::::;m Dowdd. Ni“h FG = n. Kaidy element grupy G naledy do
2e wszystkie elementy grupy @ s3 potggami elementu a Rlsskobosony, dokladnie jednej warstwy lewostronnej wezgledem podgrupy H,
Ponadta przyporzadkowanie

1.2 Podad przyklad grupy
nleskodczone), kidrej knddy FH—=al, [k =ak
slement ma regd skodezony,

3. RZAD GRUPY, WARSTWY

. . ustala odpowiedniodé wzajemnie jednoznaczna miedzy eles
vl gripy Liczbe elementow grupy nazywamy rzgdem grupy. Wobeg :: :::;J ﬁﬁiﬂ,‘;ﬂfﬁ mentami podgrupy H a elementami warstwy af {id?b?
tego r2ad grupy G wynosi n (piszemy r2G = n), jesli G Ml uyiery clementy ragdu . ahy = ah;, to mnozac przez a=' z lewe] strony oba wyrae-
dokladnie n elementdw, ruitnmls.lsr .Hﬂd grupy jlest 11! 3.4 Wykazat, £ grupa, ktbre] nia réwnofei, otrzymamy hy, = h,). Stad wynika, e liczba
skofezony (piisztm}r el = o), jefli elementéw & jest nie rend fest lezba plerwiay, jest elementow warstwy aH réwna jest liczbie rzH. Wobes tego

skofczenie wiele. urups eykliczng. d grupy G jest i n

til pod

P e p—— Rzedem elementu a & G nazywamy rzad podgrupy cykliczs ;:io:rmﬁiycf iloczynem rzedu podgrupy H i liezby Wll‘ﬂ:

nej generowanej prez 4.

Moina wykaza¢ [2], Ze rzad elementu ae G wynosi &
wtedy i tylko wtedy, gdy »# jest najmniejsza takg liczby nas
turalpa, #e &" = &, !

Aby wymnaczyé zaleinodt miedzy rzedem grupy a rzede
jei podgrupy wprowadzimy nastgpujace pojecie. Dla grupy

waratwa lusortronan slamenty warstwy lewostronng elementu g€ G wzgledem podgrupy H
nazywamy zbior {ah, ke H}. Warstwe te oznaczamy przez al
Przykiad
W grupie liczb calkowitych rozwatmy podgrupe H liczl
podzielnych przez 3, Warstwa elementu 5 wrgledem podgrik
py H sklada sig 22 wszystkich liczb majacych postac 5+ 3k
gdzie &k jest liczba calkowity, a wiec z liczb dajacych przy
dzieleniu przez 1 reszte 2. Widad, ze zbior liczb calkowi
rozpada sie na trzy warstwy: plerwsza sklada sig z b
podzielnych przez 3, druga — z liczb dajacych przy dzlelend

warilwa prawostronng clecentu

Warstwa prawostronng elementu ae G wegledem pod-
grupy H nazywamy Ha = {ha, he H}. Wlasnodel te] wars
stwy sa podobne do wlasnodcl warstwy lewostronnej,

4, HOMOMORFIZM, PODGRUPA NORMALNA,
GRUPA ILORAZOWA

W teorii grup wyrdinia sie te przeksztabcenia, kidre
zachowujg dzialanie grupowe. Niech G bedzie grupg wzgledem
dzialania o, &' — grupgy wzgledem dzialania [J.

Przeksztalcenie f1G —+ G' nazywamy homomorfizmem,
jedli dla dowolnych elementéw a4, be G

flaob) =fia) O fb)

Ismeamicr flzm

16

i Elementy teorll Galgls 17



judro o momgr Bxmy

podgrupa normalng

Preykindem grupy, kidre]

pewna podgrupa nle jest jadrem
tadnego homomorfizmuy, jast
grups lzometrll prackaztalcslacych
dany tréjkat réwnoboceny na ten
sam tréjkat. Grupe te skhada sig

£ przekazinloanla totiamolciowego
Iy mymwetril 8y, 8y 5 wagledem
syssiralnych kolojnych bokdw
ofaz obrotdw Oy, 03 dokols
irodia clyikodel trijlgta

o katy odpowiednlo 120° | 240°,

Przyklady
1, Przyporzadkowuige katdemu elementowi grupy G element
jednostkowy e grupy G, okreilamy homomorfizm & w G
2, Przyporzadkujmy kadej liczbie parzystej element 0,
a kaidej liczbie nieparzystej element 1 grupy C,. Aby spraw-
dzi¢, czy jest to homomorfizm grupy liczb catkowllych w Cy,
zauwaimy, #e suma liczb o tej samej parzystodci jest liczbg
parzysty, zad suma liczb o rbinej parzystosel — liczbg nie-
parzystg. W grupie C;

040=0, 1*1=0, 1i0=0}1=1

Jesli f:G - G jest homomorfizmem, to obrazem elementu
jednostkowego e grupy @ jest element jednostkowy grupy G,
Istotnie, z faktu e O e = ¢ wynika, #e f(¢) spelnia warunck
Fled O f{e) = fe). Stad wniosek, 2¢ f(#) jest elementem
jednostkowym grupy G'. Moga jednak istnie¢ réine od e
elementy grupy &, ktére homomorfizm f przeksztalca na
element jednostkowy grupy G,

Przyjmiemy nastepujjce okretlenie: jydrem homomor-
fizmu f:G =+ G’ nazywamy zbibr
{ae G:f(a) = &'}
gdzie ¢ jest elementem jednostkowym grupy G'. Jadro homo-
morfizmu f oznaczamy symbolem ker £

Jgdro homomorfizmu f:G —+ ¢ jest podgrupa grupy G.
Aby to wykazaé, wystarczy stwierdzié, ze jefli a, beker f
to ab='eker f
Istotnie
Flab™1) = f@yf (b7 = f@ B = e(e)" = e
wiec ab~! g ker [

Nasuwa sie tu naturalne pytanis: czy kaida podgrupa
grupy G jest jadrem pewnego homomorfizmu? Okazuje sig,
Ze nie.

Podgrupe H grupy G nazywamy podgrupg normalna,
Jeteli
h NgT'hgeH
pEG bEH
Powyiszy warunek rownowatny jest nastgpujacemu warunkos
wi: katda warstwa lewostronna wzgledem H jest rdwna odpo-
wiednlej warstwie prawostronne, lstotnie, jedll gH = Hg,
to dla dowolnego ke H, hg e gH, a wigc hg = gh;, g~ 'hg =
=k, e H, Jedli natomiast g-'hge H, to hgegH, wiw
Hg = gH i analogicznie gH = Hy.

Twierdzeale. Jeslt f:G — G' jest homomorfizmem, fo ker f Jes
podgrupg normalng grupy G.
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Dizialante w tej gruple podaje
tabalks

[I S, 5 8 0Oy Oy

r\r & & & o Oy
5|8 §F o 0 § &
SP '?I ﬂ: ' 'D:l. Se

&% O 0 I 5 &
'Di ! a:l. 3-: S. S; ﬂg I
O | 5; 5 5 85 I o

Rozwatmy podgrupe H zlotony
2 elementdw 1, 8,. Warstwa
lewostronna elementy O
wigledeim podgrupy H sklada sie
z elementbw O, 5, podczas gdy
warsiwa prawosironna slementu
0, wegledem H sklada alg

¢ elementéw 0,, §,. Zatom
Qg+ B o4 H- Oy, skad wynika, i
podgrupa I nie jest podgrups
normalng. Na podstawis
twlerdsania wynika stqd, ta

H nle jest jydrem tadnego
homomorflzmu, A

Nle modna w analoglezny

sposdb okredlié delabanis na
warstwach wigledem podgrapy,
ke nic jest normalng.
Rozpatrsmy w gropie izometrii
tréjkata réwnobocinege poderupe
N = [, 5.} oraz warstwy

0y H | 03+ H. Ponlewat

Oy H o= {0y, 5]y O3 H =

= (0, 54}, wice biorae

& plerwazej warstwy.0y, ¢ drugie]
0, | mnotac te elementy,
olreymupemy ¥, 0y = I
Natomiast blorae = plarwaze]
warstwy 5., z druglej £, | mnaoise,
etrzymujemy 5, 5 = 0.
Elementy J oraz O nis nalety

o jodoe] warstwy (anl lewo-
Mronps], anl prawosironne])
wigledem podgrupy H.

Dikenzuje sig wige, b w tym
praypadiu Hoozyn elemantdw
wybranych z warstw nls wyznacea
Jednoznacania warstwy.

Dowd. Stwierdzilitmy wy2ej, 2e ker [ jest podgrupa grupy G.
Przypudémy, e g& G, h&ker £, Wobeo tego

Slg=thg) = flg=t)-F i) flg) = Flg=")e flg) =
=flg="Vflg) = flg=' g) m fle) = ¢

Wynika stad, e g=' hg e ker £.

Przykiad

W grupie liczb catkowitych € podgrupa liczb podzielayeh
przez ustalona liczbe » jest jadrem homomorfizmu odwzoros
wujscego © na C, | preyporzadkowujacego liczble mr reszig
z dzielenia m przez m. Podgrupa liczb podzielnych przez a
Jest wiee podgrups normalng,

Wykaiemy obecnie, 2o dla kazdej grupy © i jej podgrupy
normalne] H istnigje grupa ' oraz homomorfizm ;@ =+ &',
ktbrego jadrem jest H, tj. krdtko mbwiqe, katda podgrupa
normalna jest jadrem pewnego homomorfizmu.
Rozpatrzmy zbidr warstw (dla ustalenls uwagi — warstw lewo-
stronnych) w gruple & wzgledem podgrupy normalnej H.
W dalszym ciagu bedziemy méwié krdtko , warstwy", opusz-
czajge stowo, ,Jewostronne”, gdy: dla podgrupy normalne
warstwy lewostronne sq rownle: prawostronne. W zbiorze
warstw okrefimy dzialanie wrorem
aH O bH = (ab) H
Wazdr ten podaje nastgpujaca zasadg: aby wykonaé dzialanie
na dwich warstwach, do ktoérych nalezy odpowiednio ai &,
mno#ymy a przez b i za wynik dzlalania na warstwach blerzemy
g warstwe, do kidrej nalety ab. Aby upewnlé sie czy ta regula
jest poprawnie okredlona, a wigc czy wynik dzialania nie
zalety od sposobu wyboru elementdw z warstw, musimy
wykazaé, 2o jetell o' @ g, &' e bH, to
(@Y H = {(ab) H
Poniewai ' € aH, wiec o' = ak; dla pewnego b, & H, Podob-
nle & = bh; dla pewnego hy & H. Wobec tego
a'l’ = {ahy) (bhy) = a{k; b) hs
Poniewat kb e Hb oraz Hb = bH, wiec element A b naledy
do 6H.

Istnleje zatem ke H, dla kibrego hy b = bhy. Stad

@b = a(hb) by = a(bhy) by = (ab) (hahs) & (ab) H
Wykazaliémy, 2e a'd’ € (ob) H, stad wynika, 2e (@’b) H =
= (ab) H,

Wykatemy, e 2bi6r warstw w grupie G wegledem podgrupy
normalnej A stanowl grupy wzgledem dzialania
aH 0 bH = (al) H
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grupa Horarewa

Zadanla

41 Wraczyd whastkie
homomorflzmy odwrorowijice
Cy w grupe O oraz wazystkie
homomorfizmy odweorowujace
Cp w Cu. Wyrnacayd jgdro
kaddego z iych homomorfizmdw,
4.3 Wykazat, 2t kadda podgrupa
Erupy prremicnng] jest podgrups
normalng.

4.3 Wykizad, £ jeill podgrupe
grupy regdu 2k ma rzad k; to

jest podgriops normalng.

4.4 Wykirad, 2e obraz )
homomorficzny grupy skofcione)
ma read bediey deielnikiem
rzedia danej grupy.

1. Dzialanie to jest laczhe

(aH o b)Y o el = (ab) H 0 cH = [(ab)e] H =

= [a(be)] H = aH G (bc) H = o © (bH © ¢H)

2. Elemeéntem jednostkowym jest warsiwa elémentn jednostko=
wego ¢ e G, gdy?

e Qall = (ea) H = alH, aH ©eH = (a¢) H = aH

1. Dla dowolnej warstwy of elementem odwroinym jJest
warstwa o~ LK. Istotnie

af oa 'H=(ga"")H = el

a‘HoaH = (g~ 'a) H = el

Grupe warstw grupy & wzglgdem podgrupy normaingj A
z dzialaniem okreflonym nastgpujaco i

aH © bH = (ab) H

nazywamy grupg ilorazowd gripy G modulo ¥ | oznaczamy
symbolem G[H.

Majae grupe @ i podgrupe normalng A, mokemy okredlié
naturalne odwzotowanie f1 G <+ G[H, ki6re przyporzgdkowuje
kaddemu elementowi a € & warstwe tego elementis f{g) = .
Przyporzadkowanie to jest homomorfizmem
Sab) = (ab) H = aH o bH = f{a) o f(b) 4
a jadrem tego homomorfizmu jest zBior
faeG, flay=eH} = H
Udowodniliémy w len sposdb

Twlerdzenle. Jedli H fesr podgrupq normalhg grupy G 1o
preyporzgdkownjqe katdems elementow! grupy G jego warsiwe
wagledem H, oiripmuferny Romoemorfizin grupy G na GIH,
kidrego fadrem fest H.

Prayklad

W grupie liczb calkowitych rozwatmy podgrupg normalng |

liczh podzielnych przez 3. WyzZnacza ona trzy warstwy, na
ktorych dzialanie podaje tabelka

l:dl:iu_ kresecika oznacza warsiwe,
np. 1= {dks1}, k=01, =1,2, =3,

homao

3

orfizmn  grupy liczh catkowityeh w prupe warsiw,

rzqdkowujackadde) liezble n warsiwe 7, okredlamy

permatacja

Kaida izometria odwzorowuiics
kwadrat ABCD ng ton sam
kwadsat wymnacea pawng
permrytacis ahiorn wisrsholkdw
tego kwadratu (A, B, C, D},

AP, Bymetrla wegledem
prackatne] AC wyznaoa
permulacly

(A BC D

ADC 8

Nis knidg jedsak permutacie
thioru A, B, €, O maing

uzyskad proez jzometrly kwadratu,

pdyE obrazaml wierzeholkdw
syslednich muszy byé
wicrachodk| sqsiednie. Tak wige,
np. permulach

(A BC D

ACAD

nig jest, wymnaczona preez dadng
irometrig kwadraty,

cykl

evkis rozlgeens

dlugodd cylidu

5, GRUPY PERMUTACI

Wirdd grup skofigzonych na siczegdlng uwage zasluguja
grupy permutacii,

Przeksztaleenie réinowartodciows zbloru skpficzonego 4
Ba A nazywamy permutacia shioru 4. Permutacie zbioru
w-elementowego stanowla  grupe precksziadced rzedu !
Oznaczamy ja przez 8. Dla uproszezenia zapisu prayimujemy
ewykle, 20 4= {1,2,..,#), Permutack preedstawiamy
W postact

lf 2= ( L] 1’) LLER ] RI )
o (1), a(2), ..., o n)
Na praykiad permutacja
(1 213 4)
1124
jest przeksztalcenlem, w ktérym obrazem elementu 1 jest 3,
obrazem 2 jest 1, ohrazem 3} jest 2, obrazem 4 jest 4, Taki

zapis umoiliwia latwe wyznaczenie przeksztaleenia odwrots
nego oraz zloenia permutacii, np,

(1234)"' (3114 1234
3124 1234) (231#)

(1 234) (l 234)&;(] 214)
3124/ 4312 421311

Pm' w;fmamniu permutagii  odwrotnej zamisniamy
migjscami wiersz pierwszy | drugi, a nastgpnie porzadkujemy
kolumny, Przy skiadaniv permutacli wyznaczamy obrazy
kaleinych elementéw w preeksztalesniu lozonym pamigtajae,
e zgodnie 2 praylelym awycsajem zaplsywania funkceii zloos
nych, najpierw wykonulemy praeksztalcenia napisane po
prawe] strenie.

Wygodnle rdwnled zaplsywaé permutacle w postacl ilos
czynu tzw. eykli, Permutacs v nazywamy eyklem, jedli w zbic-
rze permutowanym A istnigje Pﬂ‘hﬂﬁr B o= {by, bay o1 by}
o te} whasnodel, de

1(“'1‘#1! T{*I}“'bilu'\.f{huﬂﬂh.

natemiast vla) = a dla ag A~ 8,

Dwa cykle nazwiemy rozlacznymi, jedli zbiory poruszanyeh
przez nie elementéw 34 rozigezne.

Liczbg elementdw poruszanych przez cykl nazywamy diugodeiy
cyklu,

7ib) = h
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Pravkiady
1. Permutacja

1234
Ly (3 42 1)
jest cyklicena, pgdy: przyimujac B e {1, 3, 2,4}, mamy °

)=, aN =2 n(D) =4 s{d) =],
2. Permutacia

123 4)
< o (z 431
rownlet jest cykliczna, gdyz dla B = {1, 2, 4}, mamy o(l) =

=2, o(l)=4, o(4) =1, natomiast o (3) = 3,
3, Permutacia
# (1 21314
214 3)
nie jest cykliczna, gdy: dia kagdego /= 1,2, 3, 4, 1() i,
Zakladajgc, 2= bylaby to permutacja cykliczoa, naleialoby
przyjaé B = {1, 2, 3, 4}. Tymczasem v (1) = 2, 7(2) = L,
Przyjmijmy nastepujaca zasade zapisywania cykli; zapis
7 m (g, @1y 0y @) 0znacza cykl x, dla ktérego
B= {a;_, B3y e @}, Tl = @2, 0y B @en) = a2,
wlm) = a,
Z zapisu tego nie moina odczytaé, jaki jest zbidr wszystkich
clementdw permutowanych; mozemy wiee stosowad ten zapis
tylko wiedy, gdy wiadomo w jakim zbiorze okreflona jest
permutacja .
Preykiad
Miech 4 = {1, 2,3, 4, 5}, MoZemy zapisaé
12345
1,3, 4) m " 1,2,3,4,3355(
¢ } (3 241 5) ( ]
1234 5]

1234%
23451)

{3'2’4’”“(342 15

(L42) = (4 2,1) = (2, 1,4) = (1 i 5)

41323

Twlerdzenle. Kaida permutacia jest cyklem lub iloczynem eykll
Dowdd, Zastosujemy indukcje matematyczng ze wzgledu
liczbg elementow zbioru permutowanego A = {ay, @3 ..., @ )s
Dlg r = | teza twierdzenia jest oczywista, bowiem isini
tylka jedna permutacja zbioru A = {e,}. Jeat 1o permuta
toksamodciown, kidra jest cykliczna.

22
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Niech n = 1. Przyimiimy zalozenie, 2o kaids permutacie
zhioru majacego mniej niz » elementdw moina przedstawié
w postagl iloczynu permutacii cyklicznych, Rozpatrzmy
permutacle & zbioru A = {a@y, @2 ..., 8}, Ulwbrzmy nastg-
pujacy ciag elementow zbiory A

bo=ay, & =xnla),
by = m (b)) = mm () o by =mlby-1) = m .. nlay)
1—.#-'

Poniewaz zbior A jest skoficzony, wiee pewne wyrazy tego
ciggu muszg sie powtarzad, Przypusémy, e liczba k jest naj-
mnigjsza taka liczbg, 1% wyraz b, jest rdwny jednemu z po-
przednich, Pokatemy, e by = by. Zakladajac, e by # by,
otrczymujemy b, = b, dla 0 < 5 < k, a poniewai m (b)) =
= b= by = & (o), wiee byoy = by (bo permutacia jest
funkcjg réwnowartosciows, a to przeczyloby okreéleniu
liczby &). Jedeli k = n, to elementy

b = ay , by mpim) iy = ﬂ:‘-"l’ (as}
L
sa wizystkimi elementami zbioru A, wige permutacja m jest
cykliczna.
Dila k < n rozwaimy zbidr A" zlotony z¢ wszystkich elemen-
tow zhioru A réinych od bo, by, ooy Bi-1s
Badana permutacje m modna przedstawié w postaci iloczynu
permutacji cyklicznel (bo, 1, oo b= 1) 1 pewnej permutacii v
zhioru A’. Do permutacii + mofemy zastosowaé zalofenic
indukeyjne, mdyt liczba clementdw zbioru A Jest mnlejsza
od n. W wyniku otrzymamy rozkiad permutacii = na iloczyn
eykli. Na.mocy zasady indukcji kazda permutacja jest cyklem
lub iloczynem cykli. [ ]

Przyklady °
1. Rozlotymy na cykle permutacis

123455?3)
“'(432735145

Obrazem elementu 1 jest 4, obrazem 4 jest 7, obrazem 7 jest 1.
Otrzymujemy wiec cykl (1,4, 7) i mozemy napisaé

12345678 231568
“’(1'4'7}(1 1248 5‘16) '[1'4’?](3 285 6)

Obrazem 2 jest 3, a obrazem 3 jest 2, wiec mamy

28 ”) = (1472386

x= c1,4.m2.31(s &
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tranmpozycis

2. Rozlé2my na eykle permutacig
12345678
5 [z 836745 1)
Podobnie jak poprzednio znajdujemy, ze
14567
36745

Mnodenie permutacii nie jest przemienne, np. (1,2, 3)
(1, 3, 4) = (2, 3, 4), natomiast (1, 3,4)(1,2,3) = (1,2, 4).

Zauwaimy jednak, e mnoienie cykli rozlacznych jest
przemienne. Wobec tego porzadek cykli rozlacznyeh, na ktére
rozkladamy dang permutacie, jest dowolny.

Cykl o dlugedei & jest oczywifcle elementem rzedu k
w grupie permutacii, iloczyn rozlacznyeh eykli o dlugosci
ky ks, .oy b jest elementem, ktérego rzad jest réwny
najmnigjsze] wspdlnej wielokrotnoséi liczb &y, ks, oo ke

Cykl o dlugoéci 2 nazywamy transpozycjs. Poniewaz kazdy
cykl jest iloczynem transpozycii

{ﬂtr By vy i1y a.k} = (i, g (01, O l} ans (31, ﬂ?ﬂ 'Eﬂ'n az)
wigc kazda permutacja jest iloczynem transpozyeji, Rozklad
na transpozycie nie jest jednoznaczny, np.

(1, =(1,20(1,2)(1, 2} _
Okazuje sig jednak, e jeili w pewnym rozkiadzie danef
permutacii wystgpuje parzysta liczba transpozycji, to kaidy
rozklad tej permutacii na transpozycje zawiera parzysty liczbe
czynnikdw. Przypuidmy bowiem, Ze pewna permutacia
ma jednoczednie rozklad na parzystg i nieparzysta lezl
transpozveil -

RET) T ..,.0, &) 03 .. Oy ¥
gdzie: k jest liczbg parzysta, m — liczba nieparzysta, zad
Ty 0 58 transpozycjami,

Poniewaz o;' = &, wiec mnoiqc powyisza rownosé z prawel
strony kolejino przez o, Gw—i, ..., F1, 05, OlEZYMAamy

n=(1,2,3}( ]=(11 2,8) (4, 6) (5, T)

TiTa oo Tk Fm Ty oy T3y = 2

Element jednostkowy grupy permutacii zostal tu przedstawi
jako iloczyn nieparzystej liczby trans;ruz:rclji. Poniewaz dia
feejf isel, fo1

(ay, ag) = lay, ap) (aq, af) (aq, a;)

wige poprzednie przedstawienie elémentu jednostkowego mozna
zastgpié przez

(asa,) (as, a,) . fag @) = ¢

24

pormautacia parzysth

perpvuincia nicpRrIyala

Ay jest podgrupg normalng
grupy 8. Dlaw = 1, d; = 8.
Matomiast dla m = 1 g dwie
warstwy lewostronne wzglgdem
Ay jedna z nich zawisra
wizysikle permulacie parzyste}
druga — wazysikle parmutacie
nlepareyete, Warstwy te 8q
Jednoczednle warstwami
prawostromny mi,

gdzie liczba f transpozycji jest nieparzysta. Permutacia todsa-
mosciowa przekszlﬁh:a kazdy element ¢, na ten sam element,
Wynika stgd, ze w ostatnim przedstawieniu liczba transpo-
2ycji {ay, @) musi by¢ parzysta, Otrzymalismy wige sprzecz-
nosc,

Permutacie nazywamy parzysta, jesli rozklada sie na parzy-
stg liczbe transpozycji. Permutacje nazywamy nieparzvsta,
Jedli jest iloczynem nieparzystej liczby transpozvcji (albo jest
transpozycial

Permutacje parzyste stanowig podgrupe S, : iloczyn dwoch
permutacji parzystych jest permutacjs parzysta, permutacja
odwrotna do permutacii parzystej (moZna jg zapisaé jako
iloczyn tych samych transpozyejl, lecz ustawionych w od-
wrotnym ' porzadku) jest permutacly parzysta, Podgrupe
permutacji parzystych oznaczamy symbolem A4, Dla n =1
przyporzadkowujge permutacji parzystej & permutacig (1, 2) x,
ustalamy odpowiednioéé wzajemnie jednoznaczng miedzy
zhiorem permutacil parzystych a zblorem permutacii nie-
parzystych, Wobec tego liczba permutacii parzystych rowna
jest liczbie parmutacji nieparzystych i wynosi sl/2,



21, GRUPY -ROZWIAZALNE

Okredlilismy grupe rozwigzalng jako grupe G, dla kitdrej
I:‘tnl-ljs clgg podgrup G = G, 2 G, 2 ,,, = G, = {e}, spel-
pinjgey dwa warunki dla I = 1,2, .., 0=1;

1) G4y jest podgrups normalng grupy G,
2) grupa ilerazowa G,/G;.. jest grupg cykliczng,

Okakuje sig [1), ze otrzymamy réwnowaing definicje,
mastgpujac warunek 2 nastepujacym warunkiem:

') grupa {lorazowa G,/G, 4, jest grupg przemienny,

W srceegdlnodei kaids grupa preemienna jest rozwigzalna,

Edy? ciig G = {e} spelnia wymagania tej zmodyfAkowans
defipicii,

B8 i

Przyklady '
1, Grupa permutacji trzech elementdw S5 jest rogwigzalna,
Rozpatrzmy bowiem ciag podgrup 8 = 43 = {1}, gdzie A,
jest podgrupa permutacii parzystych. A4y jest podgrupq
indeksu 2, jest wiec podgrupa normalng, grupa zaé ilorazowa
ma Tzad drugi, skad wynika, 2e jest cykliczna. Wreszcie
grupa A; ma rzad trzecl, wiec jest cykliczna.

2. Grupa permutac)i czterech elementdw S, jest rozwigzalna,
Rozwazmy ciqg podgrup 54 = 4. & Vo = W = {]}, pdzie 4,
jest podgrupa permutacji parzystych, Vi = {/, (1,2)(3.4),
(1,3) (2,4), (1,4) (2,3)}, W = {£,(1,2)(3,4)}. Poniewaz rzedy
kolejnych grup w tym ciggu wynosza 24, 12, 4, 2, 1, wige
oprocz pary A¢ = Ve, kadda para dwdch sqsiednich ‘grup
ma te wiasnosé, e mniejsza podgrupa wyznacza dwie warstwy
w grupie wickszel, zatem jest podgrupa normalna, a grupa
ilorazowa ma dwa elementy, jest wiec grupa cykfezna. Spraw-
dzenia wymaga jedynie to, czy Vi jest podgrupa normalng
grupy As. Jedli odpowied# jest pozytywna, to grupa ilorazowa
ma irzy elementy, czyli jest cykliczna.

Rozwaimy jakakalwiek permutacie parzysty nie nalezacqy
do Vi, np. (1, 2, 3). Jest to permutacia parzysta, bo (1, 2, 3} =
= (1, 3) (1, 2), Wyznaczmy warstwy (1, 2,‘3} Vi, oz Feo(l, 2,
1), Poniewat
('I'l 2! 3}'-’ = “: 2: 3};

{1. 2: 3} (1, 2} (3, 4} = ﬂ| L4,
(1,290,324 =(2.4173),

(L2004, =0,42)

wieg

(1,2,3) Fo = {(1,2,3),(1, 3, 4),(2,4,3), (1, 4, 2)}
Matomiast

1,2, =41,2,3),

(1, 2)(3,4)(1,2,3) =(2,4,3),

(1, HEH0,2,3=042),
(,8HE20(L,2,0=(,34

wige

Fodl, 2,0 = {(1,2,3,(2,43,0,4 2,0, 34}
& zaiem ;
(1,2,3rF.= ¥, 2, 3)

Procz elementdw tej warstwy oraz slementdw VF,, pozostaly
jeszcze crztery permutacje parzyste (wazystkich jest 12}, kidre
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'aniewad kaddy aniomorfizm
<rala rozkladu wiclomianu F
nad cialem X polega na pewnej
permutacl plerwiasthodw
wielomlani f, wice wskazanie
grupy nicrozwinzalnej wirdd grup
permutacli (przy jednoczesnym
wakazaniu wiglomianu, dia
ktdrego ta grupa jest grupa
Galois ciata rozkladu) da nam
preykiad wielomianu, ktdrego
pierwiasikl nle wyrazajg sig
przez plerwiasiniki wzgledem
ciata K.

wobec tego nalezy do nastepnej warstwy lewostronnej, a fakie
prawostronnej. Wynika stad, 2e kakda warstwa Icwnstmnna-?
Jest rowna odpowiedniej warstwie prawostronnej, a zatem ¥y
jest podgrupa normalng grupy A..

Natomiast grupy permutacii wigkszej liczby elementow’
nie sq rozwigzalne, Przedstawimy tu dowdd nierozwiazalnosci
grupy S, ktéry po niewielkich modyfikacjach obowigzuje
dla wszystkich S, gdzien > 5, W tym celu korzystamy z lema-
tu, ktdrego dowdd moizna znaledé w [1].

Lemat. Podgrupa grupy rezwiqzalnef jest rozwigzalna.

Z lematu wynika, z¢ gdyby S byla grups rozwigzalna,
to jej podgrupa A, réwniei bylaby rozwigzalna. Pokazemy,
#e grupa As nie ma podgrup normalnych rozaych od As
i podgrupy jednostkowej. PoniewaZz 44 nie jest przemienna,
np. (1,2)(3,4)-(1,2)(3.5) = (3,5,4); (1, 2) (3,50-(1, 2 (3, ) =
= (3,4, 5), wigc wyniknie stad, Ze¢ A, nie jest rozwigzalne.

Niech wige H = 4. bedzie podgrupa normalng, H #
# {e}, Wobec tego do' A naleiy pewien element a ot e,
Rozlibimy element a na cykle rozlgcene i rozwaimy kolejne
preypadki. ]

1. a jest cyklem o diugodel 4 lub 5. Zmieniajgc ewentualnis
o¥naczenia elementdow permulowanych, modemy przyjac
am(l,2 3,4) lub a=1(1,2,3,4,5). Weimy element & =
=1(2,3,4) € As. !
Zatem a~'b~'abe H, plyi a ‘e H, b-labe H, przy tym
a~'b~tab = (4,3,2,1)(4,3,2)(1,2,3,4)(2,3,4) = (1, 3,4
lub '
a~'htab = (5,4,3,2, 1) (43, 2(1,2,3, 4, 5(2,3,4) = (1,3,4)
Wobec tego w tym preypadku cykl o diugosci 3 nalezy do H.

2. W rozkladzic na cykle najdiuzszy ovkl ma dlugosé 3.
Poniewaz cykle sq rozlgczne, wiee mogthy byé jeszcze tylko
Jeden cykl o diugodci 2, ale wiedy permutacgia bylaby nie-
parzysta, bo cykl o dlugoéci 3 jest iloczynem dwoch transpo=
zycji, a jest wige cyklem o diugodei 3. Zatem i w tym przypadku
do H naledy cykl o diugesci 3.

Przyjmijmy wigc a = (1,2, 3} H. Biorac 6 = (2,3, 4]
€ Ay, otrzymamy znodw a~‘b-‘abe H '

a" b tab = (3,2, 1104, 1, 2)(1, 2,31 (2,3, 4) = (1,4) (2, 3

Wobee tego iloczyn dwdch rozlacznych transpozyeji naleiy
do H.

3. Jedli w rozkladzie a na cykle rozlgczne nic ma eyklu
o diugodci wiekszej lub réwne] 3, to a jest loczynem dwbeh
roziqcznych franspozveiji,
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Zadania

21.1 Wykazad rozwigzalnods grupy
Galols rozklada wiclomiana
Fal

21.2 Wyjatnbd, dlaceago katde
réwnanis stopnla crwartego
mokna rozwlgzad preez
plerwlastniki, Plerwiastki jakich
stopnl nalety wyciggad pray
rozwigzywaniu réwnania stopaia
czwartega !

Powyzsze przypadki wyczerpaly wszystkie mozliwosci
i w kaxdym z nich dochodzimy do wniosku, Ze H zawicra
iloczyn pewnych dwéch roztgcznych transpozyejl. Przyimijmy,
ze ¢ = (1, 2) (3, 4) € H. PokaZemy, 2e iloczyn kaddych dwdch
transpozycji nalety do H.

Jesli fr, 5) (¢, &) jest iloczynem rozigcznych transpozycji,
to niech & bedzie permutacia
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Jedna z permgutacyi b, (1, 2) b jest parzysta oraz
((L,2)6)""c ((1,2) b) = b~'ch =

A (1 234 5) (1 z) (3 4) (r
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- (rs 5) (f, u).

skad wynika, Ze (r, 5) (v, ¥) € H. Stwierdzilismy w ten sposdb,

#e iloczyn dowolnych dwoch rozlgcznych transpozycil naledy

do H.

Miech wreszcie (r, £) (r, f) bedzie iloczynem dwoch nie-
rozlacznych transpozycji. Wérdd liczb 1, 2, 3, 4, 3 istniejg liczby
i, w.rdine od r, 5, ¢. Poniewai (r, 53 (r, 1) = (r, &) (v, w) (4,w)
wiec (r, ) (¥, 1) nalezy do H jako iloczyn elementow (r, 53 (, w)
{r, ¢), i (u, w)(r, ). Elementy te bedac iloczynami par rozigez-
nych transpozycii, naleza do H na mocy poprzedniego. Osta-
tecznie wiec iloczyn kakdych dwdch transpozycii nalesy do H,
a wobec tego iloczyn kaidej parzystej liczby transpozyeii, tj.
dowolna permutacja parzysta, naleiy do M. | |
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22. ROWNANIA NIEROZWIAZALNE
PRZEZ PIERWIASTNIKI

Omowimy teraz najprostsze przykiady rdwnan, ktorych
plerwiastki nie wyralaja sie przez pierwiastniki. Do tego
jednak jest nam potrzebna znajomodé nastgpujacych lematow.
Lemat 1. Sedli K jest podeialem ciala Nezb rzeczywistyveh,
F=x"+asx""*+ ... +a, jesr wielomianem o wapdiczyn-
nikach r clala K majqcym wszysikie plerwiastki rzeczywiste,
to f=x"
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