10. ELEMENTY ALGEBRAICZNE

Kaida liczba wymierna g, a takze takie liczby niewymierne,
jak \/ 2, i/i sa pierwiastkami pewnych wielomianéw o wsp6l-
czynnikach wymiernych. Wielomianami tymi sg odpowiednio
x—gq, x* =2, x3—2. Czy kazda liczba ma analogiczng wiasno$é ?
Okazuje sig, ze nie. Jak udowodnil matematyk niemiecki
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liczba algebraiczna

element algebraicony

element prresiepny

F. Lindemann, liczba 7 wyrazajaca stosunek dlugosci okregu
do jego Srednicy, nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu
o wspdlczynnikach wymiernych. Podobnie liczba ¢ =~ 2,7 ...,
ktoéra przyjmuje sie za podstawg logarytmu naturalnego, nie
jest pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspélczynnikach
wymiernych. Liczbe rzeczywista (lub zespolong) nazywamy
liczba algebraiczng, gdy istnieje wielomian (niezerowy)
o wspolczynnikach wymiernych, ktdrego ta liczba jest pier-
wiastkiem. Jefli dla danej liczby taki wielomian nie istnieje,
to liczbg t¢ nazywamy liczba przestepna.

Liczby algebraiczne mozna z pewnego punktu widzenia
traktowaé jako namiastki liczb wymiernychi. Sa to pierwiastki
rownaf algebraicznych o wspdlczynnikach wymiernych.
Poniewaz kazdy wielomian ¢ wspolczynnikach wymiernych

mozZna zamieni¢ na wielomian o wspolczynnikach catkowitych,

mnozac go przez wspblny mianownik wszystkich wspol
czynnikéw, wiec mozna zmodyfikowaé okreSlenie liczby
algebraicznej jak nastepuje: dana liczba jest algebraiczna wtedy
i tylko wtedy, gdy jest pierwiastkiem pewnego niezerowego
wielomianu o wspdlczynnikach catkowitych.

Wprowadzone poprzednio okreflenie liczby algebraicznej

moze by¢ latwo uogoblnione.
Przypusémy, ze K jest pewnym cialem, L — jego rozszerze-
niem. Element @€ L nazywamy algebraicznym wzgledem
ciala K, gdy istnieje niezerowy wielomian o wspdlczynnikach,
z ciala K, ktbrego pierwiastkiem jest clement @. JeS$li nato-
miast wiclomian taki nie istnieje, to element g nazywamy
przestgpnym wzgledem ciata K.

Jak widaé okre§lente to zalezy w sposob istotny od ciala K.
I tak np. liczba n jest elementem algebraicznym wzgledem
ciala liczb rzeczywistych (jest pierwiastkiem wielomianu x—7
o wspolczynnikach rzeczywistych), ale jak wspomnieliSmy
wyzej, jest elementem przestepnym wzgledem ciala liczb wy-
miernych (jest liczba przestepna).

Oczywiscie wielomian, ktérego pierwiastkiem jest dany
element algebraiczny, nie jest wyznaczony jednoznacznie.
Liczba \/ 2 jest pierwiastkiem wiclomianu x* -2, ale jest takze
pierwiastkiem wielomianow: x* —4; x3 ~2x, x + x?>—2x— 2 itp.
Tu mozemy bez trudu zauwazy¢, ze kai&y z tych wielomianéw
powstaje przez pomnozenie wielomianu x*—2 przez jaki$

wielomian. Czy jednak \/5 nie jest pierwiastkiem wielomianu
nie bedacego takim iloczynem? Wyjasnimy to w nastegpnych
rozdzialach.

Musimy jednak podaé¢ najpierw pewne informacje do-
tyczace aryvtmetyki wielomianow.
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11, WIELOMIANY NIEROZKEADALNE,
STOPIEN ELEMENTU
ALGEBRAICZNEGO

Istnieja glgbokie analogie miqdzy arytmetyka wielomianow
o wspolczynnikach z ustalonego ciala a arytmetyka liczb
calkowitych. Dzialania dodawania i mnoZenia wielomianéw
majg wihasnodci analogiczne do wilasnosci odpowiednich
dzialafi na liczbach catkowitych. Podobnie jak w zhiorze
liczb calkowitych, rowniez dla wielomianéw o wspdlczynni-
kach z ciala zachodzi jednoznaczno$é rozkladu. Wielomian
stopnia dodatifiego nazywamy nierozkladalnym, gdy nie jest
'on iloczynem wielomianow stopnia nizszego. Oczywiscie oba

" czynniki wystepujace w tym iloczynie maja byé wielomianami

o wspolczynnikach z danego ciala.

Rozwazmy najprostsze przyklady. Wielomian x2—2 jest
iloczynem dwéch wielomianéw o wspdlczynnikach rzeczy-
wistych x2—2 = (x—ﬁ) (x+ \/ 5), natomiast nie jest iloczy-
nem dwoch wielomiandow o wspolczynnikach wymiernych

‘majacych stopnie nizsze, gdyz takie wielomiany musiatyby

by¢ stopnia pierwszego, a zatem rozwazany wielomian mialtby
pierwiastki wymierne,

Podobnie wielomian x? + 1 nie rozklada si¢ na wielomiany
o wspolczynnikach rzeczywistych, natomiast rozklada sie nad

. cialem liczb zespolonych

x24+1 = (x+1) (x—i)

Wiasnos$é nierozkladalnosci zalezy wigc nie tylko od wielo-
mianu, ale i od ciala, nad ktorym t¢ nierozkltadalnos¢ badamy.
Aby nie powodowaé nieporozumiefi, powinniSmy mowic:
wielomian w jest nierozkladalny nad cialem K. Mozemy tez
powiedzie¢ krocej, w jest nierozkladalny tylko wtedy, gdy
wiadomo jakie cialo thamy na mysli.

Dowolny wielomian stopnia pierwszego jest nierozkladalny
nad kazdym cialem, do kt6rego naleza wspolczynniki tego
wielomianu. Jedno z podstawowych twierdzenn arytmetyki
wielomiandéw orzeka, ze kazdy wielomian stopnia dodatniego
o wspdlezynnikach z ciala.K albo jest nierozkladalny, albo
jest iloczynem wielomiandw nierozkiadalnych nad cialem K.
Ponadto rozklad wiélomianu na czynniki nierozkiadalne jest
Jjednoznaczny w nastgpujacym sensie. Jesli

f1f2 ---fm
9192 f"gn
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Analogicznie mozna ujaé istote
jednoznacznoéei rozkladu liczby
calkowitej na czynniki pierwsze.
Kaida liczba catkowita rozktada
sig na iloczyn liczb pierwszych
(ewentualnie zaopatrzonych

. w znak minus). W rozkladzie

takim mozna oczywiscie zmienié
porzadek czynnikow, a takze
dowolne dwa czynniki mozna
zamienié na liczby przeciwne, np.
6=2:3=32=(-3:(— 2)
=(-2)(-3)

Jednak kazde dwa rozklady danej
liczby catkowitej zawieraja te
samg liczbe czynnikéw pierwszych
i kazdy czynnik pierwszy,
wystepujacy w jednym rozkladzie,
wystepuje réwniez w drugim-
rozkladzie (ewentualnie

z przeciwnym znakiem).

sa rozkladami pewnego wielomianu na czynniki nierozkladalne

nad cialem K, to

Dm=n

2) po ewentualnej zmianie kolejnoéci czynmkéw jednego z tych
rozktadéw zachodza réwnoéci

fi=ag (=12,.,m
gdzie ¢, € K.

Okreslenie to moze wydawac si¢ do$é skomplikowane, ale
nie mozna go uprosci¢. Chodzi o to, ze (podobnie jak w aryt-
metyce liczb catkowitych) rozklad na czynniki nierozkiadalne
nie jest absolutnie jednoznaczny, np. musimy pogodzié sie
z mozliwoscig zmiany porzadku czynnikow. Tak wigc fakt, ze

x¥2=1=(x-1)(x+1)

7 e (Jz-x+ %) @x-2)

nie przeczy jednoznacznoci rozkladu.

Mozemy teraz sformutowaé nast¢pujace twierdzenie o ele-
mentach algebraicznych.
Twierdzenie. Jesli a jest elementem algebraicznym wzgledem
ciala K, to istnieje wielomian nierozkladalny o wspdlczynnikach
z ciala K, ktdrego pierwiastkiem jest a.
Wielomian ten jest dzielnikiem kazdego wielomianu w majacege
wspdlczynniki w ciele K i spelniajgcego warunek w (a) = 0.

Dowéd. Poniewaz a jest elementem algebraicznym wzgledem
ciala K, wigc istnieje wielomian f majacy wspoélczynniki w cie-
le K, dla ktorego f(a) = 0. Jeéli f nie jest wielomianem nie-
rozkladalnym nad K, to moina go rozlozy¢ na czynniki
nierozktadalne

f=fxfz v S

Poniewaz

f(a) = fi(a) fa(a) ... fl@)
wiec z tego, ze f(a) = 0 wynika, Ze fi(a) = 0 dla pewnego i.
Wobec tego f; jest wielomianem nierozkiadalnym o wspol-
czynnikach w ciele K, kt6rego pierwiastkiem jest a.

Niech teraz w bedzie wielomianem o wspolczynnikach
z ciala K, dla ktérego w(a) =0
Podobnie jak w arytmetyce liczb calkowitych, mozemy wy-
znaczyé iloraz i reszte z dzielenia w przez f;

w=gqfitr

przy czym r jest wielomianem nizszego stopnia niz fi.
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wielomian minimainy
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J

Zaldézmy, ze r nie jest wielomianem zerowym. Ale poniewaz
wi(a) = q(a@) fila)+r(a)

wigc r(a) = 0, tj. a byloby wspdélnym pierwiastkiem wielo-
mianéw f; oraz r, byloby tez pierwiastkiem ich najwickszego
wspolnego dzielnika. Jednak: wobec tego, ze f; jest nierozkla-
dalny oraz nie méze by¢ dzielnikiem r (+ ma nizszy stopieft),
wige ten najwickszy wspblny dzielnik jest wielomianem statym,
a zatem nie ‘'ma pierwiastkéw. Tak wiec zatozenie, Ze r 5 0.
doprowadzilo do sprzecznosci. Stad w = g'f}, tj. fi dzieli
wielomian w. B

Z twierdzenia tego wynika, ze kazdy element algebraiczny

- jest pierwiastkiem wielomianu nierozkladalnego, wyznaczo-

nego jednoznacznie z dokladnoécia do czynnika statego.
Ten wniosek umozliwia przyjecie nastgpujacego. okreslenia.

Stopniem elementu algebraicznego a wzgledem ciala K
nazywamy stopien wielomianu nierozktadalnego nad ciatem K,
ktorego pierwiastkiem jest a, taki za$ wielomian nierozkladalny
nazywamy wielomianem minimalnym elementu a.

Moze si¢ zdarzy¢, ze dla pewrego elementu mozna bez
trudu znalezé wielomian o wspélczymnikach z danego ciala,
ktérego pierwiastkiem jest ten element, natomiast sprawdzenie
czy jest to wielomian nierozkiadalny lub znalezienie jego
rozkladu na czynniki nierozkladalne moze sprawi¢ trudnosci.
Na przyktad, aby wykaza¢, Ze liczba xq = \/5+\/§ jest
algebraiczna, obliczamy

xZ=2+42.6 +3

x2—5=2./6

x5—10x2+25 = 24
x5—10x2+1 =0

Zatem rozwazana liczba jest pierwiastkiem wielomianu
vxt—10x2 +1

Okazuje sig, Ze wielomia:n ten jest nierozkladalny nad cialem
liczb wymiernych, stad wynika, ze liczba x, jest liczba algebra-
iczng stopnia czwartego. Dowéd nierozkladalnodei tego wielo-
mianu jest jednak dosd¢ ucigzliwy. Niestety nie istnieja kryteria
pozwalajace w latwy sposéb odréznié wielomiany rozkladalne
od nierozkladalnych nad danym cialem K, Kryteria takie
potrafimy poda¢ w przypadku ciala liczb rzeczywistych i ciala
liczb zespolonych (wynikaja one z zasadniczego twierdzenia
algebry). W przypadku ciata liczb wymiernych Q dogodne jest
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Symbol a|b oznacza, ze a jest
dzielnikiem elementu b.

Zadania
11.1 Rozlotyé na czynniki
nierozkiadalne a) nad ciatem
liczb wymiernych, b) nad cialem
liczb rzeczywistych, ¢) nad ciatem
liczb zespolonych nastepujace
wielomiany: ‘ ;
"

Cx341, 2342, x4, x4=2,
x441
11,2 Okreélié stopnie nastepujacych
liczb algebraicznych:

V2042 2445
2+e, gdzie
FD I RN

2 2

* 11.3 Okreslié krotnosé kazdego
z pierwiastkéw nastepujacych
wielomiandw:

(x2=-1)?(x3-1),
(63— 3x+2)2(x2 + x—6)2

kryterium Eisensteina. Jesli wielomian f = (7 96 BT S ot F
- +ay x+ag ma wsplczynniki catkowite.oraz istnieje liczba
pierwsza p spelniajgca warunki

PYay, Plag_1,..,play, plao, p*ta,

to wielomian f jest nierozkladalny nad cialem Q.

Przykiady

1. Dla kazdej liczby naturalnej n wielomian x"—2 jest nie-
rozkiadalny nad ciatem Q (liczba pierwsza 2 spelnia wymagania
kryterium Eisensteina). Wynika stad, ze liczba '{/5 jest liczbg
algebraiczng stopnia n.

2. Do wielomianu x*+ x3 + x2 + x -+ 1 nie mozna bezposrednio
zastosowa¢ kryterium Eisensteina. Pytanie o rozkladalnosé
nad cialem @ tego wielomianu jest jednak réwnowazne
z pytaniem o rozkladalno$é nad Q wielomianu otrzymanego
przez podstawienie x = y+1, tj. wielomianu

G+ 4O+ 1D ++ D+ +1+1 =

=743+ 6y  +4p+ 14y + 302 41 3y + 1 +p2 +2p+1 +
+y+1+1 = p*+ 503+ 10p2 + 10y + 5

Do tego wielomianu mozemy zastosowaé kryterium Eisensteina,
przyjmujac p = 5. ;
Poniewaz

x5—1 = (x—1) (x*+x®+x2+x+ 1)

wigc pierwiastkami wielomianu

X4+ x? a1 ;

sg rozne od 1 pierwiastki piatego stopnia z liczby 1.
Wykazaliémy w ten sposéb, ze liczby zespolone

2kmn 2kn
5

& = COS +i*sin Cp k=1,213,4

sq liczbami algebraicznymi stopnia czwartego.

Ponadto zauwazmy, e jeéli wielomian stopnia wiekszego
od 1 ma pierwiastek g w ciele K, to dzieli sie przez x—a,
jest wiec wielomianem rozkladalnym.

Natomiast z rozkladalno$ci wielomianu nad K nie wynika
istnienie pierwiastka w ciele K, np. wielomian x*+1 nie ma-
oczywiscie pierwiastkéw rzeczywistych, choé

X4 = (420 +2) (2~ 20+2)

Jedynie dla wielomianéw stopnia nie wigckszego od 3 istnienie
rozktadu pociaga za sobg istnienie choéby jednego czynnika
stopnia pierwszego, a wiec- istnienie pierwiastka w ciele X,
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pierwiastek wiglokrotay

‘W rozumowaniu powyzszym wykorzystaliSmy fakt, Zze a
jest pierwiastkiem wielomianu f, gdy f jest podzielny przez x —a.
Pierwiastek a nazywamy wielokrotnym, gdy f dzieli sig
przez pewna potege wielomiany x—a. Dokladniej, element a
jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f, gdy f dzieli sig
przez (x—a)*, ale nie dzieli si¢ przez (x—a)*+1.
Wielomian
(x—2)%(x+1)*(x—5)
ma dwukrotny pierwiastek 2, trzykrotny pierwiastek —1,
jednokrotny (pojedynczy) pierwiastek 5.




