‘12, ROZSZIERFENIE CIALA
O ELEMENT ALGEBRAICZNY

Wapominalismy poprzednio o ciele Zofonym z licgh
a+b /2, gdzie a, b sq liczbami wymiernymi. Jest ta foznzerze-
nie clak licgh wymiemyck @, przy coym jest to najmnicisze
cialo zawierajace wszystkie liczby wymierne oraz liczhe ,,-" 1.
Isteinié, kazde cialo zawerajace liczby wymieme a, b oraz
liczbe +/2 mwicra liczbe a+b /2 :

Preyputcnly, Ze jest ustalone cialo K i pewlen element o
algehraiceny wzgledem ciate K. MWiech I bedzie pewnym
matalomym rosszerzemiem ciala K zawlerajacym element a.
Wyjainimy, z jalich elementdw sklada sie pajmnisjaze podaalo
ciafa L zawicrajace cialo X orar element o

Frzypuscmy, 2e a jest elementem algebraicznym stopnia x
wegledem clala K Nigch

= fig X4+ ... “+é&n

bedzie wislomignem minimaloym elementu a.

W kazdym cicle 53 wykonalne dziafania dodawania, odejmo-
wania, mnodenia, dzielenin [przez elementy rozne od zera),
ratétn kadde rozszeczenie ciale X zawiern wszystkie clementy
majgre posEd |

Loty @ty a4 . o at

gdzie ¢ & X, Ukazuje sig, 22 modna ograniceyd sle do wylkdad-
nikow & mpiejszich od n. Jedli hﬂ‘mcm k = pr, t0 ToEwaLINY
nastgpujacy wielamian

Fe=dgto x4+t ., ot
wyznacgmy llorak i reszte = drielenia tego wislomianu prasz f
§=qf4r
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przy czym
r=dot+dy x+ ... +d,_  x*1, dek !
poniewaz reszta jest wielomianem stopnia mniejszego niz
dzielnik. Dla x = a

g (@) = ala)f(a)+r(a)

poniewaz f(a) =0, wiec

g@=r(a

to znaczy, Ze

cotcia+ ... +e e =do+dyat ... +d,_;a !
Wykazemy, Zze zbior elementéw o postaci

cotcrat ... +Cp-qa*t

stanowi podcialo ciala L. Wystarczy stwierdzié, ze rdéznica
oraz iloraz elementdw majacych te postaé tez sa elementami
tej postaci. W przypadku réznity jest to oczywiste
(cotcya+ ... +cp-1 a"_l)—(do+d1 a+ ...dy-y a""‘) =
(co—do)t(ei—di)at ... +(eaoy—dp-y) a" !

Aby udowodnié, ze iloraz dwoéch wyrazen o rozwazanej
postaci tez ma tg postaé, wystarczy stwierdzié, ze jesli
fo'i“cl a+ ... +Cp-1y a1 #*0
to
(Cu+L‘1 a+ ... +Cy-1 a"‘l)“‘
tez jest elementem o takiej postaci.

Niech

g =co+ci X+ ... +cp-y x"1

Oczywiécie stopiefi wielomianu g jest liczba wigksza od zera
i mniejsza' od n. Wobec nierozkladalnoéci wielomianu mini-
malnego f wielomiany fi g sa wzglednie pierwsze, a zatem
([6], str. 180 twierdzenie 12) istnieja wielomiany @, v, dla
ktérych

l =¢'ftya

Wobec tego

pla)yf@+y(a) g =1

Poniewaz f(a) = 0, wiec

v(@rg@=1

to znaczy, Ze _

(Cotcia+t ... vy @)1 = y(a)

Element % (a) ma postaé

do+d1 a+ ... +dk a"
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4 Elementy teoril Galois

przy czym, jak stwierdzilismy wyzej, mozna zalozy¢, ze
k < 'n, Wobec tego zbiér

{Co""cl a4t ... +cp-y a1 s € EK} ’

stanowi podcialo ciala L, ktére oczywiscie zawiera cialo K

oraz element a. Kazde cialo zawierajace X oraz @ musi za-
wiera¢ wszystkie elementy o postaci

Cotepa+ ... ey att

wobec tego zbiér tych elementdw stanowi najmniejsze roz-
szerzenie ciala K zawierajace element «. Rozszerzenie to,
jak juz wspominali$my, oznaczamy symbolem K (g).
Przyklady

L QW2)={a+b2; a, be 0}
2 0(R2)={a+b3/2 +c3/F; a,b,cc 0}

3. Q(es) = {cotcies+cred+esal; e Q)
poniewaz

_ 2r ..o2;
&5 --‘COS—S“" +1 Sln—g“-

jest liczba algebraiczna stopnia czwartego.

4. Jedli a jest pierwiastkiem wielomianu
x°—2x34dx? -6 ‘
to

Q@) = {cotciat+era’+esa®+ecoa*; ¢ €Q}

5. Jesli ay, a, sa dwoma pierwiastkami tego samego wielo-
mianu nierozktadalnego nad cialem K, to moze si¢ zdarzy¢, ze
K(a;) # K(a;). Na przyklad pierwiastkami wielomianu
x*—2 nierozkladalnego nad cialem Q sa liczby:

a_1=V2_, a;=i‘{/f, a3=—{/f, az=—i‘{/f

Oczywisicie Q (:/E) # 0 (@ :/ E), bo pierwsze z tych ciat nie
zawiera liczb nierzeczywistych, drugie zawiera liczbg nie-

rzeczywista i-3/2.

6. Przykiad 5 wskazuje, ze na ogél cialo X (a,), gdzie a,
jest jednym z pierwiastkéw wielomianu nierozkladalnego f,
nie zawiera wszystkich pierwiastk6w tego wielomianu. Czasem
jednak moze by¢ inaczej, np. Q (zs) zawiera wszystkie pier-
wiastki wielomiahu

x4+ x3+ x4 x+1

gdyz pierwiastkami tymi sq: &, , &, e, & .
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13. BAZA I STOPIEN ROZSZERZENIA

Stwierdziliémy poprzednio, ze jeli a jest elementem alge-
braicznym stopnia n wzgledem ciala K, to kazdy element
ciala K (g) mozna zapisa¢ w postaci

coteyate; a?+ ... +Cpor @t

Pokazemy, Ze zapis taki jest jednoznaczny, tj. jesli

Co‘]?Cl atc;y a?+ ... T Cn-a a~t = do+d1 ﬂ+dz a*+ ...

cee Fdyoy @t 1)

to
co=dp, €1 =dy, .y Cam1 = doy (¥3)]

Gdyby bowiem miala miejsce réwno§¢ (1), natomiast nie
wszystkie réwnofci (2) byly speinione, to byloby
(co—do)+(ci—dy) a+(ca—da) @+ ... + (Comr~do) @1 =0.
tj. a byloby pierwiastkiem wiclomianu

(Co-'do)'*'(ar*dz)x+(Cz“"dz)Xz+ o+ (Cpmy—da g} X*77

ktory nie jest zerowy (nie wszystkie wspolczynniki sa zerami)

i ma stopien mniejszy niz # (mniejszy niz stopiefi wielomianu

minimalnego). Nie jest to mozliwe, zatem przypuszczenie,
¥e réwnosci (2) moga nie byé spelnione, doprowadzilo ‘do
sprzecznosei.

Zatem elementy 1, a, %, ..., a"~* maja nastepujaca wias-
noéé: kazdy element ciata K {(a) ma postal

eorl4ei-atea+ .. +ooga?t

(mowimy, Ze jest kombinacja liniowa elementéw 1, a4, @, e
wep @"1 0 wspolczynnikach co, €1, €2 ey Ca-t Z cig.ia K)

oraz zapis w postaci takiej kombinacji liniowej jest jedno-

Znaczny.
Taki uklad elementéw zastluguje na szezegdlng uwage.
Niech L bedzie ustalonym rozszerzeniem ciata K. Uklad
elementow ay, da, ..., @, ciata L nazywamy baza ciala L wzgle-
dem ciala K (albo baza rozszerzenia K < L), gdy kazdy
element ciata L jest kombinacja liniowa majacg postac

Cy 4y +C= Qs+ ... FCuly

o wspblczynnikach ¢ na_leicqcych do K oraz przedstawienie
dowolnego elementu ciala L w postaci takiej kombinacji
jest jednoznaczne. ‘
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StwierdziliSmy wyzej, 2e bazq rozszerzenia K < X (a), gdy a

] men aige a]czny Stopm (]
est eIe €] tenl 1 bI m a n wz 1 deln Clai K
g 2 3

1,a,a% ..., 0"
Nie jest to jedyna baza, np. dla rozszerzenia Q 2W/2),
oprocz bazy 1, \/5, mozna jako baze przyjaé np. uklad

1+/2 1-47
2’ 2

Istotnie

a+b/2 = (a+b) —Iii*/i +(a—b) 1=2
) 2

wigc kazdy element ciala Q(./2) jest kombinacia I
elementoiv \/— ) ombinacjq liniowa

+42  1-47
2. e
Gdyby przy tym bylo .

.

PR 2/ NP CV, S TV, S V.
to

ath . a-b hd ped e
AR i i e

wiec

ath _ ct+d  a-b c—d

2 zt 2 ! 2 2

(poniewaz zapis. w postaci kombinacji liniowej elementéw
1, 4/2 jest jednoznaczny). S$kad wynika, 2e g =c i b = d
Zatfam _rpozemy wyciagna¢ wniosek, ze dane rozszerzenie cial
moze ‘mleé wiele baz. Nasuwajg sie¢ w tym miejscu nastepujace
pytamal: czy dla kaidego rogszerzenia cial istnieje baza
czy rbine bazy tego samego rozszerzenia musza mieé tyI;
ls.ar:u::jo ele:gen;év:}? Te i podobne problemy rozwigzuje algebra
iniowa, 3. zi &] . s . f s 2
Aoty gebry zajmujacy sie tzw. przestrzeniami
Tu ograniczymy sig do sformulowania odpowiedzi na po-
stawione wyzej pytania. Musiny jednak nieco uogdlni¢ wpro-
wadzone wezedniej pojecia bazy. Chodzi o to, Ze nie zawsze
baza moZe skladaé sig ze skoficzone liczby element6w.
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baza roxszerzenia

Baza rozszerzenia K < L nazywamy uktad B elementow
ciala L, gdy:
1) kazdy element ciala L moina przedstawi¢ w postaci kom-
binacji liniowej skoriczonej liczby elementdw zbioru B o wspot-
czynnikach z ciala K;
2) przedstawienie dowolnego elementu ciala L w postaci takiej
kombinacji liniowej jest jednoznaczne, tj. w dwoch zapisach
tego elementu wystepuja te same elementy bazy, a wspol-
czyuniki przy kazdym z elementéw bazy sa w obu zapisach
rowne.
Wazne wlasnosci tak okre$lonej bazy podaje nastepujace
twierdzenie,
Twierdzenie. Dla kaidego rozszerzemia K < L istnieje baza.
Kazde dwie bazy tego samego rozszerzenia sq rownoliczne
(tj. albo obie maja nieskoficzenie wiele elementéw, albo obie
maja po tyle samo elementow).
Przyklady
1. Kazda baza rozszerzenia @ < Q (\/ 2) ma dwa elementy.

2. Kazda baza rozszerzenia Q < Q ({/2) ma trzy elementy.

Jesli pewna baza rozszerzenia K < L ma n e¢lementéw
(woéwczas kazda baza tego rozszerzenia ma n elementow),
to méwimy, Ze stopient tego rozszerzenia wynosi n i piszemy
(L:K) = n, jedli natomiast pewna (a wiec i kazda) baza
rozszerzenia K © L ma nieskoriczenie wiele elementéw, to
moéwimy, Ze stopien rozszerzenia K < L jest nieskoficzony
i piszemy (L:K) = co. Mowimy, e rozszerzenie K < L jest
skoficzone albo nieskoficzone w zaleznoéci od tego, czy stopien
tego rozszerzenia jest skoficzony czy nieskoficzony.

Przy badaniu rozszerzen skoficzonych interesujace i uzy-
teczne jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie. Jedli K < L < M oraz (L:K) = n, (M:L) = m,
to (M:K) = mn. ‘
Dowéd. Niech a,, az, ..., a, bedzie bazg rozszerzenia K < L
i niech by, b,, ..., by bedzie baza rozszerzenia L < M, Wy-
kazemy, ze zbior iloczynéw a; by(i = 1,2,...,m j=1,2,...,m)
stanowi bazg rozszerzenia K < M, a stad wynika juz teza.

Kazdy element x ciala M da sie zapisa¢ w postaci kombi-
nacji

"
X = ZCij

Jul
ktorej wspblczynniki ¢, naleza do ciala L. Kazdy ze wspél-
czynnikéw ¢; moina zapisaé w postaci

o= dya

fml
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. Zadania
13.1 Okreslié stopnie nastepujacych
rozszerzen: &

Q< 02,0, gdzie  ©
= L + l/..;:i
2
Q<= 0(,i)
2(y2) Q(I )
13.2 Wskazaé kilka baz rozszerzen;

2<=0(3/2), 0= 0/2,b

13.3 Przedstawi¢ w postaci
kombinacji elementéw bazy

1, 3\/2’7l 3 /4 nngtepujqoe elementy:

1 14+3/2 +23/4
» J—
Yr+1 2-3f2+33a
¥13.4 Wykazaé, Ze ni¢ istnikja liczby

wymierne a, b spelnijace
réwnosé

a+b’\/—=§/z

o wspoélczynnikach z ciala K. Wobec tego

B Zm:j diyay by

J=1 i=1

tj. x jest kombinacja elementéw a4, & o wspélczynmkach
dy z ciata K.
Gdyby

m n
3 (3 dyayby=
Jml =1
té z tego, Ze elementy b; stanowia bazeg, wynika

2 du’ﬂ: = ‘Zn:d;;'a; dla

Sl fw=1

(S dua)es

Jml lmi

J=1,2,..,m

z tego za$, ze a; stanowig baze, wynika

i=12,..,n

Zatem przedstawienie w postaci kombinacji liniowej elemen-
tow a;-b; jest jednoznaczne, co koficzy dowdd. il

dy=d; dla j=12,..,m,

Wn‘iosek Jesli K<L © M, to rozszerzenie K < M jest
skoniczone wtedy i tylko wiedy, gdy oba rozszerzenia K < L
i L « M sq skohiczone.

Dowéd. Jedli K < L i L < M sa skoficzone, to z powyzszego
twierdzenia wynika, ze (M:K) = (L:K)-(M:L), wiec (M:K)
jest liczbg skoriczomg. Jesli za$ cho¢ jedna z liczb (L:K),
(ML) jest nieskoficzona, to powtarzajac dowod poprzedniego
twierdzenfa stwierdzinty, ze (M:K) jest nieskosficzony. [ ]

Przyklady

1. (R: @) = w0, Jelli bowiem stopien ten bylby liczbg skoriczo-
na n, to dla kazdego ciala K spelniajacego zaleino$é Q =« K =
< R byloby (K:Q):(R:K) = n, skad w szczegdlnosci wynika
(K:Q) < n(+). Tymczasem, jak stwierdziliémy poprzednio,
a =""4/2 jest liczba algebraiczna stopnia n+1, baza roze
szerzenia @ < @ (@) jest 1, 2, @%, ..., &", wiec (Q (0): Q) = n+1,
tj. cialo @ (@) nie speinialoby zaleinofci (*). W rzeczywistosci
mozna udowodni€, ze rozszerzenie Q@ < R nie ma nawet bazy
przeliczalnej.

2. (Q (2 ,/3):0) =
= (@ (W2):0) (@2 ,V3)QW2)) = 4,
gdyz kazdy ze stopni (Q(,/2):0) i QW2 \/3)19(\/5))

wynosi dwa.
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3 (eW2,Y2):0) =
=@ W2):0r(Q(Z,32):0W2)) = 4,
gdyz oczywidcie (Q (JE): Q) = 2 oraz
QW2 Y:2(/2) = V2, _
bo {/5 jest pierwiastkiem wielomianu x*—2 nierozkla-
dalnego nad Q, ale rozkladalnego nad Q(\/E) na iloezyn
(x’-—ﬁ} (x’+\/ 2). Przyktad ten pokazuje, ze kolejne do-
aczanie elementéw algebraicznych wzgledem K prowadzi do
rozszerzenia ciala K, ktérego stopiefi moze byé mniejszy
od iloczynu stopni tych elementow.
4. Oczywiscie Q@ < Q (/2 ++/3) = Q(4/2 ,4/3), wice
QW2 +43):0) QW2 ,/3) Q(J"+J“”)) =

= (@ (V2 ,+/3):0)
‘Stwierdziliémy poprzednio, ze (Q (\/2— +\/3_ ):Q) =4, (bo
\/2_ + J 3 jest liézba o stopniu cztery, (Q (-\/5— , ﬁ ):Q) =
= 4, skad wynika, ze (Q (\/2_. \/3_):Q (\/E+\/3_)) =1, tj.
02,43 = (/2 +/3).
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Poniewaz rozszerzenie konstruowalne L danego ciala K
powstaje w wyniku kolejnych rozszerzen, z ktérych kazde
ma stopiefi drugi (dolaczamy pierwiastek Kkwadratowy),
wiec stopien rozszerzenia K < L jest potgga dwdjki

(L:K) =2"

98

L : s 434

I Kakdy slement aw L Jost algebraiosny weglgdem olala X,
Jowo stapled rowny stopniowl (K (@)1 K) Jest dulelnikiem liczby
F2% wdyd K < K (a) © L, Wynlka stad, ke stopled elementu
algebralcznego a wiglgdem clata £ jest tek pewny potega
dwajki.
Whiosek. Jesli punkt P jest konstruowalny z danego zbioru
Xy, to jego wspdlrzedne sa elementami algebraicznymi
wzgledem ciata Q (Xo), przy czym stopnie tych elementdw
algebraicznych sa potegami dwdjki.
Whniosek ten pozwala w wiclu przypadkach stwierdzié,
#e dane zadanie konstrukcyjne jest nigrozwiazalne. Pokazemy
to na kilku prostych przykladach.



