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Wyznaje poglad naiwny, ale logicznie bez zarzutu, ze |[...]
sq tylko dwie kategorie studentow: tacy, ktorzy juz lubig ma-
tematyke oraz tacy, ktorzy jeszcze jej mie lubig, ale mogq
polubié. Moja ksigzka adresowana jest do obu tych grup.

George F. Simmons, Calculus gems, MAA 2007

Tymczasem Emilie [Markiza du Chatelet] zagmuje sie alge-
brg, co bedzie bardzo jej pomocne w Zyciu, a nadto przyda

uroku w towarzystwie.

Voltaire, Listy
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Wstep

Mam nadzieje, Ze student nauczy sie tu, ze rachunki nie sq¢ ani glow-
nym sposobem uprawiania matematyki, ani jej gtownym celem, ani tez
glowng radosciq, jakqg daje matematyka.

Robert J. Valenza, Linear Algebra,
Springer Verlag 1993

Intuicja przestrzenna czy tez percepcja przestrzeni (...) to niezwykle
skuteczne narzedzie, i dlatego geometria jest tak istotng czescig mate-
matyki — nie tylko dla rzeczy oczywiscie geometrycznych, ale nawet
dla takich, ktore geometryczne nie sqg. Probujemy nadaé im geome-
tryczng postac, gdyz pozwala nam to korzystac z naszej intuicyi.

Michael Atiyah,
Mathematical Evolutions, ed. Abe Schnitzer
and John Stillwell, MAA 2002

Ksiazka moze stuzyé¢ jako podrecznik algebry liniowej i abstrakcyjnej, a takze
geometrii analitycznej dla studentéw kierunkéw matematycznych i technicz-
nych. Material z geometrii analitycznej staraliémy sie tu ograniczy¢ do mini-
mum koniecznego w algebrze liniowej. W szczegdlnosci skrétowo potraktowane
sa krzywe stozkowe. Wiecej powiemy o nich w kolejnym tomie, gdzie bedzie
mozna pokazaé ich istotne zastosowania.

Wstep do nowoczesnej matematyki

Dwa podstawowe dzialy matematyki, z jakimi styka sie student, to anali-
za 1 algebra. Analiza powstala w odpowiedzi na wazne pytania mechaniki;
w szczegblnosci, dzieki pracom Newtona, pozwolita zrozumieé¢ podstawowe za-
sady ruchu planet.

xiii



xiv Wstep

Algebra jeszcze do niedawna definiowana byta jako nauka o rozwiazywaniu
réwnan i ich ukladéw. Badania uktadéw réwnan liniowych doprowadzily do
odkrycia macierzy i wyznacznikow, a dalsze proby geometrycznego spojrzenia
na uklady réwnan daly matematyce przestrzenie i przeksztalcenia liniowe.
7 tematyki tej wyrosta algebra liniowa.

7Z kolei wzory na pierwiastki rownan algebraicznych trzeciego i czwartego stop-
nia wprowadzily do matematyki liczby zespolone. Proba znalezienia analogicz-
nych wzoréw dla rownan pigtego stopnia zrewolucjonizowata algebre, koncen-
trujac jej uwage na strukturach algebraicznych takich, jak grupy, ciata czy
pierécienie. Badaniem tych pojeé zajmuje sie algebra abstrakcyjna.

Algebra liniowa dostarcza narzedzi przede wszystkim dla analizy, réwnan réz-
niczkowych czy teorii prawdopodobienstwa; algebra abstrakcyjna wigze sie ra-
czej z matematyka dyskretng. Ale ich wspolna cecha jest poziom abstrakcji,
wyraznie wyzszy niz w przypadku analizy czy matematyki dyskretnej. Dzigki
temu wyktady z algebry daja pierwsze wyobrazenie o charakterze nowocze-
snej matematyki.

Ta nowoczesnos¢ ma swoja cene. Na wyktadach z analizy istotne zastosowania
pojawiaja sie czesto bezposrednio po wprowadzeniu odpowiedniego pojecia,
podobnie jest na matematyce dyskretnej. Algebra i geometria sg (niestety!)
zasadniczo inne. Pomiedzy pojawieniem sie jakiego$ pojecia a jego istotnym
zastosowaniem uplywaja czesto tygodnie (czyli 50-60 stron ksiazki). Tak wiec
Czytelnik powinien uzbroi¢ sie w cierpliwo$c.

Motywy przewodnie

Motywem przewodnim trzech poczatkowych czesci ksiazki sa réGwnania. Mo6-
wimy tu o liczbach zespolonych (i réwnaniach algebraicznych trzeciego stop-
nia), o stozkowych (i réwnaniach drugiego stopnia o dwu zmiennych) o ma-
cierzach (i uktadach réwnan liniowych). Aby zbudowaé ogélna teorie uktadéw
réwnan liniowych wprowadzamy przestrzenie liniowe.

W trzech koncowych czeéciach dominujg przeksztalcenia. W gruncie rzeczy
rozwijamy tu na poziomie abstrakcyjnym dwie proste idee: proporcjonalnosci
(czesé IV) 1 symetrii (czesé V). Te dwa motywy — réwnania i przeksztalcenia
— lacza sie w koncowych wyktadach, poswieconych teorii Galois.

Rachunki w dobie komputera

Naszym podstawowym celem jest zrozumienie poje¢ i zwigzkéw miedzy nimi.
Im lepiej rozumiemy material, tym tatwiej dostrzegamy mozliwe zastosowania.



Wstep XV

Czasem jednak niezbedna jest pewna biegtos¢ rachunkowa. W szczegdlnosci
wymagane bedzie swobodne operowanie liczbami zespolonymi i dzialaniami
na malych macierzach. Jest to konieczne dla rozumienia algebry.

Unikamy zadan trudnych rachunkowo. Tam, gdzie jest to konieczne podpo-
wiadamy odpowiednie instrukcje programu Wolfram Alpha®.

Zadania i dowody

Po kazdym podrozdziale pojawia sie seria zadan. Zadania umieszczone za
potréjnym karo moga wymagaé pewnej pomystowosci, a zawsze rozumienia
uzywanych poje¢. Staramy sie, aby wiekszos¢ pojeé pojawiata sie w réznych
kontekstach; tam, gdzie to mozliwe pokazujemy nietrywialne zastosowania. Na
koncu ksiazki do znacznej czesci zadan (zwlaszcza istotnych dla podstawowego
opanowania materialu) dajemy odpowiedzi badZz wskazéwki.

Wiegkszoé¢ twierdzen podajemy z uzasadnieniem. Rzadko sa to pelne, Sciste
dowody, ale warto je §ledzi¢, aby zrozumieé, jak to wszystko dziala.

Spiesz sie powoli

Matthias Beck i Ross Geoghegan w ksiazce The Art of Proof (Springer 2010)
kazdy rozdzial konicza taka sama formutka: Czytanie matematyki rozini sie od
czytania powiesci czy ksigzek historycznych. Powiniene$ mysle¢ powoli nad
kazdym zdaniem. Zazwyczaj bedziesz musial przestudiowac ten sam material
ponownie, czesto wiecej niz raz.

Uwagi autorow idealnie pasuja do materialu zawartego w tych wyktadach.
Zatem spiesz si¢ powoli.

Biogramy

Podobnie, jak we wcze$niejszych tomach tego cyklu w ksiazce przedstawiamy
sylwetki najwazniejszych matematykéw zwiazanych z wykladang tematyka.
Postacie oméwione szerzej w poprzednich tomach cyklu (w tym Karol Fry-
deryk Gauss) nie maja osobnych biograméw tutaj. Wyjatkiem jest Arthur
Cayley, ktéry odegral wybitng role zaréwno w rozwoju algebry liniowej, jak
tez abstrakcyjne;j.

Historia algebry jest wyjatkowo skomplikowana, rzadko mozna wskazany re-
zultat przypisaé¢ jednoznacznie konkretnemu matematykowi. Stad tez kilka
biograméw (m.in. Banach, Hilbert, Noether) dotyczy postaci, ktére zadecy-
dowaly o ksztalcie wspdlczesnej algebry i jej dzisiejszej pozycji, chociaz ich



nazwiska nie wystepuja w gtéwnym tekscie ksigzki. Z podobnych powoddw
umiejscowienie notek biograficznych w tekscie jest czasem do$é¢ przypadkowe.

Uwagi dla wykladowcow

Material ksigzki pozwala w naturalnym tempie realizowaé roczny kurs algebry
liniowe]j i abstrakcyjnej, a takze semestralny kurs algebry abstrakcyjnej. Praw-
dopodobnie najczesciej wykorzystywany bedzie jako podstawa do semestral-
nego kursu Algebra z geometrig analityczng. Taki kurs zazwyczaj ma program
dos¢ napiety i stabo umotywowany. Przy zachowaniu troski o motywacje moz-
na go poprowadzi¢ (przy minimalnych cieciach) na podstawie wykladéw 1-14
oraz 16-18, przy taczeniu wyktadéw 8-9 oraz 11-12. Laczone wyktady wymagaé
beda oczywidcie pominiecia czedci rozumowan lub innych elementéw.

ARV

W poprzednich tomach staralem sie w tym miejscu wskazaé¢ najwazniejsze
inspiracje. Sprébuje to zrobié i teraz. Czesci poswiecone algebrze liniowej na
pewno sporo zawdzigczaja podrecznikom Davida Poole’a Linear algebra i Tho-
masa S. Shoresa Applied Linear Algebra and Matriz Analysis. Pracujac nad
algebra abstrakcyjna korzystatem z Groups and Symmetry M. A. Armstronga,
Algebra and Geometry Alana F. Beardona, Abstract Algebra Ronalda Solomo-
na oraz Symmetry Kristophera Tappa.

Motto z Voltaire’a podpowiedziala mi ksiazka Jerzego Kierula Emilie du
Chatelet i Voltaire (PIW 2014).

Na zakonczenie chciatbym podziekowaé moim Kolegom i zarazem Redakto-
rom-Wydawcom ksiazki Marianowi Gewertowi i Zbigniewowi Skoczylasowi.
Pierwszy z nich zajal si¢ przede wszystkim redakcja technicznag ksiazki, w
szczegbdlnosci wykonal rysunki. Drugi zajmowal sie redakcja merytoryczna i
jezykowa. Podpowiedzieli tez kilka ciekawych zadan. Dzieki ich zaangazowa-
niu udalo sie wygladzié¢ styl, poprawié¢ uktad graficzny, a takze usunaé wiele
potknieé¢ jezykowych, pomytek w sktadzie i — czasem subtelnych — bledéw
merytorycznych. Bardzo dziekuje za te ogromna prace, tym bardziej, ze upalne
lato 2015 zupelnie pracom redakcyjnym nie sprzyjato.

Doséwiadczenie i teoria prawdopodobienstwa podpowiadaja, ze wiele innych
bledéw pozostalo — mam nadzieje, ze niegroznych. Oczywiscie odpowiada za
nie wylacznie autor.

M.Z.



Liczby zespolone i rownania






Pomysl sobie: w takim rachunku wystepujg z poczgtku catkiem so-
lidne liczby, ktore mogq przedstawiac metry, ciezary lub co$ inne-
go, rownie realnego, i przynajmniej sq¢ prawdziwymi liczbami. Przy
konicu rachunku tez sq takie liczby. Ale te liczby tqgczy cos, czego
nie ma. Czy to nie jest jak most, w ktorym jest tylko pierwsze i
ostatnie przesto, a przez ktory przechodzi sie mimo to tak pewnie,
jak gdyby stal caly? Dla mnie w takim rachunku jest cos, co po-
wodugje zawrdt glowy, jak gdyby kawalek drogi prowadzit Bog wie
dokqd.

Robert Musil, Niepokoje wychowanka Torlessa,
przekt. Wandy Kragen, Wydawnictwo Literackie,
Krakow 1993.

Algebra z dawien dawna zajmowala sie rozwiazywaniem réwnan i ich uktadéw.
Wspbélczesne definicje algebry okreslaja ja znacznie szerzej i bardziej abstrak-
cyjnie. Te bardziej abstrakcyjne elementy beda wyrazne poczawszy od trzeciej
czedci ksiagzki. Ale nasz kurs zaczyna sie i konczy réwnaniami.

Punktem wyjscia sa réwnania jednej zmiennej. Juz wzory na rownania trze-
ciego stopnia wymagaja wprowadzenia nowego rodzaju liczb — liczb zespo-
lonych. Same wzory sg calkowicie niepraktyczne, wiec nie bedziemy sie nimi
zajmowac. Ale liczby zespolone okazaly sie waznym narzedziem nie tylko w
matematyce, ale réwniez fizyce 1 naukach technicznych. Poswiecamy im trzy
poczatkowe wyktady.

W wyktadzie 4. przechodzimy do réwnan algebraicznych o dwu niewiadomych.
Rozwigzaniem takiego réwnania jest zawsze pewien podzbiér plaszezyzny, tak
wiec w istocie sa to zagadnienia geometryczne. Ograniczamy sie tu do réw-
nan pierwszego i drugiego stopnia — ich rozwigzaniami sa zazwyczaj proste i
krzywe stozkowe (elipsa, hiperbola i parabola).



Wraz z przej$ciem do dwu (i wiecej) zmiennych algebra w istocie zaczyna by¢é
geometrig. Ta plynno$é¢ pomiedzy algebra — czyli przeksztalcaniem wyrazen
a geometria — czyli wyobrazeniami przestrzennymi, bedzie widoczna takze w
dalszych czesciach ksigzki.

Réwnania kwadratowe rozwiazywali juz Babilonczycy — ok. 4000 lat temu,
i starozytni Grecy — ok. 2500 lat temu. W XVI w. matematycy wloscy od-
kryli metody rozwiazywania réwnan trzeciego i czwartego stopnia, przy okazji
wprowadzajac liczby zespolone. W XVII w. Kartezjusz i Fermat pokazali, jak
na jezyk algebry przetozy¢ problemy klasycznej geometrii.

Geometria osiggneta niemal doskonalo$é juz w Elementach Euklidesa (ok. 300
p.n.e.). Takze krzywe stozkowe znane byly juz starozytnym Grekom, a w trak-
tacie Stozkowe Apoloniusza z Pergi (ok. 200 p.n.e.) ich teoria osiagnela poziom
bardzo zaawansowany. W XVII w. staly si¢ na nowo jednym z zasadniczych
tematéw geometrii, dzieki geometrii analitycznej, prawom Keplera i teorii gra-
witacji Newtona.

W tych poczatkowych wyktadach prébujemy zblizyé Czytelnika do poziomu,
jaki algebra osiagneta ok. roku 1800.



Wyktad 1

Liczby zespolone

Liczby zespolone pojawily sie w zwiazku z rozwiazywaniem rownan trzeciego
stopnia. W potowie XVI w. matematycy wloscy odkryli wzory na pierwiastki
rownan trzeciego stopnia, zwane dzi§ wzorami Cardana. Wzory te wymagaja
operowania pierwiastkami kwadratowymi z liczb ujemnych, chociaz koncowy
wynik jest liczba rzeczywista. Na przyktad, jednym z pierwiastkéw rzeczywi-
stych réwnania 23 = 15z + 4 jest x = 4, a wzory Cardano daja go w postaci

V24 voIan+ {2 - VT = (24 11VT) £ (2 - 11VET)).

Poniewaz kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny, wiec jasne jest,
ze pierwiastkowanie liczb ujemnych wymaga wprowadzenia nowych liczb.

1.1 Dziatania na liczbach zespolonych

Co to sq liczby zespolone? - Cztery podstawowe dziatania - Pierwiastkowanie
- Rozwigzywanie rownan kwadratowych - Zadania

Od momentu pojawienia sie liczb zespolonych do podania ich $cistej defini-
cji uptyneto ponad 200 lat. My tez wprowadzimy je w sposéb nieformalny.
W dalszej czesci wyktadu zastanowimy sie, jak nadaé¢ im sens.

Co to sa liczby zespolone?

Przyjmijmy, ze istnieje liczba i taka, ze i> = —1. Jezeli mamy na niej swobodnie

wykonywa¢é dzialania, to musimy zaakceptowacé tez istnienie liczb postaci a+bi,
gdzie a,b € R. Liczby tej postaci nazywamy liczbami zespolonymi. Zbior
liczb zespolonych oznaczamy symbolem C (z ang. complex numbers).

5



6 Wyktad 1. Liczby zespolone

Dla liczby zespolonej a+ bi okreslamy jej cze$é rzeczywista (real) oraz cze$é
urojong (imaginary) wzorami

Re(a + bi) = a, Im(a + bi) = b.

Na przyklad Re(2 — 3i) = 2, Im(2 — 3i) = —3. Zwrdé uwage, ze cze$é uro-
jona liczy zespolonej to sam wspdtczynnik przy i, wiec takze ona jest liczba
rzeczywista.

Dwie liczby zespolone a + bi oraz ¢ + di uznajemy za réwne, gdy a = ¢ oraz
b =d, czyli gdy ich czeéci rzeczywiste i urojone sa réwne.

Zamiast pisa¢ a+0i, gdzie a € R, piszemy a. Tak wiec kazda liczba rzeczywista
jest tez liczba zespolong.

Cztery podstawowe dziatania

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie liczb zespolonych okreslamy naste-

pujaco:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i;

(a+bi) —(c+di) = (a—c)+ (b—d)i;
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
Okreslenia dodawania i odejmowania nie wymagaja komentarza. Na przyktad
(1-20)+(—2+iV3) = —1+(—2+V3)i, (1-2i)—(—2+V/3) = 3—(2+V3)i.

Wzoru na mnozenie nie musimy pamieta¢. Wystarczy zrozumieé, skad wzieto
sie takie okredlenie:

(a+bi)(c+di) = ac+adi+bei+bdi? = ac+adi+bei—bd = (ac—bd)+ (ad+be)i.
Na przyktad
(3+14)(4—5i) =3-4—3-5i+4i — 5i® = 12 — 15i + 4i — (—5) = 17 — 11i.

Dla mnozenia liczb zespolonych zachodza wszystkie prawa dzialan dla liczb
rzeczywistych, w tym wzory skréconego mnozenia. W szczegélnosci, ze wzoru
na réznice kwadratéw otrzymujemy

(c+di)(c—di)=c? — (di)? = ? —d?** =2+ d°
Teraz mozemy juz pokazac¢, jak wyglada dzielenie liczb zespolonych. Wyko-
rzystujemy tu chwyt, znany z usuwania niewymiernosci w mianowniku:

a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (—ad+bc)i ac+bd —ad+ b,

c+di  (c+di)(c— di) A+ d? TE2rE T Era !




1.1. Dzialania na liczbach zespolonych 7

Mato kto pamieta wyprowadzony wyzej wzér na dzielenie. Zazwyczaj przy
kazdym dzieleniu po prostu wykonujemy rachunki podobne do powyzszych:

1+1 (14+14)(3+21) 1+ 5¢ 1 5.

35-2i 3-203+2) P12 13 13"

Zauwazmy, ze dzielenie nie jest wykonalne tylko, gdy ¢ + d?> = 0, tzn. dla
¢ = d = 0. Zatem dzieli¢ mozna przez dowolng liczbe zespolona r6zna od zera.

Pierwiastkowanie

Pierwiastkiem stopnia n z liczby zespolonej z nazywamy dowolng liczbe
zespolong w taka, ze w" = z. W wykladzie 2. pokazemy, ze liczba zespolona
rozna od zera ma n pierwiastkow stopnia n.

Fatwo sprawdzié, ze sg dwa pierwiastki kwadratowe z liczby —1. Sg nimi liczby
i oraz —i. Nietrudno tez przekonaé sie, ze sa cztery pierwiastki stopnia 4 z
jedynki: 1, ¢, —1 oraz —i.

Na przyktadzie v/3 + 4i pokazemy, jak obliczy¢ pierwiastek kwadratowy z do-
wolnej liczby zespolonej. Niech x + yi, gdzie x,y € R, bedzie szukanym pier-
wiastkiem, tzn. (z + yi)? = 3 + 4i. Zatem (22 — y?) + 2xyi = 3 + 4i, czyli

22 —y? =3,
2zy = 4.
Z drugiego réwnania mamy y = 2/z. Podstawiajac do pierwszego otrzymamy

2 2
z? - (—) =3, czyli =322 —4=0.
T

Podstawienie ¢t = 22 prowadzi do réwnania t2 — 3t — 4 = 0, skad t = 4 lub
t = —1. Zatem 2% =4 lub 2% = —1.

Liczby x oraz y sa rzeczywiste, wiec tylko pierwsze z réwnan odpowiada wa-
runkom zadania. Tak wiec x = 2, y = 1 albo x = —2, y = —1. Otrzymujemy
dwa pierwiastki 2 4+ ¢ oraz —2 — i.

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze kazda liczba zespolona rézna od zera
ma dwa pierwiastki zespolone. Pierwiastkami wyzszych stopni zajmiemy sie
w nastepnym wykladzie.



8 Wyktad 1. Liczby zespolone

Rozwigzywanie réwnan kwadratowych
Znany wzor na pierwiastki réwnania az? 4 bz + ¢ = 0 przyjmuje teraz prostsza

postaé
-b+ VA
= ————

, gdzie A = b? — 4ac.
2a

Zwr6oémy uwage, ze przed v A nie ma znaku +. Wynika to stad, ze w zbiorze
liczb zespolonych sam pierwiastek oznacza kazda z dwu wartosci. W szczegol-
nosci /—1 oznacza zaréwno i, jak tez —i.

Na przyklad rozwiazaniem réwnania 22 + 2z + 2 = 0 jest

—24+v—4  —242/-1
z= +2 = +2 =—1+4v-1=-1+i.

Zadania

1. Oblicz:

a) (2449)(3—2i); b) (54+2i)(5—2i); c) (34+20)*—(3-20)% d)(1-iv2)>
2. Wykonaj dzielenia:

2) iﬁ b) 1; I ?Z; °) _211;;5:1; 9 —31++2;i‘

3. Wiedzac, ze a,b € R znajdz czesé rzeczywisty i cze$é urojong liczb:

a) i(a+bi); b) (a+b))?%  c) (a+bi)(ai+b); d) (a+bi)

4. Oblicz:

a) vV8+6i; b)/5—12i; c) /=8.

5. Sprawdz, ze 2+ 1 jest jednym z pierwiastkow szesciennych z liczby 24 11i. Odgadnij jeden
z trzech pierwiastkéw szesciennych z liczby 2 — 114.

6. Rozwiaz rownania:
a) 22 —224+2=0; b)222+224+1=0; c)2%—82 =25 d) z—i—l =1
z
R

7. Jakie wartosci moze przyjmowaé suma 1+ ¢+ % + ... +4"?

8. Sprawdz, ze 1+ 1 jest pierwiastkiem czwartego stopnia z liczby —4. Znajdz trzy pozostale
pierwiastki.

9. (Cardano, Ars magna, 1545) Podziel liczbe 10 na dwie tak, aby ich iloczyn réwny byt 40.

10. W japonskiej tamigtéwce KenKen mamy wypelnié¢ kwadrat (u nas 4 x4) liczbami tak, aby
w kazdym obszarze zaznaczonym obwédka otrzymaé zadany wynik dziatania. Na przyktad
trzy pola w lewej kolumnie maja da¢ iloczyn 4, a dwa gérne prawe roéznice 1 + i. Rozwiaz
ponizsze tamigtéwki uzywajac liczb 1, 1 414, 1 — i oraz 2.
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4x 13+ J14+i— i— 8x i—
3+ 4x
i— 1—i—
2x 2x i—

1.2 Interpretacja geometryczna

Liczby zespolone jako punkty plaszczyzny - Modul i sprzezenie - Zadania

Prowadzone przed chwila rachunki sceptyk moze zakwestionowaé: jak mozna
prowadzi¢ rachunki na liczbach, ktorych nie ma? Teraz nadamy tym liczbom
sens.

Liczby zespolone jako punkty ptaszczyzny

Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy liczbami rzeczywi-
stymi a punktami prostej (dokladniej: punktami osi liczbowej). Innymi stowy:
punktom osi liczbowej odpowiadaja liczby rzeczywiste. Podobnie liczby zespo-
lone mozemy traktowaé jako punkty plaszczyzny z odpowiednio okreslonymi
dziataniami.

Rozwazmy plaszczyzne z uktadem wspoél-
rzednych. Oznaczmy punkt P = (a,b)
symbolem a + bi i wprowadZzmy na
punktach-liczbach dwa dziatania: b

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i;
(a+ bi)(c+ di) = (ac —bd) + (ad + bc)i.

T

I

I

I

I

I

I

I

I

|

I
[ S

]

Il

—

kS

o

=

8

Na mocy powyzszej definicji mnozenia kwadratem punktu-liczby i = 0 4+ 14
jest i2=(0-0—1-1)4 (0-1+41-0) = —1. Widzimy zatem, ze zbiér punktéw
plaszczyzny z tak okreslonymi dzialaniami daje nam liczby zespolone.

Przy geometrycznej interpretacji liczb zespolonych 0$ poziomg nazywamy osig
rzeczywista, a pionowa — osig urojona.
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Modut i sprzezenie

Sprzezeniem liczby zespolonej a+ bi nazywamy liczbe a + bt = a — bi. Latwo
sprawdzi¢, ze dla dowolnych liczb zespolonych z1, zo mamy

21+ 22 = 21 + 22,
2122 = 21 * 22
Analogiczne réwnosci zachodza dla odejmowania, a przy zalozeniu, ze zo # 0
— takze dla dzielenia.

Modulem liczby zespolonej a+bi nazywamy Im 2
jej odleglo$é od zera, tzn.

ffffffffffff z
la + bi| = Va2 + b2. b N

Zauwazmy, ze modul rozszerza pojecie war-
tosci bezwzglednej dla liczb rzeczywistych.

Podobnie jak w przypadku modutu liczby rzeczywistej, odlegtos¢ liczb z1, zo
na plaszczyznie zespolonej jest réwna modulowi réznicy |zo — 21].

Bezposrednio z definicji wynika prosta zaleznosé
|z|? = 2z
Rzeczywiscie, dla z = a + bi mamy
2Z2=(a+bi)(a—bi)=a>— (b)?=a>+b*=|z]>

TWIERDZENIE 1.1 (podstawowe wlasno$ci modutu)
Dla dowolnych liczb zespolonych z1, zo zachodzg réwnosci

|2122| = |z1]|22],
|21/22| = |21|/|%2], o ile zo # 0.
Ponadto zachodzi tzw. nierd6wnosé trojkata
|21 + 22| < |z1] + |22).

Imz

\Zx\

Z1 + 22

z2

21

Qﬂ\
~7
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DowOD: Poniewaz modut jest liczba nieujemna, wiec dla dowodu pierwszej
réwnosci wystarczy pokazaé, ze kwadraty wyrazen po obu stronach sg réwne:

|21Zz|2 = (z122)(Z1%2) = m12271 22 = (2171) (22%2) = |Z1|2|Z2|2-
Z kolei na mocy pierwszej réwnosci

<1 <1
—_ _ z2
<2

22| = = |21,

skad wynika prawdziwos¢ drugiej.
Nieréwnosé trojkata jest geometrycznie oczywista. Formalny dowdd algebra-

iczny mozna otrzymaé korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego-Buniakowskiego-
Schwarza (p. str. 130).

Zadania

11. Jak wyglada zbiér liczb zespolonych opisany warunkiem:

a) Z=2z2; b)Z=iz; c¢)z2z=1; d)*z+Z=227

12. Znajdz modut liczby:

5412

12 —5i°

13. Korzystajac z geometrycznej interpretacji modutu réznicy zaznacz na plaszczyznie ze-
spolonej zbiér tych z, dla ktérych:

a) [z <L b) o= (A+9)|=1 o) |z+il=]z=1; d)[z—1+]z—i]=V2

14. Sprawdz, ze dla dowolnej liczby zespolonej z liczby z + Z oraz zZ sg rzeczywiste.

a) —3+4i; b) V3—i; ¢ (1+49)(1+2i); d)

15. Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych 21, 22 liczba 2122 4+ Z122 jest rzeczywista. Wsk.
Pokaz, ze jest rowna swojemu sprzezeniu.

AR

16. Pokaz, ze jezeli suma oraz iloczyn dwu liczb nierzeczywistych jest rzeczywista, to jedna
z tych liczb jest sprz¢zeniem drugiej.

17. Zapisz za pomocy liczb zespolonych:
a) pOlplaszczyzne ztozona z punktéw lezacych powyzej prostej y = x + 1;
b) odcinek domkniety o konicach i oraz 1.

18. Latwo sprawdzié, ze przeksztalcenie plaszczyzny dane wzorem

p(z) =%
to symetria wzgledem osi rzeczywistej. Zapisz za pomoca liczb zespolonych:
a) symetrie wzgledem prostej Im z = 1;
b) symetrie wzgledem osi urojonej;
¢) symetri¢ wzgledem prostej Im z = Re z.

19.* Rozwazmy przeksztalcenie plaszczyzny zespolonej f(z) = 1/z, z # 0. Oczywiscie okrag
|z| = a przejdzie przy tym przeksztalceniu na okrag |z| = 1/a.

a) Na jaka figure przejdzie przy tym przeksztalceniu okrag |z — 1| = 17

b) Obrazem jakiej figury bedzie prosta Im(z) = 1?7
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1.3 Matematycy wloskiego renesansu

W swym traktacie Summa de arithmetica, geometria, proportioni et propor-
tionalita (1494) Luca Pacioli (1445-1517) pisal, ze rozwiazanie réwnania
trzeciego stopnia lezy poza zasiegiem ludzkiego umystu. Ale juz kilkadziesiat
lat pdzniej problem ten zostal rozwiazany przez jego rodakow. Historia odkry-
cia wzorow na pierwiastki rownan trzeciego stopnia jest dos¢ skomplikowana,
jej bohaterami sg m.in. Scipione del Ferro, Tartaglia i Cardano.

Scipione del Ferro (1465-1526), w latach 1496-1526 wykladowca arytme-
tyki i algebry na Uniwersytecie w Bolonii. Nie pozostawil po sobie zadnych
manuskryptéw ani publikacji drukowanych. Uchodzi za rzeczywistego odkryw-
ce tzw. wzoréw Cardana.

Niccolo Fontana, zw. Tartaglia (1499-1567), syn listonosza, w zasadzie
samouk (jesli wierzy¢ jego autobiografii, to w szkole poznal alfabet do lite-
ry K, gdyz na dalsza nauke nie bylo go sta¢). Wigkszos¢ zycia zyl z nauczania
matematyki — najpierw w Weronie, potem w Wenecji. Umart w biedzie. Nie-
zaleznie od Scipione del Ferro odkryl metode rozwiazywania réwnan trzeciego
stopnia. Jest tez autorem pierwszego przektadu Elementow Euklidesa na jezyk
nowozytny.

Girolamo Cardano (1501-1572), doktor medycyny, jeden z najwyzej cenio-
nych lekarzy 6wczesnej Europy. Profesor medycyny na uniwersytetach Pawii
i Bolonii. Autor ponad 200 dziet z zakresu medycyny, matematyki, fizyki, reli-
gii 1 muzyki. Do historii wszedl dzieki poswieconemu algebrze traktatowi Ars
Magna, gdzie przedstawil metode rozwiazywania réwnan trzeciego stopnia.
Znajomo$¢ metody zawdzieczal Tartaglii (do czego uczciwie sie przyznaje),
ktory jednak nigdy nie wyrazil zgody na jej upublicznianie. Cardano jest tak-
ze jednym z prekursoréw rachunku prawdopodobienstwa. Ma tez znaczacy
wklad w mechanike praktyczna — od niego pochodzi tzw. wal Cardana. Zy-
cie prywatne Cardana byto wyjatkowo barwne, ale tragiczne. Jego syn zostat
skazany na kare Smierci pod zarzutem otrucia zony, a sam Cardano spedzil
sporo czasu w wiezieniu za sporzadzenie horoskopu Chrystusa.

Rafael Bombelli (1526-1576), inzynier i matematyk. Znaczna cze$é zycia
spedzil nadzorujac prace zwiazane z osuszaniem bagien. Gdy z przyczyn tech-
nicznych trzeba bylo je przerwaé, zajal sie pracg nad podrecznikiem algebry.
Jego Algebra (1572) to starannie napisany podrecznik, wysoko ceniony jeszcze
przez Leibniza, sto lat pdzniej. Bombelli zrozumial, ze wzory Cardana mozna
stosowaé takze wowczas, gdy w rachunkach pojawiaja sie pierwiastki z liczb
ujemnych, i w ten sposéb wprowadzil do matematyki liczby zespolone.



Wyktad 2

Wzor de Moivre’a
i pierwiastki z jednosci

Kazdy rodzaj liczb znanych ze szkoly ma jaka$ wade. Liczb naturalnych nie
mozna odejmowaé, liczb catkowitych dzieli¢, pierwiastkowanie liczb wymier-
nych wymaga wprowadzenia liczb niewymiernych, a dla ujemnych liczb rze-
czywistych nie ma pierwiastkéw.

Liczby zespolone zostaly wprowadzone, aby kazda liczba miata pierwiastek
kwadratowy. Okazuje si¢ jednak, ze mozna z nich wyciaga¢ pierwiastki dowol-
nego stopnia. Tak wiec w zbiorze liczb zespolonych wykonalne jest pie¢ dziatan:
dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie (z oczywistym wyjatkiem dziele-
nia przez zero) i pierwiastkowanie. Mozna przyjaé, ze w tym momencie proces
tworzenia liczb zostal zakonczony.

2.1 Postaé trygonometryczna i wzor de Moivre’a

Postaé trygonometryczna - Wzor de Moivre’a - Zadania

W poprzednim wyktadzie liczby zespolone zapisywaliSmy w postaci a + bi,
zwanej postacia algebraiczng. Teraz poznamy dwa dalsze sposoby zapisu:
postaé trygonometryczna (bardzo wazna) i wyktadnicza. Wzér de Moivre’a
ulatwia potegowanie liczby zespolonej w postaci trygonometryczne;j.

Liczby zespolone w postaci algebraicznej tatwo dodawac i odejmowad, ale trud-
no mnozy¢, dzieli¢ i potegowaé. Liczby zespolone w postaci trygonometrycznej
latwo jest mnozy¢, dzieli¢ i potegowaé, trudniej dodawaé i odejmowac.

13



14 Wyktad 2. Wzér de Moivre’a i pierwiastki z jednosci

Postaé trygonometryczna

Niech z = =z + yi, x,y € R bedzie liczba ze- Im 2
spolona rézng od zera. Wéwczas jej potozenie

na plaszczyznie zespolonej mozna okresli¢ za po-

moca dwu parametréow: odlegtoéci od poczatku ®
wspdirzednych — czyli modutu liczby oraz kie-
runku promienia wodzacego tej liczby.

Rez

Kierunek okreélamy za pomocg kata ¢, jaki promien wodzacy tworzy z do-
datnia potosia osi Ox. Kat ten nazywamy argumentem liczby z = = + yi.
Formalnie, argument okreélajg warunki

cosp = —

sinp = —.

2|
Jedli jakis kat ¢ jest argumentem danej liczby zespolonej, to takze ¢ + 2k7w
jest jej argumentem. Najmniejszy nieujemny argument liczby z nazywamy
argumentem gléwnym i oznaczamy symbolem arg z. Np. arg(1 +¢) = 7 /4.

Zauwazmy, ze dla z # 0 mamy

z=x+yi=|z| 7l —Hﬂ = |z|(cos ¢ + isin ).
z z
Zapis liczby zespolonej w postaci
z =r(cosp + isingp),

gdzie r jest modutem liczby z, a ¢ jej argumentem, nazywamy postacia try-
gonometryczng liczby z.

W najprostszych przyktadach postaé
trygonometryczng mozna odczytaé z
rysunku. Na przyktad

\/§+i:2<cos%+isin%>.

V3+i

ol

‘ Rez

7 geometrycznej interpretacji liczb zespolonych wynika natychmiast, ze
r1(cos ¢ + ising) = ro(cosh + 18in 1))

wtedy i tylko wtedy, gdy r1 = 19 oraz ¢ = ¥ + 2knw dla pewnej catkowite]j
liczby k. Z uwagi tej skorzystamy przy wyprowadzaniu wzoru na pierwiastki.



2.1. Postaé¢ trygonometryczna i wzér de Moivre’a 15

Wzér de Moivre’a
Przemnoézmy dwie liczby zadane w postaci trygonometryczne;j:
[r1(cos p1 + isin@q)][ra(cos p2 + isin pa)] =
= r17ra[(cos p1 cos pa — sin ¢; sin pa) + i(cos 1 sin Y2 + cos @1 sin pa| =

= rira[cos(p1 + w2) + isin(pr + o).

Tak wiec przy mnozeniu liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej mno-
zymy moduly i dodajemy argumenty. W podobny sposéb mozna pokazaé, ze
przy dzieleniu dzielimy modutly i odejmujemy argumenty.

Mnozac n-krotnie te sama liczbe zespolong otrzymamy klasyczny wzor:

TWIERDZENIE 2.1 (de Moivre’a)
Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi rownosé

[r(cos ¢ +isinp)]™ = r"(cos ny + isinny).

PRzYKLAD 2.1 Oblicz (1 — ).

ROZWIAZANIE: Postaé trygonometryczna potegowanej liczby:

7 7
1—1= ﬁ(cos—ﬂ—l—z'sin—ﬂ).
4 4
Ze wzoru de Moivre’a mamy zatem

18 . .
(1—i)18 = [\/5 (cos %T +isin %T)} = (\/5)18 (cos 718477T +isin 18477T> =

126 126 3 3
=29 <cos 47T + 7sin 47T> =512 <cos ; + ¢sin ;) = —5121.

Zadania

1. Znajdz postaé trygonometryczng liczb:

a) —1; b) 2—2; ¢ —/3+i; d)2+iV12; e)cosa—isina; f)* sina+icosa.
2. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a oblicz:

&) (1402 b) (1—iV3% o) (—VB+i)'2 d) (—vVIZ—20)".

3. Wyraz za pomoca arg z: a) arg(z); b) arg(1/z).

4. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a i wzoru dwumianowego Newtona wyraz:

a) cos3a za pomoca cosa;  b) sin 5o za pomoca sin a.

ARV

5.% Pokaz, ze jednym z pierwiastkéw réwnania 8> —6x = 1 jest cos 20°. Znajdz dwa pozostale
pierwiastki.
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2.2 Pierwiastki n-tego stopnia
Wz6ér na pierwiastki n-tego stopnia - Postaé wykladnicza™® - Zadania

Konsekwencja wzoru de Moivre’a jest prosty wzér na pierwiastki n-tego stop-
nia z liczby zespolonej w postaci trygonometrycznej. W zastosowaniach szcze-
gblna role odgrywaja pierwiastki z jednosci.
W2zér na pierwiastki n-tego stopnia

Niech z = r(cos ¢ + isin ) bedzie ustalong liczba zespolona rézna od zera,
a w = |w|(cos + isin) — jej pierwiastkiem n-tego stopnia. Wowczas

[|w|(cos ¢ + isin )] = r(cos ¢ + isin p),
a wiec mocy wzoru de Moivre’a mamy
|w|" (cos nyp + isinniy) = r(cos e + isin ).
Tak wiec
w|™ =,
ny =@+ 2km k€.

Stad |w| = ¥r oraz ¥ = (¢ + 2kw)/n. Zauwazmy, ze tylko dla k = 0, 1, 2,

.., n — 1 otrzymujemy rézne wartosci kata 1. Dalej wartosci te cyklicznie
sie powtarzaja. Otrzymujemy zatem n réznych pierwiastkéw. Odnotujmy ten
wzoOr jako osobne twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.2 (wzdr na pierwiastki n-tego stopnia)
Liczba zespolona z = r(cos +isin ), rézna od zera, ma n réznych pierwiast-
kow n-tego stopnia wg, Wi, ..., Wy_1, gdzie

2k 2k
wk:W(cosiso—i_ 7T—Fz’sini@—i_ 7T).
n n

PrzYKEAD 2.2 Wyznacz pierwiastki trzeciego stopnia z 8.

ROZWIAZANIE: Przedstawmy 8 w postaci trygonometrycznej: 8(cos 0+ isin0).
Na mocy powyzszego wzoru otrzymujemy

. 2 2 2 2
Wy = %(cos%—kisin%) :2<cosg+isin?).
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Zatem wp = 2(cos 0+ isin0) = 2,

2 2 1 3
w1 :2<cos§+isin§> =2 (—54—@%) =-1 —I—Z\/g,
4 4 1 3
w2:2<cos§+zsm§>: (—5—1'%):—1—1'\/5.

Zauwaz, ze pierwiastki te tworza trdjkat réwnoboczny.

,1+\/§i\lmz

2 Rez

—1—\/§i/

Podobnie, pierwiastki n-tego stopnia z ustalonej liczby zespolonej tworza n -
kat foremny o srodku w punkcie z = 0. Dla pierwiastkéw z jednosci jednym z
wierzchotkéw jest punkt 1. Na tej podstawie mozna zaznaczy¢ na plaszczyznie
pozostale pierwiastki, obracajac promien wodzacy skokowo o kat 27 /n.

Postaé¢ wykladnicza*

Przypomnijmy, ze dla liczby rzeczywistej x zachodzg réwnosci

T x2 x?; x4 IL’5 6 7

T
=l gttty Tyt g Tt

X

1! 3! 5! 6! 7!
- 2?2 2t af . 2 2 2
CoST = 2+E—a—|— Smx_m_ﬁ—i_ﬁ_ﬁ—i_‘”

Zatézmy, ze wzorom tym mozna nadaé sens takze dla liczb zespolonych. Wow-
czas proste rachunki pokazuja, ze

iz (ix)?  (iz)®  (i2)*  (ix)®  (ix)®  (iz)T

T _
e i e el il e el e e e e T
1 i 1.2 1.3 1.4 1.5 6 7 B

=l gty iy g it

=cosx + ¢sinx.
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Zachodzi zatem réwnoscé

€ = cosx +isinx.
Tak wiec liczbe z = r(cos ¢ + isin ¢) mozna zapisa¢ w postaci

z =re'¥.

Takie przedstawienie liczby z nazywamy jej postaciag wyktadniczg.
Zapis ten pozwala w szczegolnosci proSciej zapisaé pierwiastki n-tego stopnia z
jednosci. Ze wzoru na pierwiastki wynika, ze wy = cos(2k7/n) + isin(2k7/n),
a stad

wop=1, w =e*/", wy = ¥/, Wy_q = 2D/,

Zadania

6. Znajdz pierwiastki:

a) ¥1; b) V/—-1+iV3; ¢ V8; d) ¥—1; e)* m.

7. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® oblicz ¥/—1 za pomoca instrukeji
5th root of — 1.

VR
8. Ponizsze liczby zapisz w postaci wykladniczej:
a) 2 b) —1; ¢) 4 d) 2+iV12; e)—1+iV3.

9. Jednym z wierzchotkéw kwadratu jest z = 1 4 24, a jego srodkiem symetrii z = 0. Znajdz
pozostate wierzchotki.

10. (z Algebry Bombellego, 1572) Oblicz kwadrat liczby +/2 + v/—3.

11. Wskaz réwnanie, ktérego pierwiastkami sg wierzchotki szesciokata foremnego:
a) o srodku w punkcie z = 0, przy czym jednym z wierzchotkéw jest liczba i;
b) o érodku w punkcie z = 1.

12. Wykaz, ze dla n > 2 suma wszystkich pierwiastkéw stopnia n z jedynki jest réwna zeru.

2.3 Pierwiastki z jedno$ci a wielokaty foremne*

Wielokqty foremne - Konstrukcja pieciokgta foremnego* - Zadania

Starozytni Grecy umieli konstruowaé przy pomocy cyrkla i linijki tréjkat réw-
noboczny, kwadrat, pieciokat foremny, a w konsekwencji takze 6-kat, 8-kat,
10-kat, 12-kat, a takze — kombinujac konstrukcje tréjkata réwnobocznego z
pieciokatem — 15-kat itd. Karol Fryderyk Gauss (1777-1855) — korzystajac
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z liczb zespolonych — pokazal, jak skonstruowaé 17-kat foremny. To odkrycie
ostatecznie przesadzilo, ze 19-letni wéwczas Gauss zajal sie matematyka, a nie
filologia.

Wielokaty foremne

Przypomnijmy, ze wielokat foremny, to wielokat, w ktorym wszystkie boki
i katy sa réwne. Za pomocy cyrkla i linijki tatwo skonstruowaé tréjkat réwno-
boczny, kwadrat i szedciokat foremny o zadanym boku.

Gdy n-kat foremny podzielimy na n tréjkatéw réwnoramiennych, to otrzyma-
my tréjkaty o kacie wierzchotkowym 27 /n. Problem konstrukeji n-kata forem-
nego jest rownowazny konstrukeji takiego kata.

/A

Aby zbudowa¢ taki kat wystarczy znaé jego sinus badz cosinus. Pokazemy, ze
dla n = 5 cosinus ten (a takze sinus) wyraza sie za pomoca liczb wymiernych
i pierwiastkéow kwadratowych. Gauss pokazal, ze jest tak tez dla n = 17, jak
réwniez dla innych liczb pierwszych postaci n = 22" 1.

Konstrukcja pieciokata foremnego

W przypadku pieciokata foremnego rzecz sprowadza sie zatem do konstrukcji
kata 27 /5 (czyli 72°). Pokazana nizej droga nie jest najprostsza, ale daje wglad
w ogoblna metode konstrukeji wielokatéw foremnych.

Rozwazmy liczbe z = cos 2w /5 + isin 2w /5. Ze wzoru de Moivre’a wiemy, ze
liczba ta spelnia réwnanie 2° = 1. Zauwazmy ponadto, ze jest to pierwiastek
o minimalnym dodatnim argumencie. Przeksztalé¢my to réwnanie do postaci
2> —1 =0, a nastepnie do postaci

-1+ 2 +2+24+1)=0.

Poniewaz szukane z # 1, wiec mozemy obie strony réwnania podzieli¢ przez
z — 1. Otrzymamy 2% + 23 4+ 22 + z + 1 = 0. Dzielac je przez z? otrzymamy
symetryczng postaé

1

— = 0.
22

1
Ptz tlt—+
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1 1
(z2+—2>+<z—|——)—|—1:0,

z z

1\? 1
(z+—) +(z+—)—1:0.

z z

WprowadZmy zmienna pomocnicza u = z+1/z. Otrzymamy wéwczas rownanie
u? +u—1=0, skad
-1-+5 -1+V5

Réwnowaznie

czyli

Poniewaz z lezy w I éwiartce, wiec Re(z + 1/2) > 0, zatem u = (—1 ++/5)/2.
Skoro z +1/z = u, to 22 — zu + 1 = 0, skad

utVuZ—4
5 )

Zauwazmy, ze u? — 4 < 0, a ponadto Im(z) > 0. Zatem

v Vi—a2 _1+\/5+\/2\/5+10Z,
4 4 '

z:§—|—2 5 =

Stad cos2m/5 = (=1 + v/5)/4.

Odcinek dtugoéci v/5 mozna tatwo skonstruowaé przy uzyciu twierdzenia Pita-
gorasa. Zatem da sie skonstruowaé takze odcinek dtugosci cos 27 /5. Postepujac
podobnie Gauss pokazal, jak skonstruowaé cos 27 /17.

Do tematu konstruowalnosci wrécimy jeszcze w ostatnim wyktadzie. W szcze-
gblnosci zrozumiemy woéwczas, dlaczego za pomoca cyrkla i linijki nie mozna
skonstruowaé¢ ani siedmiokata, ani dziewieciokata foremnego.

Zadania

13. Pokaz, ze problem konstrukcji siedmiokata foremnego prowadzi do réwnania zespolonego
trzeciego stopnia.

14.*% Pokaz, ze problem trysekcji kata 60° (tzn. podzialu tego kata na trzy réwne katy)

sprowadza si¢ do réwnania trzeciego stopnia.



Wyktad 3

Wielomiany i Zasadnicze
Twierdzenie Algebry

Wiemy juz, ze w zbiorze liczb zespolonych wykonalne jest pierwiastkowanie.
Oznacza to, ze wielomian 2™ — a = 0 ma pierwiastek. Zasadnicze Twierdzenie
Algebry — w najprostszej postaci — glosi, ze podobnag wlasnosé ma kazdy
wielomian dodatniego stopnia. W konsekwencji kazdy wielomian w zbiorze
liczb zespolonych rozktada sie na czynniki liniowe. Dzieki temu $wiat liczb
zespolonych okazuje sie prostszy niz Swiat liczb rzeczywistych.

3.1 Wielomiany
Wielomiany rzeczywiste ¢ wielomiany zespolone - Dzielenie z resztq - Zadania

Zakladamy, ze Czytelnik ma pewne obycie z dziataniami na wielomianach. Od
strony czysto technicznej przejécie od wielomianéw rzeczywistych do zespolo-
nych nie stwarza zadnych trudnosci, gdyz nie bedziemy tu wykonywac¢ niemal
zadnych rachunkow.

Wielomiany rzeczywiste i wielomiany zespolone
Wielomianem rzeczywistym nazywamy wyrazenie algebraiczne postaci
anz™ + ... + asx® + a1z + ay,

gdzie a; € R, a zmienna x przebiega zbidr liczb rzeczywistych.

21
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Analogicznie okreslamy wielomian zespolony w(z), gdzie wspélezynniki
a; € C, a zmienna z przebiega liczby zespolone. Przyktadem jest wielomian
w(z) = i2% 4+ 2 + 1. Czesto rozwazamy tez wielomiany zespolone o wspél-
czynnikach rzeczywistych, gdzie a; € R, ale zaktadamy, ze zmienna z prze-
biega zbidr liczb zespolonych.

W miare moznosci zakres zmiennosci zmiennej wielomianu wskazujemy za po-
mocy oznaczenia: w(z) - wielomian rzeczywisty, w(z) — wielomian zespolony.

W zbiorze wielomianéw rzeczywistych wykonalne jest dodawanie, odejmowa-
nie, mnozenie, a takze dzielenie z reszta. Te same dzialania wykonalne sa takze
w zbiorze wielomianéw zespolonych.

Dzielenie z reszta

Przypomnijmy dzielenie z reszta. Méwimy, ze wielomian p(z) daje przy
dzieleniu przez niezerowy wielomian ¢(z) iloraz a(z) oraz reszte r(z), jezeli

p(2) = q(z)a(z) +1(2),

przy czym stopien reszty r(z) jest nizszy niz stopien q(z). Na przyktad 23 + 1
przy dzieleniu przez z? + 1 daje iloraz z oraz reszte —z + 1, gdyz

Br1=(E+ Dz 4 (—2+1).

Ponizsze twierdzenie w Polsce znane jest jako twierdzenie Bezout, co nie ma
chyba zadnego uzasadnienia historycznego.

TWIERDZENIE 3.1 (o czynniku liniowym wielomianu)
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w(z) wtedy i tylko wtedy, gdy z — a
dzieli w(z).

DowOD: Zalézmy, ze a jest pierwiastkiem w(z), czyli w(a) = 0. Dzielac w(z)
przez z — a otrzymamy reszte stopnia mniejszego niz 1, czyli pewna stala r.
Niech zatem

w(z) = (z — a)u(z) + .

Stad w(a) = (a — a)u(z) + r = r. Z zalozenia w(a) = 0, wiec r = 0, a to
oznacza, ze w(z) dzieli sie przez z — a.

Wynikanie w odwrotng strone jest oczywiste. Jezeli w(z) = (z — a)u(z), to
w(a) = (a —a)u(a) = 0.
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Wielomiany rzeczywiste o wspoélczynnikach wymiernych

Rozwiazywanie réwnan algebraicznych (tzn. wielomianowych) stopnia wyzsze-
go niz 2 jest klopotliwe, a gdy chodzi o wartosci dokladne — zazwyczaj niewy-
konalne. Jednak w przypadku wielomianu rzeczywistego o wspélczynnikach
wymiernych tatwo znalezé wszystkie jego pierwiastki wymierne. Zauwazmy
przede wszystkim, ze mnozac przez odpowiednia liczbe catkowita, wielomian
taki zawsze mozna przeksztalci¢ w wielomian o wspélczynnikach catkowitych.

TWIERDZENIE 3.2 (o pierwiastkach wymiernych wielomianu)
Kazdy pierwiastek wymierny rownania

apz” +...+a1x+ayg=0

o wspdlczynnikach calkowitych wyraza sie jako ulamek postaci p/q, gdzie p
liczba catkowita dzielgea ag, ¢ — dodatnia liczba naturalna dzielgea a,.

Dowéd dla a, = 1 pozostawiamy jako zadanie. Dowdd ogdlnego przypadku
pominiemy, gdyz wymaga on pewnej — choé¢ doéé¢ elementarnej — wiedzy z
teorii liczb.

Zadania

1. Znajdz iloraz i reszte¢ z dzielenia:

a) 2 + 2z + 1 przez v —2; b) 2° +z + 1 przez 2 + 1;

c) 2° przez z + 1; d) 2 + 2% + 1 przez 2° —i.

2. Nie wykonujac dzielenia znajdz reszte z dzielenia:

a)z” +z" +1przezx+1; b) 2" +32%+ 2+ 1 przez 2° — 1.
3. Rozwiaz réwnania:

a) z® = 15z + 4; b) 22% — 522 +1=0;

c) 8% + 42 — 102 +3 =0; d) z* — 252% + 602z — 36 = 0.

1

4. Uzasadnij, ze kazdy wymierny pierwiastek réwnania =" + an—12"" " 4+ ...+ a1z +ao =0

o wspolczynnikach catkowitych jest liczba catkowita.
YR
5. Udowodnij twierdzenie 3.2 dla a, = 1.

6. Wielomian w(z) przy dzieleniu przez x — 1 oraz x — 2 daje reszte¢ odpowiednio 1 oraz 3.
Jaka reszte daje przy dzieleniu przez (z — 1)(x — 2)7

7. Znajdz reszte z dzielenia z''! przez 2% + z + 1.

8. (dla oséb, ktoére zetknely sie juz z pojeciem pochodnej) Méwimy, ze a jest pierwiastkiem
wielokrotnym wielomianu w(z), jezeli (z — a)? dzieli w(x). Wykaz, ze a jest pierwiastkiem
wielokrotnym wielomianu w(zx) wtedy i tylko wtedy, gdy w(a) = w’(a) = 0.

Wsk. Przedstaw w(z) w postaci w(z) = (z — a)?q(z) + r(z).
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3.2 Zasadnicze Twierdzenie Algebry

Kazdy tréjmian kwadratowy ma dwa pierwiastki zespolone, jezeli pierwiastek
podwéjny liczymy jako dwa pierwiastki. Przy podobnej konwencji wielomian
trzeciego stopnia ma trzy pierwiastki. Od poczatkéw XVIII wieku przypusz-
czano, ze tak jest tez dla wielomianéw wyzszych stopni. Pierwszy $cisty dowdd,
ze tak w istocie jest, pochodzi od Gaussa.

Gléwna trudnoéé dowodu polega na pokazaniu, ze wielomian stopnia n > 1 ma
przynajmniej jeden pierwiastek. Fakt ten nie jest oczywisty, ale przyjmiemy
go bez dowodu. Kazdy elementarny dowdd tego faktu jest dos¢ techniczny.

Niech z; bedzie pierwiastkiem w(z). Wéwczas na mocy twierdzenia 3.1 wielo-
mian w(z) dzieli si¢ bez reszty przez z — z1. Niech zatem
w(z) = (z — z1)w1(2).
Postepujac podobnie z wielomianem w; (z) itd. otrzymamy
w(z)=(z—21)(z —2)wa(z) =...=(z—21)(z — 22) ... (2 — zp)an.

Zachodzi zatem ponizsze:
TWIERDZENIE 3.3 (Zasadnicze Twierdzenie Algebry)
Wielomian zespolony w(z) = anz™ + ... + a1z + ag stopnia n > 1 da sie
przedstawié w postaci

w(z) =an(z —21)(z — 22) ... (2 — zp),
gdzie z; sq jego pierwiastkami.
W konsekwencji kazdy wielomian zespolony stopnia n > 1 ma doktadnie n
pierwiastkéw, o ile pierwiastek krotnosci k liczymy jako k pierwiastkéw. Ta jed-

nolitos¢ utatwia budowanie spojnej teorii. Dlatego wlasnie analiza przypadkéow
zespolonych czesto okazuje sie prostsza od analizy przypadkéw rzeczywistych.

W czasach mlodosci Gaussa liczby zespolone nie byly jeszcze w pelni akcepto-
wane, wiec formutowal on Zasadnicze Twierdzenia Algebry jako twierdzenie o
wielomianach rzeczywistych. Oto rzeczywisty — i nadal bardzo uzyteczny —
wariant twierdzenia:

TWIERDZENIE 3.4 Wielomian rzeczywisty stopnia n > 1 da sie przedstawié
w postaci iloczynu czynnikow rzeczywistych, z ktorych kazdy jest czynnikiem
lintowym albo nierozkladalnym trojmianem kwadratowym.
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DowOD: Z Zasadniczego Twierdzenia Algebry wiemy, ze wielomian w(x) jest
iloczynem czynnikéw postaci x—zy. Jezeli z, jest liczba rzeczywista, to czynnik
x — z jest rzeczywistym czynnikiem liniowym w rozkladzie w(z). Rozwazmy
zatem tylko czynniki nierzeczywiste x — zy.

Pokazemy, ze jesli liczba z, jest pierwiastkiem wielomianu rzeczywistego, to
takze Zi jest jego pierwiastkiem. Dla dowodu przypomnijmy, ze sprzezenie
sumy i iloczynu jest odpowiednio sumg i iloczynem sprzezen. Ponadto dla
z € R zachodzi réwnoéé¢ zZ = z. Niech zatem w(z) = apz™ + ... + a1x + agp
bedzie wielomianem o wspoétczynnikach rzeczywistych, a z; jego pierwiastkiem.
Wowczas

=anzl +...+azE+a =apzp + ...+ a1z, + a9 =0=0.

W Swietle powyzszej uwagi nierzeczywiste pierwiastki wielomianu w(zx) ukla-
daja sie w pary zk, Zx. Spojrzmy na iloczyn (x — zx)(x — Zx):
(2 — 2)(x —Z) = 2® — x(2p + Z5) + 215 = 22 — 2Re(zp)x + | 2]

Widzimy zatem, ze kazda para zi, Z; wyznacza rzeczywisty tréjmian kwadra-
towy. Oczywiscie nierozkladalny, gdyz jego pierwiastkami sa liczby nierzeczy-
wiste.

Powyzsze twierdzenie jest kluczem do dowodu znanego z analizy faktu, ze
kazda funkcja wymierna wtasciwa rozklada sie na sume utamkéw prostych.

PRZYKEAD 3.1 Roztéz na czynniki liniowe wielomian zespolony z* + 22 + 1.
RozwiazANIE: Uzupekliajac do kwadratu otrzymujemy
A1 =( 42224+ ) - = (P12 - = (P 4+ D) (P -2+ 1)

Pozostaje znalezé miejsca zerowe obu czynnikéw. Ze wzoru na pierwiastki row-
nania kwadratowego mamy

—14++/-3 —-1+iV3 14++v/-3 1+iV3
2 T g 0 AT T T T

212 =

Zatem

A2 = <Z_ﬂ> <Z_ﬂ> <Z_1_\/§> <Z_1+\/§>'

2 2 2 2

W kolejnym przyktadzie pokazemy, jak za pomoca liczb zespolonych znalezé
rozktad wyraznie trudniejszy.
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PRZYKEAD 3.2 Roztéz na czynniki rzeczywiste wielomian 2% + 23 + 22+ + 1.

ROZWIAZANIE: Zauwazmy, ze 2° — 1 = (x — 1)(2* + 2% 4+ 22 + 2 + 1). Tak
wiec miejscami zerowymi wielomianu z# + 23 + 22 + x + 1 s pierwiastki pig-
tego stopnia z jednoéci, z pominieciem x = 1. Wypiszmy je, taczac w pary
pierwiastki sprzezone:

2t . . 2w 8 . 87 2 . . 27
xlzcosg—l—zsmg, x4:cos?+zsn?:cos€—zsm?;
47 . . 4« 6r .. 6m ™., 4rm
xgzcos?—kzsm?, mgzcos?—i-zsm?:cosg—zsm?.

Skoro sa to pierwiastki z jednoéci, to modut kazdego z nich jest réwny 1. Zatem
4t 41 =[(z—21)(x — z4g[(x — 20) (2 — x3)] =

= [(z —21)(x = 7D)|[(z — 22)(x — T2)] =
= ( — 2Re(z1)x + |x1|2) ( — 2Re(z2)x + |z2| )

2 4
= (a:2—23:cos§—|—1> (:L‘Q—QQJCOS%-Fl).

Zmnalezienie takiego rozktadu bez uzycia liczb zespolonych wymagaloby wyjat-
kowej pomystowosci.

Zadania
9. Rozt6z na czynniki liniowe:

a) z' — 1; b) 22 +2224+1; c¢) 2* -8z
d) 22 +224+1; e) 2% —1; )2t 28222+ L

10. Rozwiaz réwnanie z* — 42% 4+ 822 — 82 4+ 4 = 0 na dwa sposoby:
a) wiedzac, ze 1+ 4 jest jednym z jego pierwiastkéw;
b)* bez dodatkowej wskazéwki, za pomoca odpowiedniego podstawienia.

11. Rozléz na czynniki rzeczywiste wielomian z®— 1 na trzy sposoby, zaczynajac od rozktadu:
a) x —1=(2*-1)(z® +1);

b) m —1=(2® = 1)(z* + 2%+ 1);

c) 2% —1=(z—z1)(x—x2)...(x —x6), gdzie z; sa pierwiastkami 6-tego stopnia z jednosci.

R
12. Roz16z na czynniki rzeczywiste z” — 1.
13. Roz1éz na czynniki liniowe z(z + 1)(z + 2)(z + 3) + 1.

14. (wzory Viety) Niech z1, 22, ..., zn beda pierwiastkami réwnania

anz" + ...+ a1z+ap =0.
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Wyraz za pomocyg wspoétczynnikdéw ay:

a) sume 21 + 22 + ... + 2Zn;

b) sume wszystkich podwdjnych iloczynéw z1z2 + 2123 + 2124 + . . . + 2n—12n;
¢) iloczyn z122... zn.

15.* Rozwiaz ukltad réwnan

z122 + 2223 + 2321 = 1,

z1+ 22+ 23 =1,
2122723 = 1.

1
16.* Wiedzac, ze z + 1/z = 2cos(w/n) oblicz 2™ + prg

3.3 Roéwnania algebraiczne trzeciego stopnia*®
Ogdlne réwnanie trzeciego stopnia - Przykiadowe obliczenia - Zadania

7 Zasadniczego Twierdzenia Algebry wynika, ze réwnanie algebraiczne stop-
nia n ma n pierwiastkéw zespolonych (z uwzglednieniem krotnosci). Umiemy
rozwiazywaé¢ rownania kwadratowe oraz proste, ale wazne réwnanie z" = 1.
Pokazemy teraz, jak rozwiazywaé rownania algebraiczne trzeciego stopnia.

Kazde réwnanie trzeciego stopnia mozna przeksztalci¢ do postaci
4 pr+q=0.

Réwnaniami takimi zajmowali sie matematycy wloscy XVI w., posrod nich
Girolamo Cardano, najsilniej z nimi kojarzony.

Przykladowe obliczenia

Technike rozwigzywania rownan trzeciego stopnia pokazemy na przyktadzie
pochodzacym z dzieta Cardana Ars magna. Oryginalne wyprowadzenie jest
trudniejsze, gdyz wiekszos¢ rozumowan prowadzona jest geometrycznie i bez
uzycia jakichkolwiek symboli.

Rozwiazmy réwnanie z3 + 62 = 20. Wprowadzmy dwie zmienne pomocnicze
u, v takie, ze x = u — v. Otrzymamy (u? — 3u?v + 3uv? — v3) + 6(u — v) = 20,
po przeksztalceniu

(u? —v3) = 3(2 — wv)(u — v) = 20.

Przyjmujac dodatkowo 2 — uv = 0, otrzymamy réwnanie u® — v® = 20. Roz-
wigzmy zatem uklad
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Podstawiajac v = 2/u uklad ten sprowadzamy do réwnania

) 2
ud — (—) = 20, czyli ub —20u® — 8 =0.
U
Kladac t = u® mamy t? — 20t — 8 = 0, skad
20 £+ /432
t= —s = 10 +/108.

Zatem

. 2 8 .
u = 1/10 £ V108, v=- = ¢ = —1/10 ¥ V108.
3/10 + \/m 10 + V 108

Stad ostatecznie

2 =u—v={/10= 108 + {/10 T VI08.

Nietatwo zauwazyé¢, ze suma tych dwu sktadnikéw jest rowna 2. Mozna wyka-
zacé, ze jest to jedyny rzeczywisty pierwiastek tego réwnania.
Wzory Cardana

Rozumujac podobnie mozna pokazaé, ze pierwiastki réwnania 3 + px +q = 0
wyrazajq sie wzorem

5 2 3, 2 3
x:«h q_+p_+J_z_ @, P

2 4 27 2 4 27

Poniewaz pierwiastek szescienny oznacza trzy rézne liczby, pierwiastek kwa-
dratowy dwie, wiec moze sie wydawaé, ze wzor ten daje 3-2-3-2 = 36
pierwiastkéw — w istocie daje on trzy liczby (niekoniecznie rézne).

W podobny sposéb rozwiazuje sie takze réwnania algebraiczne czwartego stop-
nia, co pokazal Lodovico Ferrari (ok.1540-45). Przez dalsze 250 lat matematycy
na prozno szukali analogicznych wzoréw dla réwnan piatego stopnia. W ostat-
nim wykltadzie sprobujemy wyjasni¢, dlaczego ich usilowania byly daremne.

Zadania

17. Pokaz, ze podstawiajac = z — a/3 w réwnaniu 23 4 az? + bz + ¢ = 0 przeksztalcamy je
do postaci 2 + px + ¢ = 0.

18. Rozwigz réwnanie x> + 3z — 4 = 0:

a) korzystajac ze wzoréw Cardana; b) nie korzystajac z nich.

19.* Wykaz, ze réwnanie z° + pz + ¢ = 0 ma pierwiastek wielokrotny wtedy i tylko wtedy,
gdy 4p® +27¢* = 0.



