
Zadania z Kombinatorycznej Teorii Grup
Lista 1. Grupa wolna.

Konsekwencje definicji

1. Niech G be
‘
dzie grupa

‘
wolna

‘
wzgle

‘
dem S, i niech T ⊂ S. Uzasadnij, że podgrupa

H = 〈T 〉 generowana przez T jest wolna wzgle
‘
dem T .

2. Niech G be
‘
dzie dowolna

‘
grupa

‘
ze zbiorem generatorów S. Udowodnij, że G jest

(izomorficzna z) ilorazem grupy wolnej FS . Wywnioskuj sta
‘
d, że każda grupa jest

ilorazem grupy wolnej.

3. Uzasadnij, że grupa wolna dowolnej rangi wie
‘
kszej od 1 jest nieabelowa.

4. (a) Pokaż, że każda grupa wolna P posiada naste
‘
puja

‘
ca

‘
uniwersalna

‘
w lasność, zwana

‘
projektywnościa

‘
. Dla dowolnych grup G,H dowolnego surjektywnego homo-

morfizmu γ : G→ H, i dowolnego homomorfizmu π : P → H, istnieje homomor-
fizm φ : P → G taki, że γφ = π.

(b) Pokaż, że dowolna grupa projektywna P jest izomorficzna z pewna
‘
podgrupa

‘
w

pewnej grupie wolnej. (Ponieważ później pokażemy, że każda podgrupa grupy
wolnej jest wolna, sta

‘
d (a) i (b) oznaczaja

‘
, że grupy wolne sa

‘
scharakteryzowane

w lasnościa projektywności.)

5. Uzasadnij, że jeśli G→ F jest homomorfizmem na grupe
‘

wolna
‘
F , zaś N jest ja

‘
drem

tego homomorfizmu, to grupa G jest izomorficzna z pewnym produktem pó lprostym
grupy N przez grupe

‘
F . Pokaż, że jeśli F nie jest grupa

‘
wolna

‘
, to tak być nie musi.

Konsekwencje konstrukcji (opisu) grup wolnych

6. Uzasadnij, że każda grupa wolna jest beztorsyjna (nie posiada żadnego różnego od 1
elementu skończonego rze

‘
du).

7. Uzasadnij, że grupa wolna rangi ≥ 2 ma trywialne centrum.

8. Dla a ∈ G, niech ia : G → G be
‘
dzie automorfizmem wewne

‘
trznym zadanym wzorem

ia(g) = aga−1. Uzasadnij, że jeśli F jest grupa
‘
wolna

‘
rangi ≥ 2, to dla różnych a ∈ F

automorfizmy ia sa
‘
różne. Pokaż też, że odwzorowanie a → ia jest homomorfizmem.

(W ten sposób grupa F wk lada sie
‘
w kanoniczny sposób w swoja

‘
grupe

‘
automorfizmów

Aut(F ).)

9. Uzasadnij, że w grupie wolnej dwa nietrywialne elementy komutuja
‘

wtedy i tylko
wtedy gdy sa

‘
pote

‘
gami tego samego trzeciego elementu.

Wskazówka: (1) najpierw pokaż, że jeśli komutuja
‘
ce elementy sa

‘
reprezentowane

zredukowanymi s lowami u,w, to dla pewnego s lowa x (być może pustego) mamy
u = xūx−1, w = xw̄x−1, ū, w̄ reprezentuja

‘
(być może inne) komutuja

‘
ce elementy,

zaś slowo ūw̄ jest albo zredukowane, albo w procesie jego redukcji redukuje sie
‘

ca le
ū lub ca le w̄; (2) dla komutuja

‘
cych elementów reprezentowanych s lowami o takich

w lasnościach jak ū i w̄ zastosuj indukcje
‘

wzgle
‘
dem sumy d lugości |ū|+ |w̄|.

10. Uzasadnij, że abelowe podgrupy w grupach wolnych sa
‘
cykliczne.

11. Uzasadnij, że podgrupa H = 〈Q〉 w grupie wolnej wzgle
‘
dem S = {a, b} generowana

przez zbiór Q = {a−nban : n ≥ 1} jest wolna wzgle
‘
dem Q. Wywnioskuj sta

‘
d, że F2

posiada podgrupy izomorficzne z Fk dla dowolnego naturalnego k.
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Komutant i abelianizacja

Przypomnijmy, że dla dwóch elementów a, b grupy G ich komutatorem nazywamy element
aba−1b−1 (ozn. [a, b]). Komutant grupy G to podgrupa generowana przez wszystkie ko-
mutatory, czyli podgrupa [G,G] = {[a, b] : a, b ∈ G}.
12. Pokaż, że komutant dowolnej grupy jest jej dzielnikiem normalnym. Wskazówka:

najpierw pokaż że sprzeżenie dowolnego komutatora jest komutatorem (innych ele-
mentów).

13. Uzasadnij, że grupa ilorazowa G/[G,G] jest abelowa. Ogólniej, jeśli [G,G] < N / G
to G/N jest abelowa.

Grupe
‘
G/[G,G] nazywamy abelianizacja

‘
grupy G, i oznaczamy też przez Gab.

14. Wykaż, że abelianizacja grupy wolnej FS jest izomorficzna z grupa
‘
ZS , czyli suma

‘
prosta

‘
|S| kopii grupy Z (lub jeszcze inaczej, grupa

‘
wszystkich funkcji S → Z o

skończonym nośniku, z mnożeniem punktowym). Wskazówka: rozważ naturalny ho-
momorfizm FS → ZS i udowodnij, że jego ja

‘
dro pokrywa sie

‘
z komutantem grupy

FS .

Klasy sprze
‘
żoności w grupach wolnych

Cyklicznym przestawieniem s lowa w nazywamy dowolne s lowo postaci vu dla pewnego
podzia lu w = uv s lowa w.

15. Udowodnij, że w grupie wolnej FS s lowo w′ otrzymane przez cykliczne przestawienie
ze s lowa w reprezentuje element sprzeżony do elementu reprezentowanego przez w.

Dwa s lowa nazywamy cyklicznie równoważnymi jeśli jedno można uzyskać z drugiego za
pomoca

‘
skończonego cia

‘
gu z lożonego z operacji elementarnych i cyklicznych przestawień.

S lowo nazywamy cyklicznie zredukowanym jeśli jest zredukowane, oraz jego ostatnia litera
nie jest odwrotnościa

‘
pierwszej litery.

16. Uzasadnij, że:
(a) cyklicznie równoważne s lowa reprezentuja

‘
elementy sprze

‘
żone;

(b) każda klasa abstrakcji relacji cyklicznej równoważności zawiera dok ladnie jedno
(z dok ladnościa

‘
do cyklicznego przestawienia) s lowo cyklicznie zredukowane;

(c) dwa s lowa reprezentuja
‘
elementy sprze

‘
żone w grupie FS wtedy i tylko wtedy gdy

ich cykliczne redukcje sa
‘
równe (z dok ladnościa

‘
do cyklicznego przestawienia).

Zauważ, że punkt (c) stanowi rozwia
‘
zanie problemu sprze

‘
żoności w grupach wolnych

(czyli pytania o algorytm decyduja
‘
cy, czy dwa elementy wyrażone za pomoca

‘
gener-

atorów sa
‘
sprze

‘
żone).

Inne zadania

17. Uzasadnij, powo luja
‘
c sie

‘
na odpowiednie w lasności grup wolnych (lub je wyprowadza-

ja
‘
c), że naste

‘
puja

‘
ce grupy nie sa

‘
grupami wolnymi: SL(2, Z), Zn dla n > 1, grupa

addytywna Q liczb wymiernych, produkt kartezjanski dowolnych dwóch grup nietry-
wialnych.
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