Zadania z Kombinatorycznej Teorii Grup
Lista 2%

Zastosowania teorii Nielsena (i wyprowadzonych z niej wnioskéw)

. Uzasadnij, ze zbiér elementéw a?, ab, ba w sposéb wolny generuje podgrupe w grupie
wolnej F, p1. Wskazéwka: sprawdz czy uklad ten jest N-zredukowany (zredukowany
w sensie Nielsena), a jesli nie jest, to zmodyfikuj go za pomoca, elementarnych trans-
formacji Nielsena.
. Niech h : F,, — F,, bedzie dowolnym surjektywnym homomorfizmem grup wolnych
skoniczonej rangi. Uzasadnij, ze wowczas istnieje baza Y w F),, bedaca suma roztaczna,
Y =Y, UY; taka, ze:

(i) h obciete do podgrupy generowanej przez Y; jest izomorfizmem na F,, oraz

(ii) h obciete do podgrupy generowanej przez Yo jest homomorfizmem trywialnym.
Wskazéwka: dla dowolnej bazy X w F,, rozwaz uktad h(X) w F,, oraz transformacje
Nielsena przeksztalcajace go w uktad (uq,...,u,), w ktérym poduktad (uq, ..., un,)
jest baza F),, zas u; = 1 dla j > m.
. Okoto roku 1930 Hopf postawil problem, czy istnieje grupa skonczenie generowalna G,
ktorej wlasciwy iloraz G/H jest izomorficzny z G. Grupy G, ktérych zaden wiasciwy
iloraz nie jest izomorficzny z G nazwane zostaly grupami hopfowskimi. Udowodnij, ze
grupy wolne skoriczonej rangi sa grupami hopfowskimi. Wskazéwka: pokaz, ze kazdy
surjektywny homomorfizm h : F;,, — F,, jest izomorfizmem; w tym celu rozwaz uktad
U = h(X) obrazéw elementéw ze standardowej bazy X w F,.

KOMENTARZ: pierwsze grupy nie-hopfowskie zostaly odkryte w latach 50-tych przez
Higmana i Neumanna.

. Rozwazmy grupe wolna Fg, S = {a, b}, i niech ¢ = [a, b] bedzie komutatorem genera-
toréw. Udowodnij, ze kazdy automorfizm grupy Fs przeprowadza c albo na ¢ albo na
¢! albo na sprzezenie jednego z tych elementéw. Wskazéwka: uzyj generatoréw grupy
automorfizmoéw oraz cyklicznie zredukowanych reprezentantéw klas sprzezonosci.

. Niech a,b beda takimi elementami grupy wolnej F', ze pewne ich potegi a™,b", dla
m,n # 0, komutuja. Uzasadnij, ze wéwczas a i b sa potega tego samego elementu
c € F. Wskazéwka: skorzystaj z tego, ze podgrupy grupy wolnej sa wolne.



