Zadania z Kombinatorycznej Teorii Grup
Lista 2
Lemat o ping-pongu, paradoks Banacha—Tarskiego i reprezentacja Magnusa.

Zastosowania lematu o ping-pongu

1. Sformutuj i uzasadnij wersje lematu o ping-pongu dla trzech elementéow grupy.

2. Uzasadnij, ze nastepujace przeksztalcenia a i b z grupy GL(2, R), gdy parametr d jest
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o m/4 wzgledem poczatku ukladu. Wskazéwka: skorzystaj z tego ze przeksztalcenia
a i b sa powinowactwami prostokatnymi wzgledem osi przecinajacych si¢ pod katem
7 /4 i przeprowadz rozumowanie geometryczne.

3. (Grupy Schottky) Grupa G dziata przez bijekcje na zbiorze X, zas Y7,Ys, Y3, Y] sa
parami roztacznymi podzbiorami X. Niech a,b beda takimi elementami grupy G, ze
(1) a przeksztalca dopelienie Y7 w Ya,

(2) b przeksztalca dopelnienie Y3 w Yj.

Uzasadnij, ze podgrupa generowana przez {a,b} jest wolna wzgledem tego zbioru.

Wskazéwka: najpierw uzasadnij, ze a~! przeksztalca dopelnienie Y5 w Y7, a nastepnie

skorzystaj w odpowiedni sposéb z lematu o ping-pongu.

4. (Osiowe automorfizmy drzew) Automorfizm v drzewa T nazywamy osiowym jesli
istnieje dwustronnie nieskonczona tamana A C T' (zwana osia, ) zachowywana przez -y
i taka, ze v dziala na A ”przesuwajac” cala lamana o pewna, liczbe segmentéw w jedna,
ze stron (ta liczbe segmentéw nazywamy stalq przemieszczenia i oznaczamy d(7y)).
(a) Uzasadnij, ze dwa automorfizmy osiowe drzewa T' o rozlacznych osiach generuja,

grupe wolna,

(b) Nie ch ~, § beda osiowymi automorfizmami pewnego drzewa 7' i zalézmy, ze czes¢
wspélna ich osi jest ograniczong tamana dlugosci [. Uzasadnij, ze jesli stale
przemieszczenia spehiaja nieréwnosci d(vy) > 11 d(6) > I, to v i § wyznaczaja
podgrupe wolna w grupie automorfizmow drzewa T

dostatecznie duzy, generuja grupe wolna: a = ( ) ,b=tat™ !, gdzie t jest obrotem

W strone paradoksu Banacha—Tarskiego

5. (Zanurzenie F, w SO(3)) Niech 6 = arccos(1/3). Uzasadnij, ze obroty A i B o kag
0 wokét osi Oz i Oz, odpowiednio, generuja podgrupe wolna rangi 2 w grupie SO(3).
Wskazéwki: (1) Dowolny element w grupie wolnej Fy, ), z dokladnoécia do sprzezenia,
jest reprezentowany zredukowanym slowem koriczacym sie na a. (2) Indukcja po
dtugodci stowa wykaz, ze jesli obroty A, B wyrazimy odpowiednimi macierzami 3 x 3,
to dla dowolnego zredukowanego stowa w nad alfabetem {4, B, A=1, B~1}, koniczacego
sie na A i majacego dlugo$é n, odpowiadajaca mu macierz z SO(3) ma pierwsza,
kolumne postaci ?% - (a,bv/2,¢)T, gdzie a,b, ¢ sa calkowite oraz b jest niepodzielne
przez 3 (w szczegblnosei, b # 0).

6. (Paradoksalny rozklad grupy wolnej) ZnajdZ rozbicie grupy wolnej rangi 2 na
cztery podzbiory, Fr = ALIBUCUD, takie, ze pewne lewostronne grupowe przesuniecia
zbioréw A i B (i analogicznie C' i D) takze daja rozbicia grupy Fs. Dokladniej, istnieja,
elementy g, h € F, takie, ze nastepujace dwie sumy sa rozbiciami: F, = ALl gB =
CUhD.



Kilka przygotowan niezwigzanych z grupami wolnymia.
Zbiory X, Y nazywamy kawatkami przystajacyms jesli posiadaja skonczone rozbicia na
ta sama, liczbe czesci, X = X; U...U X, oraz Y =Y; U...UY,, takie ze dla kazdego
1 czeSci X; oraz Y; sa przystajace.
Cwiczenie 1. Kawaltkami przystawanie jest relacja rownowaznosci.
Cwiczenie 2. Okrag S! na plaszczyznie jest kawalakami przystajacy z okregiem bez
punktu S\ {p}.
Cwiczenie 3. [do zrobienia metoda podobna jak Cwiczenie 2] Sfera S? w przestrzeni
jest kawatkami przystajaca z dopetieniem S?\ C swojego dowolnego przeliczalnego
podzbioru C.

7. (Paradoksalny rozklad sfery S?) Uzasadnij, ze sfera S? oraz suma jej dwéch
rozlacznych kopii S? LI S? sa kawalkami przystajace.
Wskazéwki: (1) Niech C bedzie zbiorem wszystkich punktéw przeciecia sfery S? o
srodku w poczatku uktadu z osiami obrotéw nietrywialnych elementéw grupy Fya )
z zadania 5; wéwczas na dopetieniu S? \ C' grupa F(a,py dziala w sposéb wolny, tzn
orbity sa w 1-1 odpowiedniosci z grupa. (2) Paradoksalny rozklad grupy wolnej z
zadania 6 implikuje kawatkami przystawanie S? \ C' z dwoma kopiami S2 \ C.

Reprezentacja Magnusa i jej konsekwencje

Niech Qg bedzie pierscieniem formalnych szeregéw potegowych wzgledem nieprzemi-
ennych zmiennych &, : s € S, o wspélezynnikach catkowitych, i niech Ug bedzie multyplika-
tywna, grupa jednostek (czyli elementéw odwracalnych) w tym pierscieniu. Rozwazmy
odwzorowanie ¢ : S — Ug zadane przez przyporzadkowania s — 1 4 & dla wszystkich
seS.

8. Uzasadnij, ze odwzorowanie v : Fg — Ug przediuzajace 1 jesdt monomorfizmem
(réwnowaznie, zbior 1 + & : s € S jest baza, wolnej podgrupy w grupie Ug).

Rozwazmy ideal A := ({5 : s € S) C Qg, czyli ideal generowany przez wszystkie jednomi-
any &;. Dla dowolnego naturalnego n rozwazmy potege A™ idealu A, czyli ideat sktadajacy
sie ze wszystkich szeregdéw, w ktorych wspdlezynniki przy jednomianach stopnia mniejszego
niz n zeruja, sie. Rozwazmy tez dolny ciqg centralny grupy Fls, czyli ciag podgrup normal-
nych Fék) 4 Fs zadanych rekurencyjnie przez: Fél) = Fyg, Fékﬂ) = [Fék), Fs].

9. Uzasadnij, ze dla komutanta Féz) grupy Fg zachodzi LE(F§2)) = (Fg) N[l + AZ].
10. Uzasadnij, ze dla kazdego naturalnego n zachodzi &(Fén)) C 1+ A™. Wywnioskuj, ze
N, Fs = {1}
11. (Rezydualna nilpotentno$é grupy wolnej) Uzasadnij, ze grupa wolna nieabelowa
Fg nie jest nilpotentna (réwnowaznie, dla kazdego n grupa Fé”) jest nietrywialna).
Pokaz tez ze Fg jest rezydualnie nilpotentna, tzn. ze dla kazdego g € Fs \ {1} istnieje

grupa nilpotentna P i homomorfizm h : Fg — P odwzorowujacy g w nietrywialny
element h(g) # 1 w P.



