Zadania z Kombinatorycznej Teorii Grup
Lista 3. Prezentacje grup.

Prezentacje

1. Uzasadnij, ze "tabelka dziatann’” dla skonczonej grupy G dostarcza skoriczonej prezen-
tacji tej grupy, w nastepujacy sposob. Za zbior generatoréw obieramy cala grupe G.
Jako zbidr relacji bierzemy wszystkie réwnosci postaci gh = k, po wszystkich tréjkach
g, h, k elementow z G takich, ze réwnos¢ gh = k faktycznie zachodzi w G.

2. (a) Uzasadnij, ze (a,b|[a, b]) jest prezentacja grupy Z2.

(b) Ogdlniej, niech G; = (S1|R1) i Go = (S3| Re). Uzasadnij, ze produkt G; x Ga
ma prezentacje (S7 U So | Ry U Ry U{[s1, 2] : $1 € S1,82 € S2})

(c) Znajdz podobna prezentacje jak w punkcie (b) dla produktu pétprostego grup G,
i G2 zadanego przez homomorfizm « : G; — Aut(Gs).

3. Wykaz, ze prezentacja (S | {w? : w jest dowolnym stowem nad SUS™!}) opisuje sume
prosta |S| kopii grupy Zs, czyli grupe funkcji S — Zs o nosniku skoriczonym z punk-
towym dzialaniem mnozenia indukowanym z Z,.

4. Pokaz, ze prezentacja (a,b|a"tba = b?,b~1ab = a?) opisuje grupe trywialna.

Zastosowania lematu o uniwersalnej wlasnosci grupy zadanej prezentacja

5. Rozwazmy grupe G = {(a,b,c,d|a?,b?,c2,d?, [a,b], [b, c|, [c,d], [d, a]). Udowodnij, ze ac
jest elementem nieskonczonego rzedu w G, zas$ ab ma rzad 2.

6. Uzasadnij, ze grupa (a,b|a?b?, (ab)3) jest nieabelowa. Wskazéwka: znajdZ homo-
morfizm tej grupy na grupe symetrii tréjkata réwnobocznego (réwnowaznie, grupe
permutacji Sym(3)).

7. Rozwazmy grupe G = (a,t |t 'at = a?), zwana grupa Baumslaga-Solitara.

(a) Uzasadnij, ze elementy a,t maja w tej grupie nieskonczony rzad i nie komutuja,
(b) Uzasadnij, ze funkcja okredlona przez v(t) = t,¢(a) = a~? rozszerza si¢ do
homomorfizmu ¢ : G — G.
(c) Uzasadnij, ze homomorfizm 1) z punktu (b) jest automorfizmem grupy G.
Wskazéwka: ustal jaka posta¢ musiatby mieé ¢~ (a).
8. Zliczajac homomorfizmy G — Z, wyznacz rangi grup G zadanych nastepujacymi

prezentacjami:
(a) G =(ai,b1,...,aq,by]|[a1,b1] - [az,b2] ... [ag,bg]), g >1;
(b) {a1,...,ar|a?-ad3-...-a2), k>1.

(Powyzsze grupy z jedng relacja to tzw. grupy podstawowe zamknietych powierzchni
(a) orientowalnych i (b) nieorientowalnych; sa one tez krétko nazywane grupami
powierzchni.)

9. Dana jest grupa G posiadajaca skonczona, prezentacje, w ktorej jest wiecej generatoréw
niz relacji. Uzasadnij, ze G posiada iloraz izomorficzny z nieskoniczona grupa cykliczna,
Podaj przykiad nieskonczonej grupy skoriczenie generowalnej nie posiadajacej takiego
ilorazu.

10. Uzasadnij, ze grupa G = (b,t|t~1b%*t = b®) nie jest grupa hopfowska (tzn. posiada
surjektywny homomorfizm 6 : G — G o nietrywialnym jadrze). W tym celu uzasadnij,
ze
(a) przyporzadkowania 0(t) = t i 6(b) = b* wyznaczaja homomorfizm G — G;
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(b) homomorfizm ten jest surjektywny;
(c) komutator [t~!bt,b] jest nietrywialnym elementem w G, za$ jego obraz przez
jest trywialny.
Transformacje Tietzego

11. Zastosuj starannie transformacje Tietzego do przeksztalcenia prezentacji
{a,b,c|c rac = b,c " bc = a,c® = 1) w prezentacje (a,c|c? = 1).
12. Wykaz, ze G = (a,b|ababa = 1) jest nieskoniczona, grupa cykliczna,
13. Niech G = (s1,...,8m |71, -.,7rn) bedzie skonczenie prezentowalna, grupa.
(a) Niech (s1,...,8m|p1,...) bedzie inng prezentacja grupy G, wzgledem tego samego

ukltadu generatoréw, z nieskoriczona, liczba relacji. Uzasadnij, ze woéwcezas (1, ..., Sm | p1, -

jest skonczona, prezentacja grupy G dla odpowiednio duzego N.

(b) Niech (t1,...,tx|p1,...) bedzie inng prezentacja, grupy G, z nieskonczona, liczba
relacji. Pokaz, ze istnieje N takie, ze (t1,...,tx | p1,...,pn) jest skoniczona prezentacjal
tej grupy. Wskazéwka: uzyj transformacji Tietzego oraz punktu (a).

Ilorazy grup zadanych za pomoca prezentacji

14. Ustal jakie grupy powstaja w wyniku abelianizacji grup dyhedralnych, grupy Baumsla-
ga-Solitara z zadania 7, oraz grup powierzchni z zadania 8.
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