Zadania z Kombinatorycznej Teorii Grup
Lista 4. Produkty wolne.

Podstawowe proste wlasnosci produktéw wolnych

1.

Produkt wolny nie mniej niz dwéch nietrywialnych grup zawiera elementy nieskonczo-
nego rzedu.

Grupy G, w naturalny sposéb zanurzaja sie jako podgrupy w produkcie wolnym .G,
zas przekréj dowolnych dwéch takich podgrup jest trywialny. Udowodnij to dwoma
metodami: (1) korzystajac wylacznie z uniwersalnosciowej definicji produktu wolnego
(lub jego kanonicznej prezentacji), (2) korzystajac z jawnego opisu elementéw grupy
w postaci normalnej (zredukowanej).

Grupa wolna rangi k jest produktem wolnym k-elementowej rodziny nieskonczonych
grup cyklicznych.

Produkt wolny grup jest grupa wolna, wtedy i tylko wtedy gdy produktowane grupy
sa, wolne.

. Dana jest kolekcja podgrup H; < G, < *oG, taka, ze o; # «; dla @ # j. Uzasad-

nij, ze podgrupa H < *,G, generowana przez U; H; jest kanonicznie izomorficzna z
produktem wolnym x*; H;.

Sformutuj i uzasadnij warunek pozwalajacy rozstrzygaé, czy grupa G z dwoma pod-
grupami H, K jest kanonicznie izomorficzna z produktem wolnym H % K.

Niech I" bedzie grupa izometrii prostej generowana, przez dwa odbicia (wzgledem dwéch
r6znych punktéw). Uzasadnij, ze I jest izomorficzna z produktem wolnym dwdéch kopii
Zs.

Uzasadnij, ze grupa bedaca produktem wolnym rodziny zlozonej z wiecej niz dwdéch
nietrywialnych grup jest izomorficzna z produktem wolnym dokiadnie dwdéch nietry-
wialnych grup.

Dalsze nieco trudniejsze wlasnosci produktéw wolnych

9.
10.

11.

12.
13.

Produkt wolny nie mniej niz dwéch nietrywialnych grup ma trywialne centrum.
Zbada]j problem sprzezonosci w produkcie wolnym. Zastosuj odpowiednio zaadap-
towane pojecie cyklicznego zredukowania.

Postugujac sie kryterium sprzezonosci wyprowadzonym w poprzednim zadaniu uzasad-

nij, ze kazdy element skonczonego rzedu w produkcie wolnym jest sprzezony z pewnym

elementem skoriczonego rzedu w jednej z grup sktadowych (a nawet, w dokladnie jednej

z tych grup).

Uzasadnij, ze grupy Zs * Zs, Zg * Zy * Zy oraz Z * Zy sa parami nieizomorficzne.

Postugujac sie np. ponizszymi podpunktami uzasadnij, ze produkt wolny dwéch ni-

etrywialnych grup nie jest nigdy izomorficzny z produktem prostym dwdch nietrywial-

nych grup.

(1) Niech g € G\ {1}, h € H\ {1}. Uzasadnij, ze centralizator elementu gh w grupie
G * H (czyli podgrupa zlozona z wszystkich elementéw komutujacych z gh) jest
izomorficzny z nieskoniczong grupa, cykliczna Z.

(b) Centralizator dowolnego elementu z produktu dwéch nietrywialnych grup G & H
jest produktem dwoch nietrywialnych grup.
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14. Uzasadnij, ze produkt wolny dwéch nietrywialnych grup, z ktérych przynajmniej jedna
jest rozna od Z,, zawiera grupe wolna rangi 2 jako podgrupe.

Pewne zastosowanie produktéw wolnych

15. Niech U bedzie grupa skonczenie prezentowalna, w ktérej nierozstrzygalny jest prob-
lem stéw. Postugujac sie grupa U, oraz operacja produktu wolnego, skonstruuj grupe
skonczenie prezentowalna, w ktoérej nierozstrzygalny jest problem:

(a) przynaleznosci elementu g € G (wyrazonego poprzez generatory) do centrum
grupy G;
(b) komutowania dowolnego elementu g € G z ustalonym elementem gy € G;
(c) czy element g € G jest n-ta potega w grupie G, dla ustalonego n > 1;
(d) posiadania przez element g € G skoniczonej klasy sporzezonosci;
(e) czy element g € G ma skoriczony rzad > 1;
()

e
f) czy element g € G jest komutatorem w G.



