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Zadania z Kombinatorycznej Teorii Grup
Lista 6.

Uzasadnij, 7e jeéli skoficzony spdjny graf zanurza si¢ w plaszczysnie, to jego rzad
spéjnosci jest réwny liczbie ograniczonych komponent w dopelnieniu dowolnego za-
nurzenia.

Znajdz kilka réznych drzew maksymalnych oraz wyz-
nacz range grupy podstawowej w pastepujacym grafie:

Niech X bedzie skoficzonym grafem, 71, T2 dwoma drzewami maksymalnymiw X, za$
51,5, dwoma bazami grupy podstawowej 7(X,v) kanonicznie wyznaczonymi przez

drzewa Ti,T. Identycznosciowy automorfizm grupy 7(X,v) interpretujemy jako
izomorfizm h : Fs, — Fs,. Opisz izomorfizm h w przypadku, gdy drzewa 71,712

ré7nia sie tylko jedna krawedzia.
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Dobierajac drzewa maksymalne w nastepujacych grafach
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(a)

znajd# bazowe uklady generatoréw dla podgrup grupy wolnej (s,t|—) opisanych tymi

grafami jako nakryciami grafu

x= s

Znajd# nakrycia grafu X z poprzedniego zadania odpowiadajace (a) podgrupie (s},

(b) jadru homomorfizmu na nieskoriczona grupg cykliczna {a | —) wyznaczonego przez

s — a,t — 0.

Wyznacz, poshugujac si¢ nakryciami, bazy wszystkich podgrup indexu 2 w grupie

wolnej rangi 3.

Uzasadnij przy pomocy nakrycia, ze podgrupa w grupie wolnej {s,t| —) generowana

przez s%t%,s%t? ma range 2 i nieskoficzony indeks, zaé podgrupa generowana przez

5,12 tst~ ! ma range 3 i skoficzony indeks (jaki?).

Uzasadnij, ze kazda nietrywialna skoficzenic generowalna podgrupa normalna w grupie

wolnej F}, ma skoficzony indeks. Wskazéwka: skorzystajz wlasnoéci symetrii nakrycia

odpowiadajacego podgrupuie normalnej.

Uzasadnij, ze grupa krawedziowa spojnego grafu nie zmienia si¢ pod wplywem nastepu-

jacych operacji:

(a) podzial dowolnej krawedzi na dwie krawedzie skladowe;

(b) dodanie do grafu jednego nowego wierzcholka i jednej nowej krawedzi laczace]
dodany wierzcholek z dowolnym ”starym” wierzcholkiem grafu.
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Niech f; : (Y;,v;) — (X,v), dla i = 1,2, beda dwoma spdjnymi nakryciami sp6jnego

grafu X indukujacymi ta sama podgrupe H < 7(X,v). Uzasadnij, ze zbazowane grafy

(Y, v;) sa izomorficzne jako nakrycia, tzn. istnieje izomorfizm j : (Y1,v1) — (Y2, v2)

komutujacy z f1, fo (czyli taki, ze foj = f1).

Niech f : (Y,v") — (X,v) bedzie odwzorowaniem nakrywajacym spdjnych graféw, i

niech G = 7(X,v), H = f.(n(Y,?")) < G.

(A) Dla kazdego u € f~!(v) niech «, bedzie wybrana droga w Y od v’ do u, i niech
Gu = [f47u] € G. Wykaz, ze zbiér {g, : u € f~1(v)} jest zbiorem reprezentantéw
prawostronnych warstw H w G. (Daje to bezposredni dowdd faktu, ze indeks
[G : H] jest réwny krotnosci nakrycia f.)

(B) Niech Aut;Y oznacza grupe automorfizmow nakrywajgcych nakrycia f, czyli
grupe

[6€ Aut(Y): 6f = f)

Uzasadnij, ze Aut;Y = Ng(H)/H, gdzie Ng(H) = {g € G : gHg™' = H} jest
normalizatorem podgrupy H w grupie G.
Pokaz, ze kazda grupa skonczenie generowalna GG ma skonczenie wiele podgrup ustalo-
nego skonczonego indeksu j. Wskazowka: zredukuj to zadanie do przypadku, gdy
G jest grupa, wolna, (skoriczonej rangi), a nastepnie wykorzystaj zwiazek podgrup z
nakryciami.
Pokaz, ze dla kazdego naturalnego j > 2 w grupie F5 istnieje podgrupa indeksu j,
ktéra nie jest normalna.
Znajdz podgrupe indeksu 6 w grupie wolnej Fs, o indeksie 2 w swoim normalizatorze
w F: 2.
Niech Xg bedzie standardowym grafem z jednym wierzchotkiem, dla ktérego m(X) =
Fs, i niech (Y,v) bedzie nakryciem tego grafu odpowiadajacym podgrupie H < Fg.
Niech T bedzie drzewem maksymalnym w Y takim, ze dla dowolnego v € V3 mamy
réwnosc odleglosci dr(u,v) = dy (u,v).
(a) Pokaz, ze poddrzewo maksymalne T o powyzszej wlasnosci zawsze istnieje.
(b) Uzasadnij, ze baza podgrupy H (jako grupy wolnej) otrzymana w standardowy
sposob z wykorzystaniem drzewa T jest zredukowana w sensie Nielsena.
[Zauwaz, ze zadanie to dowodzi istnienia bazy zredukowanej w sensie Nielsena dla
dowolnej, a wiec takze nieskoriczenie generowalnej, podgrupy H.|
Pokaz, ze pull-back morfizméw f; : Y; — X (rozumiany jako graf z odwzorowani-
ami opisany na wykladzie) spelia wlasnosé uniwersalnosci. Pokaz tez, ze wlasnosé
uniwersalnosci jednoznacznie charakteryzuje pull-back.
Zmajdz przyktady par podgrup w grupie wolnej, o dowolnych skonczonych kombinac-
jach rang, dla ktérych w hipotezie Hanny Neumann zachodza, réwnosci. [To pokaze,
ze nieréwnos¢ w hipotezie Hanny Neumann jest optymalna.|
Uzasadnij nastepujace wzmocnienie Twierdzenia Halla [udowodnione po raz pierwszy
przez Burnsa w 1969 r.]:
Dla danej skonczenie generowalnej podgrupy H w grupie wolnej F' i dowolnego skon-
czonego ukladu elementéw 1, ..., By € F'\ H istnieje podgrupa skonczonego indeksu
G < F taka, ze H jest wolnym faktorem w G, oraz f1,...,0m ¢ H
Wskazéwka: zmodyfikuj dowdd Twierdzenia Halla przedstawiony na wyktadzie.



