


9. Niech fi : (Yi, vi) → (X, v), dla i = 1, 2, be
‘
da

‘
dwoma spójnymi nakryciami spójnego

grafu X indukuja
‘
cymi ta

‘
sama

‘
podgrupe

‘
H < π(X, v). Uzasadnij, że zbazowane grafy

(Yi, vi) sa
‘

izomorficzne jako nakrycia, tzn. istnieje izomorfizm j : (Y1, v1) → (Y2, v2)
komutuja

‘
cy z f1, f2 (czyli taki, że f2j = f1).

10. Niech f : (Y, v′) → (X, v) be
‘
dzie odwzorowaniem nakrywaja

‘
cym spójnych grafów, i

niech G = π(X, v), H = f∗(π(Y, v′)) < G.
(A) Dla każdego u ∈ f−1(v) niech γu be

‘
dzie wybrana

‘
droga

‘
w Y od v′ do u, i niech

gu := [f#γu] ∈ G. Wykaż, że zbiór {gu : u ∈ f−1(v)} jest zbiorem reprezentantów
prawostronnych warstw H w G. (Daje to bezpośredni dowód faktu, że indeks
[G : H] jest równy krotności nakrycia f .)

(B) Niech AutfY oznacza grupe
‘

automorfizmów nakrywaja
‘
cych nakrycia f , czyli

grupe
‘ {φ ∈ Aut(Y ) : φf = f}

Uzasadnij, że AutfY ∼= NG(H)/H, gdzie NG(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H} jest
normalizatorem podgrupy H w grupie G.

11. Pokaż, że każda grupa skończenie generowalna G ma skończenie wiele podgrup ustalo-
nego skończonego indeksu j. Wskazówka: zredukuj to zadanie do przypadku, gdy
G jest grupa

‘
wolna

‘
(skończonej rangi), a naste

‘
pnie wykorzystaj zwia

‘
zek podgrup z

nakryciami.
12. Pokaż, że dla każdego naturalnego j > 2 w grupie F2 istnieje podgrupa indeksu j,

która nie jest normalna.
13. Znajdź podgrupe

‘
indeksu 6 w grupie wolnej F2, o indeksie 2 w swoim normalizatorze

w F2.
14. Niech XS be

‘
dzie standardowym grafem z jednym wierzcho lkiem, dla którego π(X) =

FS , i niech (Y, v) be
‘
dzie nakryciem tego grafu odpowiadaja

‘
cym podgrupie H < FS .

Niech T be
‘
dzie drzewem maksymalnym w Y takim, że dla dowolnego u ∈ VY mamy

równośc odleg lości dT (u, v) = dY (u, v).
(a) Pokaż, że poddrzewo maksymalne T o powyższej w lasności zawsze istnieje.
(b) Uzasadnij, że baza podgrupy H (jako grupy wolnej) otrzymana w standardowy

sposób z wykorzystaniem drzewa T jest zredukowana w sensie Nielsena.
[Zauważ, że zadanie to dowodzi istnienia bazy zredukowanej w sensie Nielsena dla
dowolnej, a wie

‘
c także nieskończenie generowalnej, podgrupy H.]

15. Pokaż, że pull-back morfizmów fi : Yi → X (rozumiany jako graf z odwzorowani-
ami opisany na wyk ladzie) spe lnia w lasność uniwersalności. Pokaż też, że w lasność
uniwersalności jednoznacznie charakteryzuje pull-back.

16. Znajdź przyk lady par podgrup w grupie wolnej, o dowolnych skończonych kombinac-
jach rang, dla których w hipotezie Hanny Neumann zachodza

‘
równości. [To pokaże,

że nierówność w hipotezie Hanny Neumann jest optymalna.]
17. Uzasadnij naste

‘
puja

‘
ce wzmocnienie Twierdzenia Halla [udowodnione po raz pierwszy

przez Burnsa w 1969 r.]:
Dla danej skończenie generowalnej podgrupy H w grupie wolnej F i dowolnego skoń-
czonego uk ladu elementów β1, . . . , βm ∈ F \H istnieje podgrupa skończonego indeksu
G < F taka, że H jest wolnym faktorem w G, oraz β1, . . . , βm /∈ H
Wskazówka: zmodyfikuj dowód Twierdzenia Halla przedstawiony na wyk ladzie.
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