Podstawy geometrii i geometrie nieeuklidesowe
Lista 1. Aksjomaty pola dla wielokatéw.

1. Postlugujac sie aksjomatami pola oraz wywiedzionymi z aksjomatéw (na wykladzie)
wlasnosciami, a takze znanymi z geometrii wlasnosciami figur, wyprowadz wzory na
pole: (a) réwnolegloboku, (b) tréjkata, (c) trapezu. W przypadku trudnosci z przy-
padkiem ogdlnym zacznij od przypadkow latwiejwszych: réwnolegtoboku o bocznych
krawedziach nie za bardzo pochylonych, tréjkata prostokatnego, trojkata i trapezu
rownoramiennego. W poszczegdlnych podpunktach tego zadania mozesz tez korzystaé
z podpunktéw poprzednich.

2. Zbadaj, ktore aksjomaty pola sa spelnione, a ktére nie sa, przez poszczegolne funkcje
P; opisane ponizej:

(a) P (W) :=1 dla kazdej figury W;

(b) Po(W):=1/4-0O(W), gdzie O(W) jest obwodem figury W;

(¢) niech C bedzie ustalonym okregiem na plaszczyznie i niech P3(W) bedzie dtugo-
Scia, tej czesdci okregu C, ktora jest zawarta w W

(d) rozwazmy na plaszczyznie punkty kratowe, tzn. punkty majace w pewnym ustalo-
nym ukladzie wspétrzednych obie wspéhrzedne catkowite, i niech Py(W) := w +
1/2-b— 1, gdzie w jest ilodcia punktéw kratowych lezacych wewnatrz W, zas b
ilodcia punktéw kratowych na brzegu W

(e*) oznaczmy przez wyp(W) tzw. otoczke wypukta figury W, czyli najmniejsza figure

wypukla, zawierajaca figure W, i niech Ps(W) := 1/4 - O(wyp(W)), gdzie O
oznacza obwadd.

3. Uzasadnij, ze zastepujac jeden z aksjomatéw pola innym aksjomatem jak ponizej
otrzymamy réwnowazny ukiad aksjomatow:

(a) aksjomat jednostki aksjomatem: ”pole ustalonego kwadratu o boku 2 wynosi 4”;
(b) aksjomat monotonicznosci aksjomatem: ” P(W) > 0 dla kazdego wielokata W,
(c) aksjomat przystawania stabszym aksjomatem przystawania tréjkatéw: ”przysta-
jace tréjkaty maja rowne pola”;
(d*) aksjomat jednostki aksjomatem: ”pole ustalonego tréjkata réwnobocznego o boku
1 wynosi v/3/4”.

4. Uzasadnij, ze nastepujacych stwierdzen nie da sie udowodni¢ bez odwotania sie do ak-
sjomatu przystawania (a wiec wylacznie na podstawie trzech pozostatych aksjomatéw
pola):

(a) kazdy kwadrat jednostkowy ma pole 1;

(b) pole tréjkata powstalego z podzialu dowolnego prostokata przekatna jest réwne
potowie pola tego prostokata;

(c) istnieja wielokaty o dowolnie duzych polach;

(d) réwnolegtoboki o réwnych podstawach i réwnych wysokos$ciach maja, réwne pola;

5. Uzasadnij, ze stwierdzen (b), (c) i (d) z zadania 4 nie da si¢ udowodnié¢ bez korzystania
z aksjomatu sumy. A czy bez aksjomatu sumy mozna udowodnié, ze kazdy prostokat
o obu bokach dtugosci > 1 ma pole > 17

6. Niech Py bedzie zwyklym polem figur wielokatnych. Zbadaj, ktore aksjomaty pola sa,
spelnione, a ktore nie sa, przez poszczegdlne funkcje P; opisane ponizej:

(a) Ps(W):=1/2- Po(W) + 1/2;
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(b) P;(W) := min(Py(W),1000);

(c) ustalmy pewna poélplaszczyzne E zawierajaca kwadrat jednostkowy K bedacy
wzorcem pola (kwadrat z aksjomatu jednostki) i niech Pg(W) := Py(W N E).
Czy zastepujac aksjomat sumy aksjomatem ”P(W; U Wy) < P(W;) + P(Ws) dla
dowolnych figur wielokatnych Wi i Ws” otrzymamy réwnowazny ukiad aksjomatéw?
Czy stwierdzenie "wsréd prostokatéw o ustalonym jednym boku ten, ktorego drugi
bok jest dtuzszy nie moz e mie¢ mniejszego pola” jest niezalezne od ukladu aksjomatow

(a) AS, AM, AJ; (b) AP, AM, AJ?

Czy stwierdzenie ”pole wielokata jest rowne polowie kwadratu srednicy tego wieloka-
ta” (gdzie srednica to maksymalna odlegto$¢ miedzy punktami wielokata) mozna
obali¢ za pomoca,

(a) aksjomatéw pola;

(b) samych tylko aksjomatéw AP, AM, AJ?

Czy uktad skladajacy sie z aksjomatow AP, AM, AJ oraz z zaprzeczenia aksjomatu
AS jest niesprzeczny?

Czy uktad sktadajacy sie z aksjomatéw AS, AP, AJ oraz z aksjomatu ”pola wielokatéw
podobnych sa sobie réwne” jest niesprzeczny?

Czy te sposrod uktadow aksjomatéw z zadan 101 11, ktore sa niesprzeczne, sa réwniez
zupeke?



