Podstawy geometrii i geometrie nieeuklidesowe
Lista 2. Aksjomaty i modele geometrii euklidesowej plaszczyzny.

1. Dla nizej wymienionych modeli plaszczyzny (i) uzupelnij precyzyjna, interpretacje
wszystkich pojeé pierwotnych, (ii) podaj przyklady wszystkich poje¢ wystepujacych
w aksjomatach a definiowanych za pomoca pojeé¢ pierwotnych, (iii) rozstrzygnij ktére
aksjomaty plaszczyzny euklidesowe]j nie sa spelnione w tych modelach.

A. Punkty to liczby rzeczywiste i jest tylko jedna prosta, przy czym wszystkie punkty
do niej naleza,.

B. Punkty to litery polskiego alfabetu, zas proste to slowa z ustalonego stawnika
jezyka polskiego.

C. Punktami sa wszyscy pracownicy w Polsce, prostymi wszystkie firmy, zas porza-
dek zadany jest przez podleglosé stuzbowa, (nie tylko bezposrednia).

D. Punktami sa punkty z wnetrza pewnego kola, zad prostymi wnetrza cieciw tego
kota; porzadek na prostych, miary odcinkéw i miary katow sa, takie jak w zwykte]
geometrii.

E. Role plaszczyzny pehi tréjwymiarowa przestrzen, zas pozostale pojecia sg okre-
Slone tak jak w zwyklej geometrii.

F. Wszystkie pojecia sa takie jak w zwyklej geometrii plaszczyzny, tylko miary katéw
sg réwne polowie zwyklych miar.

G. Wszystkie pojecia sa takie jak w zwyklej geometrii ptaszczyzny, tylko miary od-
cinkow sa, rowne zwyklym miarom podniesionym do kwadratu.

H. Punktami sa punkty pewnej pdlsfery bez brzegu, za$ prostymi sa luki kot wielkich
sfery zawarte w tej polsferze. Porzadek na prostych okreslony jest w sposéb nat-
uralny, miary odcinkéw to dhugosci tukéw kot wielkich odpowiadajacych tym od-
cinkom, za$ miary katéw to zwykle miary katéw pomiedzy stycznymi do pélpros-
tych w ich wspélnym poczatku.

Teoria incydencji to teoria bedaca fragmentem geometrii euklidesowej, oparta tylko na
aksjomatach incydencji 11-13 oraz na aksjomacie réwnolegloséci R. Pojeciami pierwotnymi
w tej teorii sa tylko: punkt, prosta, relacja nalezenia.

2. Na rysunkach na nastepnej stronie (na dole) pogrubione kropki reprezentuja punkty,
za$ linie (zar6wno proste jak owalne) reprezentuja, proste. Relacja nalezenia odpo-
wiada lezeniu kropki na linii. Sa to modele teorii incydencji. Ktére z tych modeli
spelniaja wszystkie aksjomaty teorii incydencji?
Zbadaj czy poszczegdlne aksjomaty teorii incydencji sg od siebie niezalezne.
4. Czy 7 aksjomatow teorii incydencji wynika, ze:

a. na kazdej prostej leza przynajmniej 3 punkty;

b. plaszezyzna sklada sie z przynajmniej 4 punktow;

c. na plaszczyznie znajduje sie przynajmniej 6 prostych;

d. przez kazdy punkt przechodza przynajmniej 3 proste;

e. dla kazdej prostej istnieja przynajmniej dwie proste, ktore jej nie przecinaja?

Ktére z powyzszych stwierdzeni sa, niezalezne od teorii incydencji?

5. Czy teoria incydencji jest niesprzeczna? A czy jest zupela?
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W pozostalych zadaniach mozna korzysta¢ wylacznie z aksjomatéw teorii incydencji,

oraz z poprzednich zadan lub podpunktow.

6.

Proste pi1, po nazywamy réunolegltymi jesli jest to ta sama prosta lub jesli sa to rézne
proste i nie maja, punktéw wspdlnych. Uzasadnij, ze:

a. relacja réwnoleglosci jest przechodnia;

b. jesli p # ¢ i p przecina ¢, to kazda prosta réwnolegita do p przecina g w dokladnie
jednym punkcie, za$ przez kazdy punkt prostej ¢ przechodzi doktadnie jedna
prosta réwnolegla do p.

Kierunkiem nazywamy zbiér wszystkich prostych réwnoleglych do pewnej proste;.
Uzasadnij, ze

(a) przez kazdy punkt przechodzi dokladnie jedna prosta o danym kierunku;

(b) istnieja conajmniej 3 rézne kierunki;

(¢) rézne kierunki sa rozlaczne jako zbiory prostych;

(d) ilo$é prostych w poszczegélnych kierunkach jest taka sama (przy zalozeniu Ze jest
skoniczona);

(e) na prostych o danym kierunku lezy taka sama ilos¢ punktéw.

. Jedli p i g sa réznymi prostymi, to istnieje prosta r przecinajaca kazda z prostych p i

g w doktadnie jednym punkcie.
Uzasadnij, ze na kazdych dwoch prostych lezy taka sama ilos¢ punktéw.

. Pekiem nazywamy zbiér wszystkich prostych przechodzacych przez ustalony punkt.

Uzasadnij, ze kazde dwa peki sa réwnoliczne.

. Uzasadnij, ze liczba prostych w kazdym peku jest o jeden wigksza niz liczba punktéw

na dowolnej prostej.
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