Podstawy geometrii i geometrie nieeuklidesowe
Lista 3. Model Kleina geometrii nieeuklidesowej.

Podstawowe obiekty w modelu Kleina

1. W obszarze dowolnego kata wskaz punkt, przez ktéry nie przechodzi zadna prosta
przecinajaca oba ramiona kata. Dla danego kata, opisz zbiér zlozony z wszystkich
punktéw o tej wiasnosci. (Skonfrontuj to z blednym dowodem Legendra faktu, ze
suma katéw w tréjkacie wynosi 180°, omawianym na wykladzie.)

2. Wskaz przyktad trzech parami roztacznych péiptaszczyzn w modelu Kleina. Czy taki
przykiad jest mozliwy w geometrii euklidesowej?

3. Dane sa dwie proste asymptotyczne k i m oraz punkt A w obszarze pomiedzy nimi.
Ile prostych nieprzecinajacych ani k ani m przechodzi przez A? Podaj odpowiedzi
(ktére sa rézne!) dla wszystkich przypadkéw odpowiednio opisanych dokladniejszych
szczegdtow polozenia A wzgledem k i m.

Zadania o prostopadlosci oraz o katach ostrych i rozwartych

4. Uzasadnij, ze proste asymptotyczne nie maja, zadnej wspdlnej prostopadie;j.

5. Udowodnij, ze dwie rézne proste prostopadte do danej prostej sa rozbiezne.

6. Znajdz w modelu Kleina przykiad kata prostego i kata ostrego takich, ze obszar tego
pierwszego zawiera si¢ w obszarze tego drugiego. UWAGA: kat jest ostry, gdy zawiera
sie w kacie prostym o tym samym wierzchotku i o jednym ramieniu wspolnym.

7. Znajdz w modelu Kleina przyktad czworokata Lamberta i uzasadnij, ze jego kat przy
czwartym wierzchotku jest ostry.

8. Wskaz, wraz z uzasadnieniem, przyklad czworokata o wszystkich czterech katach os-
trych.

Zadania o nieeuklidesowych odleglosciach i miarach odcinkow
9. Uzasadnij, ze wspolrzedna logarytmiczna
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punktu A na cigciwie PQ:
(a) wynosi 0 gdy A jest euklidesowym srodkiem cieciwy PQ;
(b) ro$nie gdy punkt A oddala sie od punktu P za$ zbliza do Q;
(c) zmienia sie na przeciwna, gdy zamieni sie oznaczenia P i @ dla konicéw cieciwy.
10. Punkt A lezy w srodku modelu Kleina bedacego kotem o promieniu 1, za$ punkt B
lezy w euklidesowej odlegloséi 1/2 od A. Oblicz odlegto$é nieeuklidesowa, | AB|Ng oraz
znajdz nieeuklidesowy srodek odcinka AB.
11. Znajdz w modelu Kleina odcinek o nieeuklidesowej mierze 1000.
12. Znajdz w modelu Kleina przyktad czworokata Saccheri’ego i sprawdz, ze jego katy nie
przy podstawie sg ostre.
13. Uzasadnij, ze przeciwprostokatna w tréjkacie prostokatnym nieeuklidesowym ma wie-
ksza, miare niz przyprostokatna, w nastepujacych dwoch krokach.
(a) Najpierw rozwaz takie polozenie tréjkata w modelu, w ktérym wierzcholek miedzy
przeciwprostokatna a rozpatrywang przyprostokatna znajduje sie w euklides-
owym $rodku modelu.
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(b) Nastepnie, korzystajac z punktu (a) oraz z aksjomatu o przystawaniu tréjkatow,
uzasadnij powyzsza wlasnos¢ dla dowolnego nieeuklidesowego tréjkata prostokat-
nego.

Korzystajac z poprzedniego zadania uzasadnij, ze rzut prostokatny punktu A na dana

prosta, jest punktem najblizszym punktowi A sposréd punktow na tej proste;j.

Proste p i ¢ sa asymptotyczne, A € ¢, zas A’ jest rzutem prostokatnym A na p.

Uzasadnij, ze nieeuklidesowa odlegtosé¢ |AA’| dazy do zera gdy A dazy do wspdlnego

punktu prostych p i ¢ na brzegu modelu. Przyjmij, ze p jest sSrednica modelu.

Zadania o nieeuklidesowych okregach i izometriach
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Uzasadnij, ze odcinki o wspélnym koncu w srodku modelu maja jednakowe miary
(nieeuklidesowe) dokladnie wtedy, gdy ich zwykle (euklidesowe) dlugosci sa réwne.
Wywnioskuj stad, ze nieeuklidesowymi okregami o srodku w srodku modelu (czyli
figurami ztozonymi ze wszystkich punktéow lezacych w ustalonej nieeuklidesowej od-
leglosci od srodka) sa zwykle okregi euklidesowe.

Niech P bedzie punktem w modelu Kleina réznym od srodka modelu. Uzasadnij, ze
zaden euklidesowy okrag o srodku P nie jest nieeuklidesowym okregiem o srodku P.
Korzystajac z zadania 16 podaj przyklad okregu, na ktérym nie mozna opisa¢ tréjkata.
Oblicz jaki jest conajmniej jego promien.

Dla okregéw o srodku w $rodku modelu uzasadnij, ze kat wpisany oparty na srednicy
nie jest katem prostym. Czy jest to kat ostry czy rozwarty?

Uzasadnij, ze zwykle obroty wokdét srodka modelu oraz zwykle odbicia wzgledem
srednic modelu sa izometriami plaszczyzny nieeuklidesowe;j.

Inne zadania

21.

22.

Tréjkat o jednym wierzchotku idealnym ma w pozostalych wierzchotkach katy o mi-
arach 90° i 30°. Oblicz dlugos¢ boku laczacego dwa zwykle wierzcholki tego tréjkata.
Wskazéwka: umieéc ten tréjkat w modelu tak, by wierzcholek o kacie miary 30°
znajdowat sie w srodku modelu.

Dla dowolnego o speliajacego 0 < a < 90° znajdz w modelu Kleina przykiad
czworokata Lamberta, w ktorym kat przy czwartym wierzchotku ma miare o.



