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1.2. TEORIA POLA FIGUR WIELOKATNYCH.

1.2.1. Opi ii pol

Przvktadem aksjomatyczno—dedukeyinej teorii jest teoria pola figur wiclokatnych.
Wiasnie teoria pola dla figur wielokatnych bedziemy szerzej zajmowac sig na tym
wykladzie, ilustrujac na jej przykfadzie rozmaite aspekty dotyczace teorii aksjomatyczno-
dedukcyjnych.

Zwykle pojeciem pola postugujemy sig w sposob intuicyjny. WNa tym wykladzie
sprobujemy uscisli¢ to pojecie w jezyku matematycznym. Oczywiscie mozemy zrobié to
na rozne sposoby, gdyz jest wiele mozliwych podej$é do zagadnienia pola. Zaleza one
przede wszystkim od gustow matematykow oraz tego co uwazaja za prostsze lub bardziej
popularne w danym okresie. Jednak podejicia te nie sa ze soba sprzeczne, a raczej
uzupelniajg si¢ dajac mozliwos¢ spojrzenia na to zagadnienie z réznych stron. Celem
tego wykladu jest przedstawienie teorii pola w sposob aksjomatyczno—dedukeyjny, czyli
wyrazenie teorii pola przez aksjomaty i stwierdzenia, ktdre mozna z nich wyprowadzi¢.

DEFINICJA 1.1. Polem nazywamy funkcj¢ przypisujaca figurom wielokatnym W liczby
rreczywiste P(W). Zaldadamy, #e funkcja pola posiada pewne whasnosci, czyli spelnia
aksjomaty pola.

Aby moc rozwazag teorig pola figur wielokatnych nalezy jeszcze wyjasnié co
rozumiemy przez pojecie figury wielokatne;.

DEFINICJA 1.2. Figura wielokgtna moze by¢ dowolnym wiclokatem znanym z
geometrii plaskiej, jednak pojecie to rozszerza nam zbidr wielokatéw o figury, ktore nie
sq wielokatami. ale spelniaja niZzej opisane warunki. 5a to figury, ktdre sa suma
skoficzonej ilosci nie zachodzacych na siebie tréjkatdw. Figury nie zachodzace na siebie,
to takie ktore nie maja wspdlnych punktow wewnetrznych (rozlacznosé wnetrz).
Przyltadem figur wielokatnych sa :

a) b) ©)




Aksjomat sumy ~ AS
Jedli wielokat W jest suma nie zachodzacych na siebie wielokatéw W, i W, to pole
danego wielokata jest rowne sumie pol wiclokatow W, i W, |

Aksjomat przystawania — & F
Wielokaty przystajace maja rowne pola.

Aksjomat monotonieznosei — A
Jesli wiclokat W, zawiera si¢ w wiclokgcie W to pole wielokata W, jest mniejsze lub
réowne polu wielokata W .



Aksjomat jednostki — 4D
Pole ustalonego kwadratu K, o boku dhugosci 1 wynosi 1.
1.2.4 Lkeyviny wywad teorii

Fragment teorii pola postuzy nam jako przyktad do przedstawienia
dedukeyinego wywodu teorii matematycznej. Krok po kroku korzystajac z aksjomatdw
i geometrycznych wilasnosci figur wielokatnych nie zwigzanych z pojgciem pola
bedziemy dowodzic nowych stwierdzen. W konselowencji otrzymamy uporzadkowany
zapis czescl teorii pola.

STWIERDZENIE 1.1. Pole kazdego kwadratu K o boku 1 wynosi 1.

DOWOD: Rozwazany kwadrat K jest przystajacy do wyréznionego kwadratu K, ,wiec
na mocy aksjomaty przystawania maja rowne pola. Z aksjomatu jednostki wiemy, ze
pole Kawynosi jeden zatem P{K) = 1. =

STWIERDZENIE 1.2. Jesli figury wielokqgtne W, .. W, nie zachodzg na siebie to
pole figury, bedgcej sumq W, ... W, jest rowne sumie pol poszczegolnych figur, co
mozemy zapisac:

P, U ..V Wn) =PW)+..+PWn)

DOWOD: Nalezy zastosowaé (n-1) - krotnie aksjomat sumy. =

STWIERDZENIE 1.3. Pole prostokgta o bokach dlugosci — i —, gdzien. msaq
nom

s 2 ; " . 1
liczbami naturalnymi jest rowne iloczynowi diugosci bokow i wynosi —
nm

DOWOD: Z n - m przystajacych i nie zachodzacych na sicbie prostokatow o
1 1
wymiarach s na poe otrzymujemy kwadrat o boku dlugosci 1. Z jednej strony pole

kwadratu o boku dhlugosci jeden wynosi 1 (ze Stwierdzenia 1.1). Z drugiej strony na
podstawie stwierdzenial2 wiemy, ze pole powstatego kwadratu jest rowne sumie pol

; ’ o ko o ;
mm przystajacych prostokatéw o bokach. dlugosci T Zatem pole jednego

I 1 1
prostokata o bokach dhugosci ;, ; WYnosi n_ . co konczy dowod. ]
m

STWIERDZENIE 1.4. Fole prostokata W o bokach dlugosci . gdzie ab.c.d sq

L n

£
b’
. : : .a ¢
liczhami naturalnymi, wynosi 33
g a
DOWOD: Bok dhlugoéci 3 dzielimy na a rownych czesei, zas bok dhugosci 3 dzielimy

na ¢ rownych czgdci. Nasz wyjéciowy prostokat jest w takim razie suma ac



| —

przystajacych i nie zachodzacych na siebie prostokatéw W~ o bokach dhugosci—7

!
b od
y 11
Pole takich prostokatéw umiemy juz obliczy¢ (stw.3) i wynosi ono P(W’) = rr]
Ostatecznie na mocy Stwierdzenia 1.2 pole prostokata W wynosi:
11 a c
P =g P o ——m — e ——
(W) =aec PIW') = ac i S [ ]

Udowodniliémy wiec. Ze pole prostokata o wymiernych dhugosciach bokow x i
¥ jest réwne iloczynowi dlugosci jego bokéw i wynosi xy. Zastandwmy sie czy z
aksjomatow mozemy wyprowadzic analogiczny wzor na pole kazdego prostokata, czyli
rowniez takiego, ktérego dlugosei bokdw moga byé niewymierne. Okazuje sig, ze tak.

STWIERDZENIE 1.5. Pale prostokata W o bakach dowelnveh diugosci a, b
wynosia - b,

DOWOD: Przypadek gdy a, b sa liczbami dodatnimi wymiernymi udowodniony zostat
w Stwierdzeniu 1.4. Zajmijmy si¢ prostokatem W, ktérego przynajmniej jedna z
dhugosci bokdw a, b jest liczbg niewymierna. Wyrdimiamy dwie takie sytuacje, to
znaczy gdy jedna z dlugosci jest liczba niewymierna, lub gdy obie diugosci bokow sg
niewymierne. Rozwazmy najpierw sytuacje z dwiema niewymiernymi dlugodciami
bokow.

Wezmy pomocniczo dwa prostokaty Wi, oraz W, o wymiemnych dlugosdciach bokdw,
ktérych polozenie wzgledem danego prostokatla przedstawia rysunek, Diugosei bokow
rozwazanych prostokatow przedstawiaja nierdwnoscei:

pLa<pt vg<o<g p
oraz 8
- P
P(Ww) =p-q P(Wpy) =p'-q bl ?
ql

™a mocy aksjomatu monotonicznosci:
P(W)z PWy)=p-q : —
P(W) = P(W,,) =p'-q’ czyli

pqg =P(W)z=p-q

Kazda liczbe rzeczywista mozemy przyblizyc (zaréwno z gory jak i z dotu) ciagiem

liczb wymiernych. Dobierzmy wigc takie wartodci p, p’, g. g aby p —a. g — b
p'—a g — b Wiedy:

limp-g < P(W) < lim p’-g’
p—a p—a
g —b q ' —b.

Otrzymujemy zatem w granicy, ze: a-b = P(W)=a-b
zatem ostatecznie PiW)=a-b.



Przypadek gdy diugosé jednego z bokow jest liczba wymierna, a druga niewymierng
rozwaza sie analogicznie. Zatem pokazaliSmy, Ze pole dowolnego prostokata o bokach
dlugodei a, bwynosi P (W) =a-b. =

Korzystajac jedynie z czterech aksjomatéw i z kolejno udowodnionych
stwierdzen otrzymalismy wzor na pole dowolnego prostokata. Ponadto okazuje sig, Ze
juz na tym etapie, majac do dyspozycji tak malo stwierdzen mozemy wyprowadzic
wzory na pola innych wielokatéw. Zajmiemy sie wzorem na pole trojkata. Podobnie jak
w przypadku prostokata wyprowadzimy dany wzor w kilku etapach. Rozwaimy
najpierw trojkaty prostokatne.

STWIERDZENIE 1.6. Pole trdjkata prostokatnego T o preyprostokatnych diugosci a,

a-h
b wynosi P(T) = 5 e

DOWOD: Rozwazmy prostokat o bokach dhugosci a, b. Z whasnosci geometrycznych
prostokatdw wiemy, #ze przekgina prostokata podzieli nam dany prostokat na dwa
przystajace i prostokatne trojkaty. Z jednej strony pole prostokata wynosi ab
( Stwierdzenie 1.5). Z drugigj strony na podstawie Stwierdzenia 1.2 mamy, Ze jest sumg
pol dwoch przystajacych trojkatéw. Na mocy aksjomatu przystawania, pola tréjkatéw
sa rowne wiec pole jednego trdjkata jest polowsa pola prostokata. =

h
STWIERDZENIE 1.7. Pole dowolnego tréjkata T wynosi P T ) = aT

gdzie a - diugosé boku trojkata, h — dhugosé wysokosci iréjkqta opuszczonej na bok a.
DOWOD:

T- trdjkat ostrokatny

Wysokosé h opuszczona na bok a dzieli go na dwie czgsci dhugosci x i (a-x).
Dodatkowo wysoko$é h  dziel nam trdjkat 7 na dwa trojkaty prostokatne, ktorych
diugosci przyprostokatnych sa rowne odpowiednio x, & oraz {a-xJ, h. Pola powstalych
trojkatow umiemy obliczyé, a korzystajac z fakw udowodnionego w Stwierdzeniu 1.2
ofrzymujemy, ze
x fr+ (a-x)-h  ah

Kh=5T 3 2



T—trojkat rozwartokatny

Ti

Tz
o
a X

7 wysokosd¢ h opuszczonej z wierzchotka naprzeciw najwickszego kata oraz

+ x)-h
bokow b, a, x, powstal trdjkat prostokatny T polu ot 1)

- natomiast pole trdjkata
prostokatnego T:  wynosi —~ (Stwierdzenie 1.6). Zatem na mocy Stwierdzenia 1.2
otrzymujemy rownosci:

P(I) + P(Ty} = P(T})
P(T) = P(T,) - P(T)
P(T) _{mx}-h_ﬂ_

2 2

Co daje szukany wzir P(T)= ?
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