TWIERDZENIE 4.1. Funkcja P, speinia aksjemaiy pola.

DOWOD: Pokazemy, ze aksjomaty pola 33 spelmone:
» Aksjomat jednostki

Wezmy kwadrat jednostkowy K, podzielmy go na dwa trojkaty prostokame,
preystajace T, T, ktore maja wiedy podstawe 1 wysokosc diugosel 1.

Zatem PofKs) = Po (T + Po (T4 =% +% -1 .

» Aksjomat monotoniczmosci
Dane sa dwa wielokaty W, W, Niech W, & ;.

a) Jezeh W, = W, to witedy Py W) = FyW,) 1 teza aksjomatu zachodz.

b) Jezel zas W,c W,1 W,z W, wtedy i1stmiejg trojkaty A, ... A; mezachodzace na
siehie 1na W, takie ze: W, =W, 0 A, U U A,

Wielokat F; dzelimy na trojkaty T, ... , T niezachodzace na siebie.
Otrzymujemy wiedy:

Po (W) =Po (Ti) + ... + Pa(Ta),
Po (W) =Pa (Ty) + ...+ Po (To) + P(A) +.. + PlAL).

Pomiewaz PyfA ) = % ah; > 0 wiec E Po(di) =0,
i=1
co daje, ze PoW;) <= Pa W), [

*» Aksjomat sumy
Wielokaty W, W; mozemy podzieh¢ na rozlgemme trojkaty Ty, .., Ta1 Ay ... A
odpowiednio. Wiedy,

Po (W) =Fe (Ti) + ... + Po(Ta), Po (W)= Po(A)) +... + PolAy),

Pol Wi Wa)= By(Ty) 4.+ Po(Ta )+ P{aA) +. + P(a, ).
Stad juz widaé, ze  Py(W,) + Po(W) = Po( W, T W,). X

Oraz

* Aksjomat przystawania
Dane sa dwa przystajace wielokaty W, B, ktore dznelimy na rozlaczne trojkaty
I, .., 1.1 Ay .. A ﬂdPDWi.ﬁj]]j.D, tak b‘j i=A;  T.=A..

Wiedy Fo(Ty = % ah; = PofAi).
Zatem otrzymujemy szukana réwnosc
Py (Wy) =FoiTy + ... + PaiTy) = Pafay) +... + PofAy) = Fa(W3). u

3l

WNIOSEK 4.1. Aksjomaty pola 53 mesprzeczne.
Pomewaz powyisze rozumowania pokaziji, 2e 1stmeje efektywme skonstruowana
funkcja FPp spelmajgca wszystkie cztery aksjomaty pola.
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Aksjomaty geometrii euklidesowej wg Davida Hilberta, 1889 r.
{nirco zmodyiikowane)

Paojecia plerwotne:
-kt
- prosta,
. relacja nalezenia (dla par punkt-prosta), oznaczans symbolem €,
. relacia porzadln dla punktow z dowolne] proste] p. oznaczana symbolem <.
. miara adeinkdw, oznaczana syvimbolem m,
. miara katdw, ozuaczana symbolem g

e I

[ YN

Inne pojecia pojawiajace sie w tredod aksjomatdw sa zdefiniowsne za pomocs, pojed plerwotnych. Oto ich
dlefinie)e:
o dla réznyveh punktdw A, B nalegacych do proste] p edeinfiem AB nazywamy zhidr zlozony z punktow
A'i B oraz z wszystkich punktéw C takich, ze A <, C <, B lubh B <, C <, A:
o pitprosty a poczatku A nazywamy kaddy zhidr postaci {A}U{X € p: A <, X} lub postaci {A}U{X €
p: X <, A}, wdzie p jest dowolna prosta zawierajaca punkt A;
o kgt to dwie pdlproste o wespdlovim poczathu nie ledace na jedne] prostej
o pdlplaszezyzna ograniczona, prosta p jest kazdy zhidr postaci {Y : Y € pl U{CHU{X : CX np = 8}
grlzie  jest dowolnym punkterm nienalezacym do p.

Aksjomaty incvdenci (czyvli dotyezace relacii nalezenia)
[1. Dia dowolnych réinyeh punktdw 4 1 B istnieje dokladnie jedna prosta p przechodzaes przez te punkty,
12, Na kafde] proste] leza preyoajmnie] 2 punkey.
I3. Istnicja 3 punkty nie leface na jednej prostel.
Aksjomaty porzadiu

P1. Dla punktdw z dowolne] prostej p relacia <0, jest relacia linlowego porzadka, tan.

(a) jesli A <, B to A # B; '

(b} jesli 4 € p, B € poraz A # B to zachodzl dokladnie jedna 2 relacii A <2, B, B <, 4

fc) jedlid <, BiB <, Ctod <,

P2, {aksjomat Maritza Pascha) Dla dowolnyeh niewspalliniowych punktdw A, B, C oraz dowolne] proste] p
nie preechodzace] preez faden z punktdw A, B, C jesh p preecina odeinek AF to preecina te dolidadnie
Jjeden spodrad odeinkdw BC 1 AC,

Aksjomaty miary odeinlkdw

M. Dla kagdeso odeinka AB miara m{ AB) jest liczha dodatnia.

M2, Dia kagdej pdlproste) r o poczatku w A i dla dowoloe] liczhy dodatnie) d istnieje punkt B € r taki, Ze
m{AB} =

M3, Jesli A <, B <, ¢ to m{AB) + m{BC) =m [Ac).

Aksjormaty miary katdw

K1. Dla kazdeso kata rs (utworzonego 2 pdtprostych r 1 s o wspdlnvm poczathu) miara p(rs) jest liczha =
oftwartego preedziaia (0, 7). -

K2 Dia dowolnej proste] p. dowoluej pdlplaszezizny f} ograniczone] przez p, dowolnej palproste] v zawarte]
wop i dowolnej liczhy o € (0, 7) istoieje pdlprosta s zawarta w £} tworzace wraz z 7 kat rs tald, 2e
plrs) = o

B3, Niech A, B.C 1 A", B " heda dwoma trajlkami niewspdlliniowyeh punktiw, Jedli m{AB) = m{A'B"),
m{AC) = m(A'CY) i p{BAC) = u(B' A'C') to u(ABC) = u(A'B'C').

Aksjomat rdwnoleglodel
E. Jesili punkt A oie legy na proste] p. to istnieje dokladnie jedna prosta preechodzacs przez A i nie
przecinajaca p.
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8

Metoda aksjomatyczna
w geometrii

W dowolnej koncepcji kursu geometrii elementarnej rzeczs nieunikniona
jest wprowadzenie pewnych pojeé geometrycznych, ktérych nie deﬁhiuje sie
w zwyklym sensie. Zwane sg one pojeciamt pterwotnymsi i naleza do nich np.
pojecie punktu, prostej czy plaszczyzny. Nie definiujac pojeé pierwotnych
postulujemy jednakie, iz posiadaja one pewne wlasnosci oraz ze zacho-
dza miedzy nimi pewne zwiazki. Zdania wyrazajace te wlasnosci i zwiazki,
przyjmowane bez dowodu, nazywamy aksjomatam: geometrii elementarnej.
W szkolnych podrecznikach geometrii czesto jedynie pewne aksjomaty for-
mulowane sa w sposob jawny. W naszym wykladzie réwniez nie zajmujemy
si¢ doglebnie aksjomatyka geometrii. Nalezy to do dziedziny matematyki
swanej podstawam: geometrit. Poruszymy jednak kilka zagadnien z tej dzie-
dziny, co pozwoli nam przej$¢ w naturalny sposéb od tradycyjnej geometrii
euklidesowej do tzw. geometrii nieeuklidesowych.

8.1. Pojecia pierwotne i aksjomaty

Metoda aksjomatyczna w geometrii zostala zapoczatkowana przez Eukli-
desa z Aleksandrii. Jest on autorem pierwszego znanego w pelni wyktadu
geometril opracowanego ta metoda, zawartego w jego dziele pt. , Elementy”
napisanym okoto roku 300 przed nasza era. W metodzie tej, zwanej réwniez
dedukeyjna, punktem wyjéciowym budowy teorii jest przyjecie pewnego
ukladu pojeé, tak zwanych pojeé pierwelnych, ktdre powinny mie¢ mozli-
wie jasny sens intuicyiny, ale ktérych nie definiuje sie w zwyklym sensie,
Zamiast (ego ustala sie uklad zdai zwanyeh abspmatemi, kidre postulujy

pewne wlasnoget pojed pierwolnyeh 1, ewentualnie, pojed sdefiniowanyeh za
ich pomocy, Za twierdzenia teorii uznaje si¢ aksjomaty oraz zdania, ktore
s logicznymi konsekwencjami aksjomatow, pojed okreslonych za poinoca
poje¢ pierwotnych i aksjomatéw, a takze pojeé i twierdzen z teorit uwa
zanych za wezedniejsze (np. z logiki, teorii zbioréw czy arytmetyki) oraz
twierdzen uprzednio udowodnionych.

Dla Scistosci nalezatoby zaznaczyé, ze Elementy Euklidesa byly w zasza-
dzie jedynie pierwsza préba zbudowania teorii aksjomatycznej. W systemie
geometrii przedstawionym przez Euklidesa byly bowiem pewne luki. Nie
mozna bylo np. udowodni¢ w nim twierdzenia méwiacego, ze jesli prosta
nieprzechodzaca przez wierzcholek tréjkata przecina jeden z jego hokdw,
to musi przecinaé jeszcze jeden jego bok. Nie umniejsza to jednak zastug
Euklidesa szczegdlnie, jesli uswiadomimy sobie, ze wolny od mankamentdw
natury logicznej uktad aksjomatéw geometrii euklidesowej podal dopiero
w roku 1899 matematyk niemiecki David Hilbert.

W réinych podrecznikach czy ksiazkach z geometrii elementarnej tub
poswieconych podstawom geometrii, mozna znalezé rdzne, ale réwnowagne
(tzn. prowadzace do tego' samego zbioru twierdzeri) uklady poje¢ pier-
wotnych i aksjomatdw geometrii euklidesowej. Przytoczony ponizej pray-
ktadowy wspélczesny uktad aksjomatdw planimetrii euklidesowes pochodlai
z ksiazki [11] i jako teorie wczedniejsze przyjmuje, oprécz logiki, teori zhio-
réw i arytmetyke liczb rzeczywistych.

Pojecia pierwotne planimetrii

1. Ptlaszczyzna — zbidr Py ktdrego elementy nazywamy punktami
2. Proste — pewne podzbiory zbioru P

3. Odlegtosé geometryczna

Aksjomaty planimetrii

I. Aksjomaty incydencji

(I a) Przez dwa rdine punkty A, B € P przechodzi doktadnie jedna
prosta. Oznaczamy jq przez (AB).

(I b) Do kazdej prostej nalezg przynajmnie; dwa rézine punkty.
(I ¢) Istniejg trzy punkly nienalezgce do jednej prostej.



(1Y ¢) Punki ¢ proste; (A nalezy do odemka [;'1 [1’] whedy 1 tylho
whedy, pdy diA, B) = d(A,C) + d(C, 13).

(I1T d) Dla kazdey pitproste; AB™ 1 dla dowolney dodatniey iu'zby- rIE-
czyunste) v isinieje taks punkt M € AB™, ze d(A, M) = x,

/(kﬁjnmilt}' uprzadkowania
(

(11 a) Na kazdej proste; istniejg dwie weajemnie odwrotne relacje po-
rzadku linlowego (tzn. zwrotne, antysymetrycne, przechodnie
1 spoine).
Aksjomat (II a) pozwala zdefiniowaé odcinek i péiprostq LV. Alsjempaty symetrii
w nastepujacy sposéb. Méwimy, ze punkt C' lezy miedzy
punktami A1 B, jesli C nalezy do prostéj D przechodza-
cej przez A1 B oraz A < C < B, gdzie < jest tg relacja
porzadku liniowego na D, dla ktérej A < B. Odcin-
kiem [AB] nazywamy zbiér punktéw lezacych miedzy
A1 B. Jesli A1 B sa réznymi punktami, to pdlprostg
AB™ nazywamy podzbidr prostej (AB) skladajacy sie
ze wszystkich takich punktéw C, ze C lezy miedzy A
i B lub B lezy miedzy A i C. Punkt A nazywamy po-
czgthiem péiprostej AB™,

(IV a) Dla dowolnej prostej D C P istnieje doktadnie jedno réine od
identycznosci przeksztatcenie sp : P — P przeprowadzajgee
proste na proste, zachowujgce odlegto$é geometryczng i takie, ze
kazdy punkt prostej D jest jego punktem stalym. Przekszialcenie
sp nazywamy symetria osiowa wzgledem prostej D.

(IV b) Dla dowolnej pary (AB™, AC™) pélprostych o wspélnym po-
czgtku A istnieje co najmniej jedna taka prosta D C P, ie
sp(AB™) = AC™.

V. Aksjomat Euklidesa o réwnoleglych

(IT b) (Aksjomat Pascha)

Jesli punkty A, B, C nie leig na jednej prostej i prosta D prze-
cine jeden z odcinkéw [AB], [BC] lub [CA], to przecina ona
jeszcze co najmniej jeden z nich.

Dla dowolnej prostej D C P i dowolnego punktu M € P\ D wstniefe
co najwyzej jedna prosta A C P przechodzqca przez M i roslgesma
2z D.

' W oparciu o przedstawione grupy aksjomatéw I - V, daja si¢ wyprowi-

Aksjomat ten wprowadzony dopiero w roku 1882 przez
M. Pascha pozwala w nastepujacy sposéb zdefiniowaé
polplaszczyzne: Dla dowolnej prostej D, okreslamy re-
lacje R na zbiorze P \ D za pomoca nastepujacego wa-

dzi¢ wszystkie twierdzenia stanowiace tre$¢ geometrii euklidesowe) plaskie]
Sama za$ geometrie euklidesowq plaskq mozna w sposéb poprawny olredlic
jako uklad twierdzen dajacych sie wyprowadzi¢ z aksjomatéw [~ V. PPlass.
czyzng euklidesows natomiast, mozemy zdefiniowaé formalnie, prayjmiujg:

runku: ARB <= [AB]ND = @. Postugujac sie aksjo- nastepujace okreslenie:
matem IT b, mozemy udowodni¢, ze R jest relacja réw-
nowaznosci rozktadajacg zbiér P\ D na doktadnie dwie
klasy. Kazda z nich nazywamy pdiptaszczyzng otwartg
ograniczona przez D. Pdiptaszczyzne definiujemy jako
sume polplaszczyzny otwarte] i ograniczajacej ja pro-
stej. '

8.1.1. Definicja. Zbiér P wraz ze zbiorem prostych i odleglodcia geome-
tryczna spelniajacy aksjomaty I - V nazywamy plaszezyzng euklidesoiig.

8.2. Zagadnienie niesprzecznosci i niezaleZnogéci
ukladu aksjomatéw geometrii
III. Aksjomaty odleglosci
Odlegtos$¢ geometryczna jest funkcig d : P x P — [0,00) majgeq
nastepujgce wlasnosci:

Pojecia geometryczne takie jak punkt, prosta, odlegtoéé geometryczna czy
symetria osiowa mozemy traktowaé jako dowolne obiekty speluniajace wy-
mienione w poprzednim paragrafie aksjomaty. Dlatego tez nie jest rzecza
obojetna wiedzieé, czy obiekty takie istnieja. Gdyby mozna byto udowod-
ni¢, ze obiekty takie istnie¢ nie moga, to rozpatrywany uklad aksjomatdw

(IIT a) Dia dowolnyeh A, B zachodzi réwnoéé d(A, B) = d(B, A).
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