ROZMAITOSCI ROZNICZKOWALNE. LISTA 2.

Rozklady jednosci i ich zastosowania

1. Dla ciaglych funkcji rzeczywistych f, g : M — R na rozmaitosci dladkiej M, oraz dla e > 0 méwimy,
ze g jest e-aproksymacja f jesli ||f — g|| < e (tzn. dla kazdego x € M mamy |f(z) — g(z)| < €).
(a) Uzasadnij, ze dla kazdego ¢ > 0 kazda ciagla funkcja F' : M — R posiada gladka e-

aproksymacje.

(b) Rozszerz ten wynik do sytuacji gdy € : M — R jest dowolna, ciaglta dodatnia funkcja rzeczywis-
ta, za$ e-aproksymacja funkcji f to dowolna taka funkcja g, ze dla kazdego x € M mamy
|f(z) — g(z)| <e(x).

(¢) Niech D € M bedzie dowolnym domknietym podzbiorem. Dla dowolnego € jak w punkcie
(b) uzasadnij, ze dowolna funkcja ciagla f: M — R, ktéra jest gtadka na pewnym otwartym
otoczeniu zbioru D, posiada gladka, e-aproksymacje g : M — R taka, ze g|p = f|p-

2. Dla niezwartej rozmaitosci gladkiej M skonstruuj gladka funkcje f : M — R taka, ze dla kazdego
naturalnego n przeciwobraz f~1([—n,n]) jest zwartym podzbiorem w M. Funkcje o tej wlasnodci
nazywaja sie funkcjami wtasciwymi. Wskazdéwka: wykorzystaj zadanie 6 z listy 1; uzasadnij tez
najpierw nastepujacy fakt pomocniczy: istnieje ciag otwartych zbioréw V; takich, ze U;V; = M,
oraz dla kazdego ¢ domlniecie cl(V;) w M jest zwarte i zawarte w Vj41.

3. Niech U bedzie dowolnym pokryciem rozmaitosci M zbiorami prezwartym, i niech {f;};>1 bedzie
gltadkim rozkladem jednosci wpisanym w U. Uzasadnij, ze funkcja h = > j>1J - [; Jest gladka
funkcja wlasciwa, o dodatnich wartoéciach. Uzasadnij, ze funkcja ta, jak kazda rzeczywista funkcja
wlasciwa ograniczona od dotu, posiada globalne minimum (czyli taki punkt p € M, ze dla kazdego
x € M zachodzi f(x) > f(p)).

4. Dla rozmaitoéci M z brzegiem skonstruuj taka gladka funkcje f : M — [0,00), ze OM = f=1(0)
oraz rzad f w dowolnym punkcie brzegowym wynosi 1.

Odwzorowania gladkie

5. Uzasadnij, ze naturalne wlozenie i : S™ — R" ™! jest gladkie.

6. Niech M, N beda rozmaito$ciami rézniczkowalnymi, i niech f : M — N bedzie przeksztalceniem
gladkim, za$ g : N — R gladka funkcja rzeczywista. Uzasadnij z definicji, ze ztozenie gof : M — R
jest funkcja, gladka,

7. Sprawdz, ze dla naturalnej struktury rozmaitosci gladkiej na produkcie M x N dwdch rozmaitosci
gladkich rzutowania M x N — M i M x N — N sa odwzorowaniami gltadkimi.

8. Niech £ bedzie rozmaitosca prostych na plaszczyznie.

(a) Zdefiniuj rozmaitosé¢ kierunkéw prostych na plaszezyznie i pokaz, ze odwzorowanie przyporzad-
kowujace prostej z L jej kierunek jest gladkie.

(b) Pokaz, ze odwzorowanie £ — L przyporzadkowujace kazdej prostej prostopadla, do niej prze-
chodzaca przez punkt (0,0) jest gltadkie.

(c) Dane sa gladkie funkcje p : R — R? oraz 6 : R — R. Niech L : R — L bedzie odwzorowaniem,
w ktérym L(t) jest prosta przechodzaca przez punkt p(t) i majaca kierunek 0(¢) (liczony w
mierze tukowej, tak ze wartosci rézniace sie o 7 oznaczaja ten sam kierunek). Wykaz za
pomoca map dla L, ze L jest odwzorowaniem gladkim (gltadka krzywa w L).

9. Odwzorowanie F : §3 — S? zadane jest wzorem F(z,w) = (210 +wZ, iwz — iz, 2Z — ww), gdzie S3
traktujemy jak podzbiér w C? zadany réwnaniem |z|? + |w|? = 1. Uzasadnij za pomoca wyliczenia
w mapach, ze F' jest odwzorowaniem gladkim. Weczesniej uzasadnij, ze jest ono dobrze okreslone.

Dyfeomorfizmy
10. Niech M, N beda gtadkimi rozmaitosciami n-wymiarowymi, i niech f : M — N bedzie gladkim
réznowartosciowym odwzorowaniem M na N (surjekcja). Zalézmy, ze spelniony jest warunek:

(*) rzad odwzorowania f w kazdym punkcie p € M wynosi n.

Udowodnij, ze f jest wéwczas dyfeomorfizmem. Pokaz tez, ze tak by¢ nie musi gdy nie jest spelniony

warunek (*).



11.

12.
13.

Wskazéwka: skorzystaj z twierdzenia o funkcji odwrotnej z analizy wielu zmiennych.

Sprawdz, ze odwzorowanie ¢ : M x M — M x M zadane przez i(z,y) = (y, x) jest dyfeomorfizmem.
Majac dan permutacje o zbioru {1,...,n}, zréb to samo dla odwzorowania g, : (M)™ — (M)™
zadanego przez g, (1, T2, ..., Tn) = (To(1)s - -+ To(n))-

Znajdz dyfeomeorfizm pomiedzy R"™ \ {O} a rozmaitoécia produktowa R x S™~1.

Znajdz przyklady dyfeomorfizméw pomiedzy nastepujacymi rozmaitosciami:

(a) cale R? oraz otwarty podzbiér R? zadany jako

U={(x,y) € R?:y >0,y <z}

(wnetrze kata o mierze w/4);
(b) cala péiptaszczyzna H? = {(x,y) : y > 0} oraz jej otwarty podzbiér V = H?\ {(z,0) : # < 0}.
WSKAZOWKA: przydatne moze by¢ znalezienie najpierw pomocniczych dyfeomorfizméw, np.
catego R? z otwartym podzbiorem {(x,y) : z > 0,y > 0}, albo V z otwartym podzbiorem W C H?
zadanym przez W = {(z,y) € H? : z > 0}.

Dyfeomorfizmy i dyskretne ilorazy rozmaitosci

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20

21.
22.

Uzasadnij, ze odwzorowanie antypodyczne a : S™ — S™ okreslone wzorem a(z) = —z jest gladkie.
Uzasadnij, ze jest ono dyfeomorfizmem.

Rozwazmy dwuelementowy zbidr dyfeomorfizméw sfery S™ zoony z identycznosci oraz z dyfeomor-
fizmu antypodycznego z poprzedniego zadania. Uzasadnij, ze zbidr ten tworzy grupe dyfeomor-
fizmoéw izomorficzng, z grupa cykliczna, Z,. Uzasadnij, ze tak zadane dzialanie grupy Zs na sferze
S™ jest wolne i wlasciwie nieciagle.

Rozmaitosé ilorazows, S™/Z,, dla dzialania Z3 na S™ jak w poprzednim zadaniu, nazywa sie n-
wymiarows przestrzenia rzutowa (gdy n = 2 - plaszczyzna rzutowsa), 1 oznacza sie symbolem
RP™ (od agielskiego: real projective). Jej punkty, bedace parami (nieuporzadkowanymi) punktéw
antypodycznych (czyli orbitami antypodycznego dzialania Zs) oznaczamy przez [z], gdzie x € S™,
za [z] to para {z,—z} (orbita punktu z). Podaj opis przestrzeni rzutowej RP™, jako gladkiej
rozmaitosei, za pomoca jawnego zbioru map (gltadkiego atlasu).

Niech a > 1 bedzie liczba, rzeczywista. Uzasadnij, ze przeksztalcenia f, : R\ {O} — R" \ {O}
zadane przez f,(z) = a™ - x sa dyfeomorfizmami, i tworza grupe dyfeomorfizméw izomorficzng z
grupa, cykliczna, Z. Uzasadnij, ze grupa ta dziala w sposéb wolny i wlasciwie nieciagly na R™\ {O}.
Ustalmy wzglednie pierwsze liczby naturalne p > ¢ > 1. Na sferze S = {(21,22) € C? : |51]? +
|22]? = 1} mamy przeksztalcenia g, : S3 — 5%, n =0,1,...,p — 1, zadane przez

gn(zl’ 22) _ (eZwin/p i Zl’€2winq/p . 22).

Uzasadnij, ze przeksztalcenia g, sa dyfeomorfizmami, i tworza, grupe dyfeomorfizméw izomorficzna
z grupg cykliczng Z,. Uzasadnij tez, ze grupa ta dziala w sposéb wolny i wladciwie nieciagly na
S3.

Niech G bedzie grupa dziatajaca na M przez dyfeomorfizmy, w sposéb wolny i wlasciwie nieciagty.
Méwimy, ze odwzorowanie f : M — N jest G-niezmiennicze jesli dla kazdego x € M i dla
kazdego g € G zachodzi f(g(x)) = f(z). Niech f : M — N bedzie gladkim odwzorowaniem G-
niezmienniczym. Uzasadnij, ze wéwczas odwzorowanie F' : M /G — N zadane przez F(G(x)) :=
f(x) jest gtadkie. Uzasadnij tez, ze rzad odwzorowanie F' w punkcie G(x) jest taki sam jak rzad
odwzorowania f w punkcie x.

. Postugujac sie poprzednim zadaniem uzasadnij, ze rozmaitosé ilorazowa R™\{O}/Z dla dzialania
z zadania 17 jest dyfeomorficza z produktem S™~! x St

Uzasadnij, ze rozmaitosé ilorazowa R'/Z jest dyfeomorficzna ze sfera S*.

Uzasadnij, ze dzialanie grupy liczb catkowitych Z na R™ okreslone wzorem

k-(z1,22,...,00) = (x1 + k, (=1)F - 29,23, ..., 2,,)
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jest wolnym i wlasciwie nieciaglym dziataniem przez dyfeomorfizmy. Zréb to samo dla powyzszego
dzialania grupy Z obcietego do podzbioru {z € R™ : —1 < x9 < 1}. Dla n = 2 rozmaitosé¢
ilorazowa tego ostatniego dzialania nazywamy wstegq Mdbiusa, za$ jej wnetrze otwartq wstegq
Mobiusa.

Uzasadnij, ze rozmaito$¢ L prostych na plaszczyznie jest dyfeomorficzna z otwarta, wstega, Mobiusa.
Ta sama grupa G dziata przez dyfeomorfizmy na rozmaitosciach M i N, na obu w sposéb wolny
i whadciwie nieciagly. Odwzorowanie f : M — N nazywamy wtedy G-ckwiwariantnym (albo G-
wspotzmienniczym), jesli dla kazdego x € M i dla kazdego g € G zachodzi f(g(z)) = g(f(x)).
Uzasadnij, ze dla dowolnego gltadkiego i G-ekwiwariantnego odwzorowania f : M — N odw-
zorowanie fg : M /G — N/G zadane przez fo(G(z)) := G(f(z)) jest dobrze okreslone i gtadkie.
Ponadto, jesli f jest dyfeomorfizmem, to fg tez jest dyfeomorfizmem.

Niech vy, vy beda liniowo niezaleznymi wektorami w R2. Rozwazmy dziatanie grupy Z2 na R?
zadane w zapisie wektorowym przez (k,m)(z) = x + k - v1 + m - vo. Uzasadnij, ze jest to wolne i
wlasciwie nieciagle dziatanie przez dyfeomorfizmy. Oznaczajac taka grupe dyfeomorfizméw przez
Z-v1@®Z vy uzasadnij tez, ze dla réznych par wektoréw vy, ve rozmaitoéci ilorazowe R?/(Z-v1®Z-v3)
sa, dyfeomorficzne.

Niech f : M — M bedzie dyfeomorfizmem rozmaitosci rézniczkowalnej M. Rozwazmy dziatanie
grupy Z na produkcie M x R zadane przez k(z,t) := (f*(x),t + k) (stosujemy tu konwencje, ze
f° =idyr). Uzasadnij, ze powyzsze dziatanie jest wolnym i wladciwie nieciaglym dzialaniem przez
dyfeomorfizmy. Tloraz (M x R)/Z tego dzialania oznaczmy przez (M x R)/{(f,t+ 1)).

Niech S bedzie rozmaitoscia ilorazows, dziatania Z na R przez k(t) = t + k. Pokaz, ze rzutowanie
m: M x R — R jest wtedy Z-ekwiwariantne wzgledem dzialania Z na M x R opisanego w zadaniu
20. Pokaz tez, ze indukowane odwzorowanie 7z : (M x R)/{(f,t+1)) = R/Z ma rzad 1 w kazdym
punkcie.

Dyfeomorfizmy fy, f1 : M — M nazywamy izotopijnymi, jesli istnieje gladko zalezna od parametru
t rodzina dyfeomorfizméw f; : M — M "taczaca” fy z fi. Uzasadnij, ze jesli dyfeomorfizmy fy, f1
sa izotopijne, to rozmaitosci M x R/{(fi,t + 1)) sa dyfeomorficzne. Wskazdwka: mozesz uzyé
pomocniczej funkeji gladkiej g : [0,1] — [0, 1] stale réwnej 0 na otoczeniu 0, i stale réwnej 1 na
otoczeniu 1.



