ROZMAITOSCI ROZNICZKOWALNE. LISTA 4.

Potoki pol wektorowych

1. ZnajdZ trajektorie pdl wektorowych X (z,y) = —y% + xa%, Y(z,y) = xa% — ya%, Z(x,y) =

(—y — x)a% + (z — y)a% na plaszczyznie. Czy sa to pola zupelme? Opisz (lokalne?) pdlgrupy
dyfeomorfizméw generowane przez te pola.

2. Pole X znika w punkcie p. Uzasadnij, ze jedli ;% jest potokiem tego pola, to ;X (p) = p dla
dowolnego t, dla ktérego lewa strona jest okreslona.

3. Sprawdz, ze o:(z,y) = (e'x,e'y) jest jednoparametrows grupa, dyfeomorfizméw plaszczyzny R2.
Znajdz pole wektorowe bedace generatorem tej grupy. Zréb to samo dla oy (z,y) = (x +t,y+ 22t +
t2).

4. Czy dwie rézne trajektorie pola X mogg sie przecinaé¢?

5. X jest polem zupelnym na rozmaitosci M. Uzasadnij, ze jesli ¢ jest stala, to pole cX jest tez
zupetne. Wyraz potok p¢¥ pola ¢X przy pomocy potoku ¢ pola X.

6. Wiadomo, ze na spdjnej rozmaitosci M dowolne dwa rézne punkty naleza, do wnetrza trajektorii
pewnego pola wektorowego X (specjalnie dobranego dla tych dwéch punktéw). Korzystajac z tego
faktu uzasadnij, ze dowolne dwa punkty p # ¢ spdjnej rozmaitosci M zawieraja sie w pewnym
spéjnym otoczeniu mapowym U C M (z atlasu maksymalnego).

7. Podaj przyklad pola wektorowego na R? posiadajacego trajektorie, ktéra przy ¢ — oo spiralnie
zbliza sie do ustalonego okregu na R2, tez bedacego trajektoria, tego pola. Wskazéwka: moze byé
wygodne wyrazenie takiego pola we wspoélrzednych biegunowych.

8. Podaj przyklad pola wektorowego na R? niezupelego.

9. Podaj przyktady gladkich rodzin dyfeomorfizméw {@;}icr, np. dla R?, ktére nie sa, jednoparame-
trowymi grupami dyfeomorfizmdw.

Derywacje i komutator

10. Uzasadnij, ze jesli X,Y sa polami wektorowymi na rozmaitosci M, to operator XY : C*°M —
C*° M na ogdt nie jest derywacja. Przy jakich zalozeniach na X i Y operator ten jest derywacja w
punkcie p € M?

11. Wyprowadz podane na wyktadzie algebraiczne wlasnosci komutatora.

12. Sprawdz, ze potoki pél wektorowych na RZ:

X = () v = (1)

komutuja, a nastepnie sprawdz, ze komutator tych pdl jest polem zerowym.
13. Uzasadnij, ze gdy f jest dyfeomorfizmem, to [df (X),df(Y)] = df ([ X,Y]).

Pochodna Liego

14. Uzasadnij, ze jesli X jest polem wektorowym na R" o stalych wspélczynnikach, zas Y jest dowolnym
polem, to pochodna Liego LxY jest réwna pochodnej kierunkowej Dx Y w kazdym punkcie x € R™.

15. Wyprowadz nastepujace wlasnosci pochodnej Liego:

(a) LxY = —LyX; (b) Lx[Y, Z] = [LxY, Z] + [Y, Lx Z];
(¢c) Lx(Y+Z)=LxY +LxZ;(d) Lx+yZ =LxZ+ Ly Z,
() Lx(fY)=Xf-Y+f-LxY;(f) LyxY=f-LxY -Yf-X.

16. Znajdz ogdlna lokalng posta¢ dwéch komutujacych pol wektorowych na otoczeniu punktu p € M,
w ktérym pole X jest niezerowe. Wskazéwka: wyprostuj lokalnie pole X oraz znajdz ogdlna postac
komutujacego z nim pola Y.

17. [Pochodna Liego z rézniczki funkeji| Okreslmy L x (df) poprzez
L (df)(p)(Y) = d/dt|i—odf 0 dipX (V) dla Y € T, M.

(a) Uzasadnij, ze Lx (df)(p) jest funkcjonatem liniowym na 7, M.
(b) Uzasadnij, ze Lx (df) = d(Xf).



