ROZMAITOSCI ROZNICZKOWALNE. LISTA 5.
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Uzasadnij, ze jéli S* = {z € R"™ : |z| = 1}, to dla kazdego k < n + 1 podzbiér
S™ N (R* x {0,...,0}) jest podrozmaitodcia w S™.

Czy podrozmaito$¢ w podrozmaitosci jest podrozmaitoscia wyjéciowej rozmaitosci?
Odpowiedz uzasadnij.

Niech N bedzie podrozmaitoscia, w M, zas f : M — P gtadkim odwzorowaniem
rozmaitoséci. Uzasadnij, ze obciecie f do N jest gladkim odwzorowaniem N — P.

. Dana jest domknieta podrozmaitos¢ N C M. Uzasadnij, ze dowolna funkcja gladka

h : N — R rozszerza si¢ do gladkiej funkcji F' : M — R. Wskazowka: wykorzystaj
odpowiedni rozklad jednosci.

Uzasadnij za pomoca odpowiedniego przykiadu, ze zalozenie domknigtosci w poprzed-
nim zadaniu jest istotne.

Uzasadnij, ze odwzorowanie f : S? — R* okreélone wzorem f(zy,xo,23) = (22 —
13,2129, 1173, T2x3) indukuje rézniczkowalne wlozenie plaszczyzny rzutowej RP? =
S 2 / ZQ w R4.

Uzasadnij, ze zamknieta (tzn. zwarta i bez brzegu) rozmaito$¢ wymiaru n > 0 nie da
sie zanurzy¢ w R".

Postugujac sie rozkladem jednosci uzasadnij, ze kazde gladkie pole wektorowe na po-
drozmaitosci domknietej mozna rozszerzy¢ do gladkiego pola wektorowego na calej
rozmaitosci.

. Niech f : R® — R bedzie funkcja, zadana wzorem f(z1,...,7,) = 23 +...22. Uza-

sadnij, ze 1 jest wartodcia regularna, tej funkcji, zas 0 nie jest.

Wykaz, ze réwnanie z3 + y3 + 23 — 3zyz = 1 definiuje podrozmaitosé w R3.
Uzasadnij, ze réwnania = +y + 2z = 0, xyz = 2 okreslaja podrozmaitos¢ w R3, jedli
usuniemy punkty (—1,-1,2), (-1,2,-1) i (2,—1,-1).

Uzasadnij, ze dla k < n zbiér M¥ macierzy n x n rzedu k jest podrozmaitoécia w R™.
Torus T powstaje przez obrét okregu (x — 2)? +y? = 1 (lezacego w ptaszczyznie Ozy
w przestrzeni) wokét osi Oy. Skonstruuj funkcje f : R®* — R o wartosci regularnej 0
taka, ze torus T jest przciwobrazem zera przez ta funkcje.

Okrag K dany wzorem (x —2)%2+1? = 1 lezy na plaszczyznie Oxy w przestrzeni Oxyz.
Skonstruuj funkcje f : R® — R? o wartoéci regularnej (0,0), dla ktérej okrag K jest
przeciwobrazem punktu (0, 0).

Uzasadnij, ze zbiory SL, R macierzy o wyznaczniku 1 oraz O(n) macierzy ortogonal-
nych sa podrozmaitosciami w zbiorze R wszystkich rzeczywistych macierzy n x n.
Uzasadnij, ze rozmaito$é¢ (grupa) SLoR jest dyfeomorficzna z S x R?. Uzasadnij,
ze dzialanie grupowe (mnozenie macierzowe) jest dzialaniem rézniczkowalnym (jako
odwzorowanie SLyR x SLyR — SLoR).

Niech N C M bedzie spéjna, (drogowo) podrozmaitoscia, zas f : M — R gladka
funkcja rzeczywista. Uzasadnij, ze f|n jest stata wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
p € N C M obcigcie rézniczki df, |7, v jest funkcjonalem zerowym.

N jest podrozmaitoscia w M, zas X jest polem wektorowym na M takimi ze dla
wszystkich punktéw g € N zachodzi X(q) € T,N. Niech ¢, bedzie potokiem pola X
na rozmaitosci M. Uzasadnij, ze ze jesli ¢ € N, to
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(1) ¢i(q) € N dla dostatecznie malych ¢ wokot zera,;
(2) ponadto, jesli N jest podrozmaitoscia domknieta, to p:(q) € N dla kazdego t, dla
ktorego ¢1(q) jest okreslone.
Uzasadnij na podstawie definicji komutatora i pochodnej Liego, ale nie korzystajac z
ich réwnosci, ze jesli N jest podrozmaitoscia w M, zas X,Y sa polami wektorowymi
na M takimi ze dla wszystkich punktéw ¢ € N zachodzi X(q) € T,N i Y(q) € T;N,
to dla wszystkich takich punktéw mamy LxY (¢) € T,N oraz [X,Y](q) € T,N.
Niech p : TM — M bedzie naturalnym rzutowaniem, za§ N C M podrozmaitoscia,.
Uzasadnij, ze W := p~1(N) jest podrozmaitoscia w T M, za$ TN jest podrozmaitoscia
w W.
Niech ¢ bedzie wartoscia, regularng gtadkiego odwzorowania f : M — N i niech W =
f71(q). Uzasadnij, ze dla dowolnego p € W zachodzi T,W = ker(df, : T,M — T,N).
Wykresem I' gladkiego przeksztalcenia f : M — N nazywamy zbiér wszystkich par
(x,y) € M x N dla ktérych f(z) =y. Udowodnij, ze I jest podrozmaitoscia w M x N,
i Ze przestrzein styczna T, ' C T, (M x N) =T, M x T,N jest réwna wykresowi
rézniczki dfy : Ty M — T, N.
Rozwazmy grupe SLoR jako podrozmaitoéé w R*. Dla punktu (macierzy) A € SLoR
przestrzen styczna T4 SLoR jest podprzestrzenia w R*. Opisz ta podprzestrzen.

Nieco trudniejsze zadania
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Uzasadnij, ze jesli odwzorowanie f : M — N jest rozniczkowalne, dim N < dim M,
Q@ jest podrozmaitoscia z brzegiem w M, za$ kazdy punkt @) jest wartoscia regularna,
dla f, to przeciwobraz f~1(Q) jest podrozmaitodcia, z brzegiem w M.

Niech X bedzie zwarta, rozmaitoscia gladka. Postugujac sie rozkladem jednosci skon-
struuj réznowartosciowa immersje i : X — RY dla pewnego (duzego) N. W ten
sposéb uzasadnisz, ze kazda zwarta rozmaitosé jest dyfeomorficzna z pewna podroz-
maitoscia, w pewnym RY.

Uzasadnij, ze réwnanie zespolone 27 + ... + 22 = 1 zadaje w C™ podrozmaitosc.
Uzasadnij, ze ta podrozmaito$é jest dyfeomorficzna z wiazka styczna T'S™~! sfery
(n — 1)-wymiarowej.

Uzasadnij, ze TS™ x R =2 S™ x R"*1. Wykorzystaj fakt, ze S™ jest w naturalny sposéb
podrozmaitoécia w R"H1.



