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Wstep

W niniejszej pracy zajmujemy sie konstruktywnym ujeciem pewnego typu przestrzeni
topologicznej, nazywanej w pracach [Dra06], [Paw15] kompaktem Markowa. Z definicji
jest to granica odwrotna pewnego dos¢ szczegblnego ciggu odwrotnego kompleksoéw
symplicjalnych. Definicje Dranishnikova i Pawlik sg niekonstruktywne w tym sensie,
ze opisuja warunki na z gory zadany ciag odwrotny komplekséw symplicjalnych.
Motywacja do zaprezentowanego w tej pracy podejscia byta obserwacja, ze pewna
klasa kompaktow Markowa jest skonczenie opisywalna, to znaczy przy pewnych
zatozeniach jest jednoznacznie zdeterminowana przez skonczong ilosé danych (za
posrednictwem odpowiedniej algorytmicznej procedury). Definicja zaprezentowana w
tej pracy wychodzi od opisania pewnego skonczonego zestawu danych, ktore pozwola
na rekurencyjne opisanie odpowiedniego ciggu odwrotnego - i w tym sensie jest
konstruktywna.

W pracy tej nie zawarto dowodu twierdzenia, ze przedstawiona tutaj definicja kom-
paktu Markowa jest rownowazna z poprzednimi. Autor pozwala sobie stwierdzi¢, ze
przy odpowiedniej ostroznosci i pewnym naktadzie pracy jest to jednak wykonalne, i
w $wietle wprowadzonych tu definicji nietrudne, cho¢ niewgtpliwie nie natychmiasto-
we.

Ze wzgledu na miejscami techniczny charakter rozumowan oraz koniecznos¢ wprowa-
dzenia wielu oznaczen, przy pierwszym czytaniu poleca si¢ zapoznanie z przyktadami
3.3 oraz 3.6. Zaprezentowane tam obiekty oraz rozumowania zawieraja kluczowe
elementy konstrukcji oraz pokazuja koncowy efekt, ksztalt ktorego pozwala na zrozu-
mienie kolejnosci oraz charakteru wprowadzanych w pracy pojec.

Podziekowania

Bardzo dziekuje mojemu promotorowi, Profesorowi Jackowi Swiatkowskiemu, za
zaproponowanie tematyki pracy, nieoceniong pomoc w procesie pisania oraz wielka
cierpliwos¢ przy pracy redakcyjne;j.



0 Preliminaria

W tej sekcji przywotamy definicje kompleksu symplicjalnego, uzywana w dalszej
czesei pracy. Definicja ta oparta jest na idei z Rozdziatu 2 ksiazki [Hat02].

Definicja 0.1. Standardowym i-wymiarowym sympleksem nazwiemy zbior

A" ={(to,...,t;) e R : Y t; =1 oraz t; > 0 dla wszystkich j}
J

Wierzcholkami A’ sa standardowe wersory e; € R+, 0 < j <. Sciana sympleksu
A" to kombinacja afiniczna dowolnego niepustego podzbioru wierzchotkéw A’. Sciane
nazwiemy wlasciwg jesli odpowiadajacy jej zbiér wierzchotkéw jest wlasciwym
podzbiorem wierzchotkéw A!. Brzegiem OA* sympleksu A’ nazwiemy sume wszystkich
wlasciwych $cian A?) a wnetrzem zbiér intA? = A"\ A"

Definicja 0.2. Geometryczny i-wymiarowy sympleks w przestrzeni topologicznej
X to podprzestrzen o C X wraz z homeomorfizmem ¢, : A* — ¢ ze standardo-
wego i-wymiarowego sympleksu. Nie rozrozniamy homeomorfizméw rozniacych sie
o uprzednie zlozenie z afinicznym izomorfizmem A‘. Homeomorfizm ¢, nazywamy
odwzorowaniem charakterystycznym sympleksu o. Sciang geometrycznego sympleksu
nazwiemy obraz 7 = ¢,(A’) dowolnej $ciany A C A j < i, wraz z obcieciem
OMINEE AJ — 7. Sciana 7 geometryczengo sympleksu o jak wyzej jest wladciwa,
gdy odpowiadajacy jej przez ¢, sympleks A7 jest wlasciwa $ciang w sympleksie
A'. Brzegiem 0o geometrycznego sympleksu o nazwiemy obraz przez ¢, brzegu
odpowiadajacego sympleksu A’ a wnetrzem int(o) geometrycznego sympleksu o
nazwiemy obraz przez ¢, wnetrza odpowiadajacego sympleksu A’

Definicja 0.3. Kompleksem symplicjalnym nazwiemy przestrzen topologiczng X
wyposazona w wyrdzniona rodzine S(X) geometrycznych symplekséw spetniajacych
warunki

1. S(X) jest zamknieta na branie $cian,
2. kazdy punkt X nalezy do wnetrza dokladnie jednego sympleksu z S(X),
3. przeciecie dwoch symplekséw z S(X) jest puste lub jest Sciana kazdego z nich,

4. dla kazdego sympleksu o C X suma wnetrz wszystkich symplekséow w X
zawierajacych o jest otwartym podzbiorem X.

Rodzine S(X) nazwiemy zbiorem sympleksow kompleksu X. Geometryczny i-
wymiarowy sympleks z S(X) jest i-wymiarowym sympleksem w X. Wierzchotkiem
X jest taki punkt p € X, ze singleton {p} jest 0-sympleksem w X. Zauwazmy, ze
warunek 3 pociaga fakt, ze kazdy sympleks w X, jako element rodziny S(X), jest
jednoznacznie zdeterminowany przez swoje wierzchotki, dlatego mozemy moéwic, ze
sympleks jest rozpinany przez swoje wierzchotki.

Kompleks symplicjalny X jest skonczony, jesli odpowiadajaca rodzina S(X) jest
skonczona.



Definicja 0.4. Niech X oraz Y bedg kompleksami symplicjalnymi. Cigglte odwzo-
rowanie f : X — Y jest symplicjalne, jesli dla kazdego sympleksu o C X istnieje
sympleks 7 C Y taki, ze obciecie f}, jest afinicznym odwzorowaniem na 7. Precy-
zyjniej, oznacza to, ze jesli ¢, : A — g oraz ¢, : AU — 7 53 odwzorowaniami
charakterystycznymi dla o oraz 7, to ztozenie ¢! o f o ¢, : AdmT — AdMT jegt
surjekcjg i odwzorowaniem afinicznym. Symplicjalny izomorfizm to ciggla bijekcja f
taka, ze zaréwno f jak i f~! sa odwzorowaniami symplicjalnymi.

1 Assembly system

W tej sekcji opiszemy ogdlng konstrukcje pewnej przestrzeni topologicznej, nazywana
assembly systemem. Nazwa ma swoje korzenie w [BN17].

Definicja 1.1. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym. Zat6ézmy, ze
e dla kazdego sympleksu 7 C K dana jest przestrzen topologiczna Y,
o dla kazdej pary p C 7 sympleksow z K dane jest wlozenie i, : Y, — Y.

Zaktadamy tez, ze odwzorowania z rodziny {i,.},c, spelniaja nastepujacy warunek:
jesli dla sympleksow p, 7, z kompleksu K zachodzi p C 7 C v, t0 iy, = iry 0 %pr
(konwencja: i,, = idy,). Warunek ten nazwiemy warunkiem zloZenia. Zaktadamy tak-
ze, ze jesli dla pewnych sympleksow 71, 75 oraz o z kompleksu K zachodzi 7,7 C o,
0 tryo(Yr) My (Yry) = trynme (Yrnr) (konwencja: ip,(Yp) = (). Ten zas warunek
nazwiemy warunkiem przekroju.

Uktad A = ({YT}TGS(K), {ipf}pcf> spethiajacy powyzsze zalozenia nazywamy assem-
bly systemem nad kompleksem K. Gdzie nie bedzie to prowadzi¢ do niejednoznacz-
nosci, zamiast "niech bedzie dany assembly system A = ({YT}TEg(K), {ipT}pCT)”,
bedziemy pisaé po prostu "niech bedzie dany assembly system A” i zaktadaé, ze
zostala ustalona kolekcja przestrzeni topologicznych {Y; };cs(x) oraz wlozen {i,r}ocr
spelniajacych warunki definicji.

Definicja 1.2. Niech bedzie dany assembly system A nad kompleksem symplicjalnym
K. A-ilorazem nazywamy przestrzen topologiczng

y=1Y (1)

TCK

gdzie ~ jest najmniejsza relacjg réwnowaznosci generowang przez relacje ~:
PRq = pEY, qEY,pFT,pCToraziyn(p)=q (2)

Relacja ~ jest efektywnie scharakteryzowana w nastepujacym lemacie.

Lemat 1.3. Niech bedzie dany assembly system A nad kompleksem symplicjalnym
K oraz niech ~ bedzie relacjg rownowaznosci z Definicyi 1.2. Ustalmy sympleksy
p, T C K oraz punkty p € Y;,q €Y,. Wtedyp ~ q <= 7 Np# 0 iistnieje punkt
r € Yo, taki, Ze irn, (1) =D 010z irn,,(1T) = q.



Komentarz. W sytuacji jak w tezie Lematu 1.3 méwimy, ze punkt r skleja punkty
pig.

Dowad.
(=) Poniewaz relacja ~ jest generowana przez =, zachodzi

p~ q < istnieje ciag punktéw (ay,...,a,) taki, ze a; = p,a, = q

(3)

oraz a; ~ as lub as ~ aq,...,a,_1 = a, lub a, ~ a,_1.

Przeprowadzimy dowod indukceyjny wzgledem n - liczby elementow w powyzszym
ciagu punktow.

1. n = 2. Zachodzi p =~ ¢ lub ¢ ~ p. Bez straty ogdélnosci zatézmy pierwszy
przypadek. Spéjrzmy na wzor (2). Wystarczy zatem wziaé r = p.

2. n — n—+ 1. Zaltézmy, ze teza jest prawdziwa dla ciggu ztozonego z n elementow,
i niech p ~ g w taki sposéb, ze istnieje ciag relacji jak w (3) ztozony z n + 1
elementéw. Oznaczmy a, = b. Mamy wiec p € Y;,b € Y, dla pewnego u C K,
TN # 0 irskleja p oraz b. Nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki:

(a) br qlub
(b) q = b.

Ad. (a). Po odczytaniu zalozen otrzymujemy, Ze istnieje nastepujacy ciag
inkluzji: 7 D 7N p C p C p, gdzie ¢ € Y,. Z zatozenia indukcyjnego 7 N p # 0,
a poniewaz p C p, to 7N p # (). Naturalnie 7Ny C 7N p. Niech 1 = irqyr0,(7).
Sprawdzimy, ze 1’ skleja p oraz q.

Korzystajac z warunku ztozenia z definicji assembly systemu, otrzymujemy, ze

iTﬁpp(T,) = (irnpp © Trrprrp) (1) = Gropup(T) = (Gp © Grryup) (1) = p(D) = @

Analogicznie pokazujemy, ze i,q,, (") = p.

Ad. (b). Jesli TN p =0, to takze 7NN p = 0. Z warunku przekroju z definicji
assembly systemu odczytujemy, ze wtedy

iTﬁ,uu(Y:rﬂu) N Zp,u(y;)) = iTﬁ,uﬂpu<YTﬂuﬁp) = Z@u(yb) = (D7

co przeczy temu, ze p ~ ¢, a konkretnie temu, ze r ~ b oraz q¢ ~ b.

Musi zatem zachodzi¢ 7 N p # (). Ponownie korzystajac warunku przekroju
odezytujemy, ze irqyu(Yru) N ipu(Y,) = tropnp(Yeouny)- Z zatozenia zachodzi
brapp(r) = b = i,,(¢), a zatem z warunku przekroju otrzymujemy, ze b =
iraunp(r") dla pewnego 1’ € Y, Rozwazmy " = i:q,0,-0,(7"). Rozumujac
podobnie jak w Ad. (a) mozemy pokazaé, ze i.n,. (1") = p oraz iy, (1r") = c,
co sprowadza si¢ do sprawdzenia, ze ponizszy diagram jest przemienny:
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Cho¢ ten warunek przemiennosci wyglada skomplikowanie, jego uzasadnienie
wymaga jedynie wykorzystania zalozenia, ze odwzorowania z rodziny {i,, } ,c- sa
roznowarto$ciowe oraz spetniaja warunek ztozenia. Sprawdzenie przemiennosci
diagramu (4) pozostawiamy Czytelnikowi.

(<) Oznaczmy sympleks o := 7 N p. Mamy i,,(r) = p, czyli r = p, a zatem i takze
r ~ p. Podobnie otrzymujemy r ~ q. Z symetrycznosci relacji ~ otrzymujemy p ~ 7.
Poniewaz relacja ~ jest tranzytywna, otrzymujemy p ~ q. 0

Fakt 1.4. Niech bedzie dany assembly system A nad kompleksem symplicjalnym K
oraz niech Y bedzie A-ilorazem. Odwzorowanie ilorazowe 7 : [1.cx Yy — Y po
ograniczeniu do kazdego z Y, jest 1 — 1.

Dowdd. Niech p,q € Y, dla pewnego 7 C K. Jesli 7(p) = m(q), z Lematu 1.3 wynika,
ze p=q. O

Uwaga. W dalszej czesci pracy bedziemy utozsamia¢ przestrzenie Y, z odpowiada-
jacymi im podprzestrzeniami w Y, za$ punkty z Y, z ich obrazami w Y.

Na potrzeby rozwazan w dalszej czedci pracy, opiszemy takze wersje symplicjalng
assembly systemu.

Definicja 1.5. Symplicjalnym assembly systemem nad kompleksem K nazwiemy taki
assembly system A, w ktérym {Y;}-cg(k) jest rodzing kompleksow symplicjalnych,
za$ {iyr }pcr jest rodzing symplicjalnych wlozerl.

Lemat 1.6. Niech A bedzie symplicjalnym assembly systemem. Jesli dla pewnych
punktow z; € int(o;) C Yy,,i = 1,2 zachodzi z1 ~ z, to wowczas istnieje sympleks
o C Yrnn taki, zZe iy (0) = 0 dlai = 1,2. W takim wypadku zachodzi tez
réwnosé w(oy) = w(0o3).

Komentarz. W sytuacji jak w tezie Lematu 1.6 mowimy, ze sympleks o skleja
sympleksy o, oraz os.



Dowdd. Korzystamy z faktow, ze

e kazdy punkt w kompleksie symplicjalnym nalezy do wnetrza doktadnie jednego
sympleksu oraz

e dla odwzorowania symplicjalnego f : X — Y miedzy kompleksami symplicjal-
nymi X i Y oraz punktow z € int(7) C X, y € int(o) C Y takich, ze f(z) =y
zachodzi f(7) = o.

Niech z; € int(oy),22 € int(o9) beda takie, ze z; ~ zy. Z Lematu 1.3 wynika,
ze istnieje punkt z € Y, ., ktory skleja z; oraz zy. Z pierwszego faktu powyzej
z € int(o) dla pewnego sympleksu o C Y, q.,. Poniewaz wtozenia ijnm -, 0 = 1,2
sa odwzorowaniami symplicjalnymi, z drugiego faktu powyzej otrzymujemy, ze
innamn(0) =0; dlai = 1,2. Ostatnia réwnos¢ pokazuje takze, ze w(oy) = w(02). O

Lemat 1.7. Niech A bedzie symplicjalnym assembly systemem nad kompleksem
symplicjalnym K, zas Y bedzie A-ilorazem. Wtedy na Y mozna w naturalny sposob
zadac strukture kompleksu symplicjalnego.

Dowdod. Wiemy, ze dla kazdego 7 C K przestrzen Y, wyposazona jest w wyrdzniona
rodzine S(Y;) geometrycznych symplekséw; stad przestrzen [[,.x Y, wyposazona
jest w rodzing Y = U S(Y;).

TCK

Przez geometryczne sympleksy w A-ilorazie bedziemy rozumie¢ podzbiory postaci
m(0), gdzie 7 : [1.cx Yr — Y jest odwzorowaniem ilorazowym, a o € ). Odwzo-
rowaniami charakterystycznymi dla tychze sg zlozenia 7 o ¢,, gdzie ¢, : A" — o
jest odwzorowaniem charakterystycznym dla ¢ pochodzacym z zadania struktury
kompleksu symplicjalnego na kazdym z Y,. Oznaczmy S(Y) = {(7(0), 7 0 ¢5) }sey-
Ponizsze obserwacje weryfikuja poprawnosé takiej definicji.

Obserwacja 1.8. Dia kazdego 0 € Y odwzorowanie 7 o ¢, : A — w(0o) jest
homeomorfizmem.

Dowéd (Obserwacyi 1.8). Istotnie, ¢, : A — o jest homeomorfizmem z zalozenia.
Dalej, z Faktu 1.4 otrzymujemy, ze przyporzadkowanie o +— w(o) jest 1-1. Jako
odwzorowanie ilorazowe 7 jest tez oczywiscie surjektywne. Stad przyporzadkowanie
o — m(0o) jest bijekcja z przestrzeni zwartej w przestrzen Hausdorffa, a zatem
jest homeomorfizmem. Wynika z tego, ze ztozenie 7 o ¢, : A" — 7(0) takze jest
homeomorfizmem. O

Obserwacja 1.9. Kazdy geometryczny sympleks w Y wyposazony jest w jedyne
odwzorowanie charakterystyczne.

Dowdd (Obserwacyi 1.9). Jesli w(oy) = w(o2) dla pewnych oy C Y,,00 C Y7, to z
Lematu 1.6 otrzymujemy, ze w K zachodzi pN7 # (). Niech sympleks v C Y, skleja
o, oraz 0y. Oznaczmy p N7 = . Niech ¢, : A — v bedzie odwzorowaniem charakte-
rystycznym dla v pochodzacym z zadania struktury kompleksu symplicjalnego na Y.,
analogicznie ¢,, : A" — 01 oraz @, : A" — 0,.



. . . _ 1 . . . . o —1 .
Zauwaimy, 7 iqy© Gy = g, 0 051 0icy0 B, i podobnie ic; 0§, = Gy 0 Byl 0icr 0 By
Otrzymujemy przemienny diagram:

tor lsp
o9 < v > 0
%T qsuT T%l (5)
A A » A
Pary Olsr 0Py Pary OlspOby
Oznaczmy dla przejrzystosci dalszego rozumowania Ay = (¢, ! 0 ¢, 0 ¢,) ! oraz

Ay 1= (gb;zl 0ic, 0 ¢,) ' Zauwazmy, ze \;,i = 1,2 sg afinicznymi izomorfizmami A’.
Mamy zatem 7o ¢,, = mo ¢, o \;,i = 1,2. Pozostaje zauwazy¢, ze odwzorowania
charakterystyczne dla oy, 09 r6Znig sie o afiniczny izomorfizm A*. Ale mamy

7TO¢01:7TO¢VO)\1 OraZ7TO¢02:7TO¢VO)\2,

czyli dla A @ AP — A’ X := A\;' o \; otrzymujemy, ze T 0 ¢, = T 0 (yy O \.
Stad otrzymujemy jedyno$é¢ odwzorowan charakterystycznych. To konczy dowdd
Obserwacji 1.9.

O

Pozostaje sprawdzi¢, ze rodzina S(Y') spelnia warunki

1. S(Y) jest zamknieta na branie $cian,

2. kazdy punkt Y nalezy do wnetrza doktadnie jednego sympleksu z S(Y),

3. przeciecie dwoch symplekséw z S(Y') jest puste lub jest Sciang kazdego z nich,

4. dla kazdego sympleksu ¢ C Y suma wnetrz wszystkich symplekséw w Y
zawierajacych o jest otwartym podzbiorem Y.

Ad. 1. Wynika to z faktu, ze dla kazdego 7 rodzina S(Y,) jest zamknieta na branie
Scian, a m : 0 — m(0) jest homeomorfizmem dla kazdego o € ).

Ad. 2. Niech p € Y. Zaltézmy nie wprost, ze p €int(n(0)), p €int(7(p)), przy czym
(o) # w(p), o0 C Y,,p CY,, dla pewnych 7,75 C K. Wtedy p = 7(q),p = 7 (r)
dla pewnych ¢ € Y,,,r € Y,,. Poniewaz Y, ,Y,, sa kompleksami symplicjalnymi,
q €int(o), r €int(p) dla jednoznacznie okreslonych symplekséw o oraz p. Wowcezas z
Lematu 1.6 otrzymujemy, ze poniewaz g ~ r, zachodzi réwnos$¢ m(o) = 7(p), co stoi
w szprzecznosci z zatozeniem.

Ad. 3. Niech (1), m(13) € S(Y). Wtedy 7 € Y,,, 7 € Y, dla pewnych 01,09 C K.
Zatézmy, ze w(m) Nw(7e) # (0 i niech p € 7(m) N7(72) . Wtedy istnieja dwa punkty
a; € Yy, as €Y,, takie, ze m(ay) = p = w(az). Stad p € Y, n,,. Poniewaz Y, jest
kompleksem symplicjalnym, p lezy we wnetrzu doktadnie jednego sympleksu: p €
int(o) dla pewnego o € Y, ny,. Uzywajac ponownie drugiego faktu z dowodu Lematu



1.6 stwierdzamy, ze iy 0,0, (0) jest $ciana sympleksu 7;,7 = 1,2, poniewaz iy, oy o
sg odwzorowaniami symplicjalnymi. Poniewaz 7 0 is,nsy 0, = T}y, Otrzymujemy,
1 2

78 T(lgin0y01(0)) N T (igyn0s05(0)) = m(0) N (o) = (o) jest Sciana w 7(7;).

Ad. 4. Ustalmy sympleks o C Y. Rozwazmy zbiory Sty(c) ={r CY : 0 C 7} oraz

U,= U int(7). Checemy pokazaé, ze zbior 7 1(U,) jest otwarty w [] Y.
TESty (o) pCK

Wystarczy pokazaé, ze dla kazdego p C K zbiér 7 (U,) NY, jest otwarty w Y,. W
tym celu zauwazmy, ze dla kazdego sympleksu 7 C Y zbiér 77 1(7) NY, = ﬂr’ylp (1),
o ile jest niepusty, jest pojedynczym sympleksem w Y),. Istotnie, tatwo wynika to z
Faktu 1.4 oraz uzasadnionej juz wyzej wlasnosci 2 dla Y.

W szezegdlnodel otrzymujemy, ze 7' (0) NY,, jest sympleksem w Y,. Poniewaz Y, jest

kompleksem symplicjalnym, zbiér U = U int(7) jest otwartym podzbiorem
TGStyp(Wfl(U))

Y,. Dalej, zauwazmy, ze U = 7= 1(U,) N Y,

e C: ustalmy punkt p € int(7), gdzie 7 jest sympleksem w Y, oraz 7 (o) C
7. Wowczas w(p) € w(int(7)) = int(nw (7)), przy czym o C w(7), poniewaz
o) CT.

e O: Ustalmy punkt ¢ € Y, taki, ze ¢ € 7 '(int(7)), gdzie 7 C Y oraz o C 7.
Chcemy, by dla pewnego sympleksu 6 C Y, zachodzilo ¢ € int(6) oraz WE}(O’) C
6. Wystarczy wzia¢ 0 := 7~ (1) NY,.

Uzasadniliémy wiec, ze dla kazdego p C K zbiér 7~ (U,) NY, jest otwarty w Y.
To konczy uzasadnienie punktu 4 oraz dow6éd Lematu 1.7.
O

W konicowe]j czesci tego rozdziatu oméwimy jeszcze przydatna konstrukcje odwzo-
rowan ciaglych (odpowiednio: symplicjalnych), ktérych dziedzina jest A-iloraz Y
(odpowiednio: A-iloraz gdy A jest symplicjalnym assembly systemem).

Lemat 1.10. Niech bedzie dany assembly system A nad pewnym kompleksem sym-
plicjalnym K, dowolna przestrzen topologiczna Z oraz niech Y bedzie A-ilorazem.
Jesli dla kazdego 7 € S(K) dane jest odwzorowanie ciggle fr : Y, — Z oraz zachodzi
nastepujgcy warunek zgodnosci: dla p C 7 € S(K) diagram

jest przemienny, to otrzymujemy dobrze okreslone, indukowane z odzworowan f,
ciggle odwzorowanie F 'Y — Z domykajgce ponizszy diagram:
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Ponadto gdy A jest symplicjalnym assembly systemem, Z jest kompleksem sym-
plicjalnym oraz dla kazdego T € S(K) odwzrowanie f, : Y, — Z jest symplicjalne, to
odwzorowanie F tez jest symplicjalne.

Dowdd. Mamy naturalne odwzorowanie f : [[.cz Y, — Z zadane przez f(p) = f,(p)
gdzie p € Y,. Ustalmy p,q € [I,cz Y-,p €Y,,q € Y; takie, ze p ~ ¢ w Y. Z Lematu
1.3 istnieje punkt r € Y., ktéry skleja p oraz q. Zauwazmy, ze wtedy f(p) = f(q):

f(@) = 1:(q) = frlipne (1)) = fore (1) = folipnr (1)) = fo(p) = f(p) (8)

Z uniwersalnosci przestrzeni ilorazowej istnieje jedyne odwzorowanie ciagle F':' Y —
Z takie, ze Fom = f.

Udowodnimy teraz druga czes¢ lematu dotyczaca sytuacji symplicjalnej. Ustalmy
sympleks o C Y. Chcemy, by istnial sympleks 7 C Z taki, ze obciecie F}, jest
odwzorowaniem afinicznym na 7 (po wyrazeniu F}, w terminach odwzorowan cha-
rakterystycznych dla o oraz 7). Niech 7 o ¢, bedzie odwzorowaniem charaktery-
stycznym dla o. Korzystajac z rozumowania w pierwszej czesci dowodu, widzimy;,
ze Fio = Fjpomo ¢, = fis © ¢,. Poniewaz f), jest odwzorowaniem symplicjalnym,
istnieje 7 C Z taki, ze ¢, ‘o fio© @4 jest surjekcja i odwzorowaniem afinicznym, gdzie
¥y AU 7 jest odwzorowaniem charakerystycznym dla 7. Znalezlismy zatem
sympleks 7 C Z o zadanych wtasnosciach, co pokazuje, ze F' jest symplicjalne. [J

2 Symplicjalny assembly system wyznaczony przez
reguly zastepowania i etykietowanie

W tej sekcji wprowadzimy pojecia, ktore pozwola w wygodny oraz $cisty sposdb
opisa¢ konstrukcje kompaktu Markowa.
2.1 Dobra rodzina sympleksow
Definicja 2.1. Dobrg rodzing symplekséw nazwiemy pare D = {Z, {Zﬁ}ﬁeB], gdzie
e Y to zbidr symplekséw (niekoniecznie skonczony);
e B to zbidor wszystkich wlasciwych $cian we wszystkich sympleksach o € ¥

e Dla kazdego sympleksu o € X oraz dla kazdej wtasciwej Sciany 5 C o, 23 :
og — o jest symplicjalnym wlozeniem na Sciane¢ 3 dla pewnego oz € X.
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Wymagamy jedynosci odwzorowania zs dla ustalonego 8 € B oraz zamknietoSci
rodziny {zs3}sep na sktadanie.

Przyktad 2.2. Rozwazmy rodzine symplekséw D, zdefiniowana nastepujaco:
zbiér ¥ = {09, 01,...,0,} zawiera po jednym sympleksie wymiaréw od 0 do n,
przy czym kazdy sympleks jest zaopatrzony w porzadek wierzchotkéw. Rodzine
{23} sep okreslamy zas w nastepujacy sposob: dla kazdego k < n oraz j-wymiarowej
Sciany 8 C oy, kladziemy (0})s = 0;; wowczas za 25 : 03 — [ przyjmujemy jedyny
izomorfizm afiniczny o; — [ respektujacy przyjety porzadek wierzchotkéw. Jasne
jest, ze tak okreslona rodzina Dg,, jest dobrg rodzing sympleksow.

Przyklad 2.3. Niech K bedzie dowolnym kompleksem symplicjalnym. Rozwazmy
rodzine Dy, w ktérej ¥ = S(K), zas dla 5,0 € S(K) takich, ze 8 C o kladziemy
og = [ oraz zg = idz. Naturalnie jest to dobra rodzina sympleksow.

2.2 Reguly zastepowania
Niech dana bedzie dobra rodzina sympleksow D = {E, {#3} se B]

Definicja 2.4. Regulq zastepowania dla o € ¥ nazwiemy pare (P,,7,), taka, ze
e P jest skonczonym kompleksem symplicjalnym,

o o/ &2 P, jest odwzorowaniem symplicjalnym na pierwsze podrozbicie barycen-
tryczne o’ sympleksu o.

Rodzing regul zastepowania dla D nazwiemy taka rodzine regut zastepowania
{(P,,m,) : 0 € ¥}, w ktorej kazdy sympleks ze zbioru ¥ zaopatrzony jest w dokladnie
jedna regute zastepowania, a ponadto dana jest rodzina odwzorowan tgczgcych
{P., : p € B} taka, ze dla 0 € X oraz wiasciwej Sciany # C o (zaopatrzonej w
odwzorowanie z3 : 03 — o dla pewnego o3 € X)) odwzorowanie P, : P,, — P, jest
symplicjalnym wtozeniem.

Zaktadamy, ze odwzorowania z rodziny {P,,} spetniaja nastepujace warunki:

1. Dla regut zastepowania (P,,7,) oraz (P,,,ms,) dla sympleksow oz oraz o

odpowiednio, zachodzi 7, o P, = zj 0 7,,, czyli diagram

lPZ 5 (9)

jest przemienny, gdzie zj to indukowane przez zg odwzorowanie symplicjalne

miedzy barycentrycznymi podrozbiciami symplekséw o5 oraz o. Zadamy, aby
zachodzita réwnosé 7,1 (8) = P.,(P,,).

2. Dla symplekséow 3 C o oraz a C og, dla ktérych (jako elementéow dobrej

rodziny D) zachodzi zg 0 2, = Zz5(a), 2zachodzi réwniez P, o P, = PZZﬁ @
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Rodzine regul zastepowania dla dobrej rodziny D bedziemy oznacza¢ przez Rp.
Gdzie nie prowadzi to do niejednoznacznosci, bedziemy omija¢ indeks i pisa¢ po
prostu R. Domyslnie R bedzie zestawem danych [{(PU, Te) 0 €N {P, B € B}}
postaci opisanej powyzej.

Uwaga 2.5. Dla jednej dobrej rodziny D mogg istnie¢ rézne rodziny regut zastepo-
wania.

Przyktad 2.6. Rozwazmy dobra rodzing D = D¢, jak w Przyktadzie 2.2, w ktorej
Y ={09,01}, B ={a, 5}. (Rysunek 1).

Ud’ O. z}(-‘a{) —2

o
) &,/7
\ B e
@7 Ds,(" o Fi=0, 2,:00 —=p
&3\ ¥ [y,
oo [ ¢ O
4

Rysunek 1: Dobra rodzina D,

Rozwazymy dwie rodziny R, oraz R, regut zastepowania dla D. Za rodzine R,
przyjmijmy nastepujacy zestaw regut (Rysunek 2):

e okreslamy P, jako przestrzen ztozona z dwoch 0-sympleksow a oraz b, zas 7,
jako odwzorowanie przeprowadzajace sympleksy a oraz b w oy;

o P, sklada sie z dwoch 1-symplekséw 7 oraz p, a odwzorowanie 7, jest sympli-
cjalnym odwzorowaniem przedtuzajacym odwzorowanie przyporzadkowujace
wierzchotki v i ¢ sympleksu 7 wierzchotkom « i G odpowiednio, oraz n i 6
sympleksu p wierzchotkom sympleksu a i 5 odpowiednio.

o y "
2 o b / iz //
M e e— oe <

2o fee

Rysunek 2: Rodzina R, dla D¢,

Opiszemy jeszcze odwzorowania taczace wystepujace w Definicji 2.4 (Rysunek 3).

e Dla odwzorowania z, okreslamy wlozenie P, przyporzadkowujace sympleks a
Scianie v, zas sympleks b Scianie 7,

13



Rysunek 3: Odwzorowania taczace dla R

e dla odwzorowania z5 okreslamy wtozenie P,, przyporzadkowujace sympleks a
Scianie 0, zas sympleks b Scianie 6.

Za rodzine regul Ry przyjmujemy ten sam zestaw regul, co w rodzinie R,
zmieniajac jedynie wlozenie P, , ktore w tym przypadku przyporzadkowuje sympleks
a $cianie 0, za$ sympleks b Scianie 0 (Rysunek 4).

2,

Ry \
2
\\/

Rysunek 4: Odwzorowania tgczace dla R,

Jak zobaczymy pézniej, rodziny R, oraz R, dla D¢; prowadzg do istotnie réznych
rezultatow w konstrukcjach kompaktéow Markowa.

Przyktad 2.7. Rozwazmy dobra rodzine D, w ktérej zbior X sktada sie z jednego
0-sympleksu o oraz dwoch 1-symplekséw ol oraz o2. Sciany sympleksu o} oznaczmy
przez « oraz (3, za$ sympleksu o7 przez x oraz y. Kazde odwzorowanie z rodziny {25}
przyporzadkowuje oy odpowiedniej $cianie w 1-sympleksach o oraz 0% (Rysunek 5).
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Rysunek 5: Dobra rodzina D dla Przyktadu 2.7

T L/L/f;“;i.\. & /
X c&(/ 'D; j) e\ f
£
J /
e\ ¢«

Rysunek 6: Odwzorowania taczace dla rodziny R z Przyktadu 2.7

Rodzing R dla D definiujemy podobnie jak w poprzednim przyktadzie, przy-
porzadkowujac kazdemu sympleksowi z D dwa sympleksy tego samego wymiaru.
Oznaczmy sympleksy przyporzadkowane sympleksowi o] przez 7 i p, za$ sympleksy
przyporzadkowane sympleksowi o2 przez p i v. Odwzorowania {7, },ex kolapsuja
powielone sympleksy w ich wyjsciowe postaci jak w Przyktadzie 2.6. Odwzorowa-
nia taczace dla wlozen z, oraz zg definiujemy jak w rodzinie R; z poprzedniego
przyktadu, zas dla wlozen z, oraz z, jak w rodzinie R, (por. Rysunek 6)

Powyzszy przyktad jest Scistym i formalnym zapisem intuicyjnej idei przedsta-
wionej w Przyktadzie 3.5 w pracy Bell-Nagorko [BN17].

Przyktad 2.8. Niech beda dane kompleksy symplicjalne K, L oraz surjektywne
odwzorowanie symplicjalne h : L — K’ na podrozbicie barycentryczne K’ kompleksu

15



K. Okreslmy rodzine regutl zastepowania R, dla dobrej rodziny symplekséw Dy z
Przyktadu 2.3: dlao € ¥ = S(K) kladziemy P, := h™'(0"), gdzie o’ jest podrozbiciem
barycentrycznym sympleksu o, zad 7, := hy;-1(,). Naturalnie dla 3 C o przyjmujemy
zg = idg oraz P, = idp-1g): h~'(8') — h™'(d").

2.3 Etykietowanie

Majac juz w reku narzedzia i teorie opisujaca zachowanie assembly systemu, chcemy
budowaé rozmaite assembly systemy nad danym kompleksem symplicjalnym X. W
tym celu pokazemy, jak ”etykietowac¢” kompleksy symplicjalne regutami zastepowania,
by mozna byto z nich utworzy¢ odpowiedni assembly system nad X.

Definicja 2.9. Dana jest dobra rodzina symplekséw D. D-etykietowaniem kompleksu
symplicjalnego X nazwiemy pare A = [/\7 {Ua}o-es(x)] gdzie

e \:S(X)— ¥ jest mnogosciowym przyporzadkowaniem sympleksom z X sym-
plekséw ze zbioru ¥ tak, ze dla kazdego o € S(X) mamy dim(o) =dim(A(0)),

e dla kazdego o € S(X) odwzorowanie u, : 0 — A(0) jest izomorfizmem sym-
pleksow (utozsamienie sympleksu o z sympleksem A(o) bedacym jego etykieta),
przy czym spelniony jest warunek

dla pC 71 zachodzi A(p) = A(T)u,(p) (10)

(symbol A(T)u, (s jest tu rozumiany w takim sensie jak symbol o3 w sekcji
3: ur(p) jest wlasciwa $ciana w A(7) odpowiadajaca $cianie p w 7). Ponadto
zadamy, aby ponizszy diagram byt przemienny:

 —

p T
”"l JUT (11)
Ap) = A7)

ZUT(P)

Przyktad 2.10.

Rozwazmy kompleks symplicjalny X ztozony z trzech 1-symplekséw ey, es oraz es,
ztaczonych wzdtuz Scian w ten sposéb, by otrzymac tylko trzy O-sympleksy a, b oraz
¢ (Rysunek 7).

Rozwazmy D-etykietowanie dobra rodzing D z Przyktadu 2.7 w nastepujacy
sposéb: dla 0-sympleksow a, b, ¢ okreslamy A(a) = A(b) = A(¢) = 09, zas dla
1-symplekséw okreslmy A(ey) = A(ep) = o1, Mez) = o?. Dla kazdego o € S(X)
okreslamy u, : ¢ — A(0) jako dowolny symplicjalny izomorfizm miedzy sympleksem
o a A(o). W rezultacie mozemy utozsamié¢ sympleksy z X z sympleksami z dobrej
rodziny D (Rysunek 8).

Przyktad 2.11. Opiszemy tautologiczne etykietowanie kompleksu K dobra rodzing
Dk jak w Przyktadzie 2.3. Niech bedzie dany kompleks symplicjalny K oraz rodzina
Dg. Mozemy wowczas rozwazy¢ pare A = T J] Naturalnie jest to
Dg-etykietowanie kompleksu K.

ids(x), {1do Yoes(k)



Rysunek 7: Kompleks X

O,

Rysunek 8: Kompleks X z D-etykietowaniem

Przyklad 2.12. Dla kompleksow symplicjalnych K, L, dobrej rodziny Dy oraz
h: L — K - niezdegenerowanego odwzorowania symplicjalnego, mamy nastepujace
Di-etykietowanie kompleksu L: dla ¢ € S(L) przyjmujemy A o) := h(o) oraz
Uy = hjo.

2.4 Konstrukcja

W tej sekcji pokazemy, jak wykonaé pierwszy krok w konstrukeji kompaktu Markowa.
Wychodzac od dobrej rodziny D, rodziny regul zastepowania R dla D oraz D-
etykietowania pewnego kompleksu symplicjalnego X opiszemy symplicjalny assembly
system A nad X, A-iloraz Y oraz odwzorowanie symplicjalne Y — Xj,.

Niech bedg dane dobra rodzina D = [Z, {z5}se B], kompleks symplicjalny X, D-
etykietowanie A = [/\, {ug}geg(xo)} kompleksu X, oraz rodzina R = [{(PU, Ty): 0 €

S} AP.,:8€B }} regut zastepowania dla D. Z tych danych jeste$my w stanie zadaé

strukture symplicjalnego assembly systemu A = A(Xy, D, R, A) nad kompleksem
Xo.
Istotnie, dla kazdego sympleksu 7 C Xy mozemy przyjac

YT = P)\(T) (12)
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gdzie A\(7) jest etykieta 7 wzgledem etykietowania A (dla kazdego 7 C Xy mamy
osobng kopie kompleksu Py;)).

Zdefiniujemy teraz odwzorowania i,. wystepujace w definicji assembly systemu.
Niech p, 7 beda sympleksami w X takimi, ze p C 7, oraz niech A(p), A(7) beda ich
etykietami wzgledem etykietowania A. Z warunkéw (9) oraz (11) otrzymujemy, ze
ponizszy diagram jest przemienny:

u—p> )\(p) — P/\(p)

P
|
Zur(p) qu (13)
[ \Lp l (p)
T

L )\(T) — P)\(T)

gdzie P, = jest symplicjalnym wtozeniem bedacym odwzorowaniem faczacym z R.
Dla kazdej pary sympleksow p C 7 w X, definiujmy i,, :== P, .

Przekonajmy sie, ze tak zdefiniowane odwzorowania i,, spetniajg warunek ztozenia.
Ustalmy sympleks v C X taki, ze p C 7 C v. Niech sympleks A(v) bedzie etykieta

v. Z warunku (13) otrzymujemy przemienny diagram:

D » T o > U
Up Ur Uy
Mp) =57 A7) = Aw) (14)
TAGp) () AW)

Pypy 57— Dxn) 57— Daw)

Z“T(P Z“V(T)

Z warunku 2 natozonego w Definicji 2.4 na rodzing {P.,} odwzorowan taczacych,
otrzymujemy, ze

bow = Peoyi) = Poo ) wron = Do © Pruyiry) = trv @l (15)

Wykazemy teraz, ze jesli dla pewnych symplekséw 7, 75,0 C X zachodzi 7,75 C o,
t0 U710 (Yr) Ny (Yoy) = iryrme (Yrnrm ) Z warunku 1 z Definicji 2.4 otrzymujemy, ze
ine(Yn) Nine(Yr) = Pry ) (Pai) N Pry ) (Paim) = Ty (A1) N30 (M(72)) =
= W)T(%;)O‘(Tl) NA(r)) = qua(TlmQ)(P)\(ﬁﬂm)) = innme(Yrnn)-
(16)
Definiujemy A-iloraz X; wzorem

X, = U Yo (17)

7CXo

gdzie ~ jest relacja rownowaznosci z Definicji 1.2 odpowiednig dla assembly systemu
A(Xo,D,R,A). Poniewaz spelnione sa warunki Lematu 1.7, X jest kompleksem
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symplicjalnym.

Rozumujac jak w Lemacie 1.10, zdefiniujemy teraz niezbedne do opisania kon-

strukcji kompaktow Markowa odwzorowanie symplicjalne, ktorego dziedzing jest
A-iloraz X7, za$ obrazem barycentryczne podrozbicie X|| kompleksu Xj.
Dla kazdego sympleksu 7 € S(Xj) okreslmy f, : Y; — Xj jako f; := uztomyy, gdzie
przeciwdziedzine 7’ tego odzorowania traktujemy jako podzbiér w X{ (podrozbiciu
barycentrycznym kompleksu Xj). Sprawdzmy, ze tak okreslone odwzorowania f,
spehiaja warunek zgodnosci opisany w Lemacie 1.10. Ustalmy sympleks p € S(X)
taki, ze p C 7. Mamy

(13) 4 (13)

1 oy = Ur O Zui(p) OTA(p) = U, O = [p (18)

fTinT:u; oﬂ-)\(T)OPZ

Poniewaz A jest symplicjalnym assembly systemem, X, jest kompleksem symplicjal-
nym oraz kazde z odwzorowan f; jest symplicjalne, z Lematu 1.10 otrzymujemy dobrze
okreslone, indukowane z odwzorowan f, odwzorowanie symplicjalne I1y : X; — X|.

Definicja 2.13. Majac dany kompleks symplicjalny X, wraz z D-etykietowaniem
A oraz rodzine R regul zastepowania dla D, skonstruowang jak wyzej przestrzen
Xj nazywamy (A, D, R)-ilorazem nad Xy, a odwzorowanie Iy nazywamy (A, D, R)-
odwzorowaniem z X; do Xo.

Przyklad 2.14. Rozwazmy kompleks symplicjalny X jak w Przyktadzie 2.10, z D-
etykietowaniem rodzina D z Przyktadu 2.6 (w narzucajacy sie sposob) oraz rodzing
regul R, (Rysunek 9).

Rysunek 9: Kompleks X

Tworzymy assembly system zgodnie z procedura opisana powyzej w tej sekcji.
Na Rysunku 10 przedstawiono przestrzen [[..x, Y z pomocniczo zaznaczonymi
wlozeniami { P, }sep pochodzacymi od odwzorowan taczacych dla rodziny R.

Otrzymujemy A-iloraz X; bedacy dwoma rozlacznymi kopiami kompleksu X
(Rysunek 11). (A, D, Ry)-odwzorowanie 11y przeprowadza obie kopie z powrotem w
kompleks X.
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Rysunek 10: Przestrzen [[,-x, Y- z zaznaczonymi wtozeniami pochodzacymi z Ry

4 4

Rysunek 11: (A, D, R4)-iloraz nad X

Przekonajmy sie teraz, ze D-etykietowanie tego samego kompleksu X rodzing regut
Ro skutkuje istotnie innym (A, D, R)-ilorazem. Rozwazmy zatem ten sam kompleks
X i to samo D-etykietowanie, lecz zamiast rodziny R, rozwazmy rodzine R, regut
zastepowania. Na rysunku 12 przedstawiono przestrzen [[,-x,Yr z pomocniczo
zaznaczonymi wlozeniami {P.,}sep pochodzacymi od odwzorowan taczacych dla
rodziny R.

Tym razem jako A-iloraz otrzymujemy spéjny l-wymiarowy kompleks (Rysunek
13). (A, D, Ry)-odwzorowanie Il przeprowadza X; z powrotem w kompleks X.

Przyktad 2.15. Niech beda dane kompleksy symplicjalne K, L oraz surjektywne
odwzorowanie symplicjalne h : L — K’ na podrozbicie barycentryczne K’ kompleksu
K. Rozwazmy tautologiczne Dy - etykietowanie A kompleksu K jak w Przyktadzie
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Rysunek 12: Przestrzen [[,-x, Y- z zaznaczonymi wiozeniami pochodzacymi z R

Rysunek 13: A-iloraz X;

2.11 oraz rodzine regut zastepowania R, dla Dg jak w Przyktadzie 2.8. Wowcezas
(A, Dk, Ry, )-iloraz nad K dla assembly systemu A(K, Dy, Ry, A) mozna utozsamic z
kompleksem L, za$ (A, D, R)-odwzorowanie Iy pokrywa sie z odwzorowaniem h.
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3 Konstruktywna definicja kompaktu Markowa

Niech D bedzie dobra rodzina symplekséw oraz niech R bedzie rodzina regut zaste-
powania dla D.

Definicja 3.1. D-etykietowaniem rodziny R nazwiemy D-etykietowanie Ar =
[/\R, {uf}TCH . PJ kompleksu [[,-x P, takie, ze dla dowolnych 04,0 € 3 takich,
ze 2g 1 0g —' jest wtozeniem z dobrej rodziny D oraz dowolnych symplekséw
p1 C Py, p2 C P, takich, ze P, (p1) = p» mamy Ar(p1) = Ar(p2) oraz diagram

Pzﬁ

(19)

Ar(p1) = Ar(p2)

jest przemienny.

Lemat 3.2. Niech bedzie dany kompleks symplicjalny Xo wraz z D-etykietowaniem
A oraz rodzina R regut zastepowania dla D. Wowczas D-etykietowanie Ag rodziny
R indukugje D-etykietowanie (A, D, R)-ilorazu X;.

Dowéd. Niech 7 : [1,~x, Y — Xi bedzie odwzorowaniem ilorazowym dla sympli-
cjalnego A-ilorazu definiujacego X;. Pokazemy, ze na X, istnieje doktadnie jedno
D-etykietowanie Ay = {)\1, {ué}ges(xl)} takie, ze jesli dla pewnych sympleksow
01 C Ilrcx, Yr oraz o C Y zachodzi m(01) = 0, to A\i(0) = Ag(01) oraz u} om = ufl

Jednoznacznosé jest na podstawie powyzszych warunkéw oczywista, uzasadnienia
wymaga natomiast dobra okreslonos¢ A;.

Na poczatku zauwazmy, ze D-etykietowanie A rodziny R w naturalny sposob
indukuje D-etykietowanie kompleksu [[.~x, Y-, ktére takze bedziemy oznaczac przez
Ag. Zacznijmy od sprawdzenia, ze jesli dla pewnych o1, 05 C [1,cx, Y> mamy 7(0y) =
m(02) = 0, to Ag(01) = Ar(02). Niech zatem oy C Y, 05 C Y dla pewnych p, 7 C X,
01 = lpnr p(S), 02 = ipnr-(s) gdzie sympleks ¢ C Y, skleja oy oraz ,. Mamy

Mr(01) = M (ipnr p(€)) = Ar(S) = Ar(ipnr+(s)) = Ar(02)- (20)

Istnieje zatem jedyne odwzorowanie A\; : S(X;) — X takie, ze A\; om = Ag.
Dalej, sprawdzimy dobra okreslono$¢ odwzorowan {u}},es(x,). Chcemy, by dla
symplekséw o1, 03 jak wyzej zachodzilo u¥ = uX. Korzystajac z (19) otrzymujemy,
ze

R

—_ R ; _
ucrl — uol Olrinmn = U

;R = up, © briryry = u) (21)

o1 02
O

Przyktad 3.3. Rozwazmy dobra rodzine D = D¢, jak w Przykltadzie 2.2. Okreslmy
rodzine regul zastepowania dla D w sposéb nastepujacy (Rysunek 14):

e za P,, przyjmijmy kopie sympleksu oy, zas za m,, przyjmijmy odwzorowanie
przeprowadzajaca owa kopie w oyp;
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za P, przyjmijmy kopie sympleksu oy, podrozbita barycentrycznie, zas za 7,
przyjmijmy odwzorowanie przeprowadzajaca owa kopie afinicznie w oy;

za P,, przyjmijmy kopie sympleksu o9, z wnetrza ktorego usuniety zostat obszar
w ksztalcie trojkata; rozbijamy F,, na 9 2-sympleksow, taczac wierzchotki a, b, ¢
owego trojkata z wierzchotkami wyjsciowego sympleksu oraz ze srodkami jego
Scian. Za m,, przyjmijmy odwzorowanie przeprowadzajace a,b,c w barycen-
trum oy, oryginalne wierzchotki kopii o9 w wierzchotki o9; przedtuzamy to
odwzorowanie afinicznie na cate P,,;

dla kazdej pary symplekséw o3 C o0 € ¥ oraz regul zastepowania (P,,7,),
(Psy, Toy) za odwzorowanie taczace miedzy F,, oraz P, przyjmujemy afiniczne
wlozenie P, na podkompleks P, odpowiadajacy Scianie 5 w o.

Rysunek 14: Rodzina R dla D

Naturalnie jest to rodzina regut zastepowania dla D. Opiszemy teraz D-etykietowanie
A rodziny R (Rysunek 15).

dla kazdego O-sympleksu 79 C [1,cx P, przyjmujemy Az (79) = 0o;
dla kazdego 1-sympleksu 71 C [1,cx P, przyjmujemy Ag(71) = o071;
dla kazdego 2-sympleksu 7o C [1,cx P, przyjmujemy Az (72) = 09;

na kompleksie [],-x P, przyjmijmy pomocniczy czesciowy porzadek wierz-
chotkéw, ktory po obcieciu do kazdego sympleksu jest porzadkiem liniowym,
zachowywany przez odwzorowania z rodziny {P,,}; przyktadowo porzadek
indukowany przez strzatki zaznaczone na Rysunku 15;

Dla kazdego 7 C [l,cx P, okreslamy u, : 7 — A(7) jako symplicjalny izo-
morfizm miedzy sympleksem 7 a A(7) zachowujacy porzadek na kompleksie
HUCE P(f‘
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Rysunek 15: D-etykietowanie Ar rodziny R

Rozwazmy teraz kompleks X bedacy pojedynczym 2-sympleksem. Okreslmy
D-etykietowanie przyjmujac A\(7,) = o, dla kazdego sympleksu 7; C X wymiaru
i=0,1,2, za$ za u, : T — A(7) dowolny symplicjalny izomorfizm miedzy sympleksem
7; a A(7;) (Rysunek 16).

Rysunek 16: D-etykietowanie A kompleksu X

Tworzymy assembly system zgodnie z procedura opisang w sekcji 2. Na rysunku
ponizej przedstawiono przestrzen [[,-x Y; wraz z Ag-etykietowaniem oraz pomoc-
niczo zaznaczonymi wiozeniami { P, }sep pochodzacymi od odwzorowan taczacych
dla rodziny R.

Nietrudno sie przekonaé, w jaki sposob D-etykietowanie Az indukuje D-etykietowanie
(A, D, R)-ilorazu X; oraz w jaki sposéb reguly zastepowania indukuja (A, D, R)-
odwzorowanie Il : X7 — X, ktore w tym przypadku pokrywa si¢ z odwzorowaniem
Ty, (Rysunek 18).

Definicja 3.4. Niech beda dane skonczona dobra rodzina symplekséw D, skonczony
kompleks symplicjalny X, wraz z D-etykietowaniem A, rodzina R regut zastepowania
dla D oraz D - etykietowanie Ar rodziny R. Rozwazmy system odwrotny

T =TI(X0,D, R, A Ag) = ({X; 10 > 1} {IL, 1 i > 0}), (22)

w ktorym kompleksy X; wraz z ich pomocniczymi D-etykietowaniami A; oraz od-
wzorowania II; zdefiniowane sg rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

24



Rysunek 18: (A, D, R)-iloraz X; wraz z D etykietowaniem

e dla i =0 za X; przyjmujemy Xy, zas za A; przyjmujemy A;

e Zakladajac, ze mamy juz zdefiniowany kompleks X, z D-etykietowaniem A,,,
definiujemy X, jako (A,, D, R)-iloraz nad X,,, wraz z D-etykietowaniem
A, 1 indukowanym przez D-etykietowanie rodziny R jak w Lemacie 3.2;

e Dla kazdego i > 0 otrzymujemy takze symplicjalne (A, D, R)-odwzorowanie
I1; : X;41 — X! na podrozbicie barycentryczne kompleksu Xj.

Systemem Markowa nazywamy dowolny system odwrotny postaci Z(Xo, D, R, A, Ar),
jak wyzej.
Definicja 3.5. Konstruktywnym kompaktem Markowa nazwiemy granice odwrotna

dowolnego systemu Markowa.

Przyklad 3.6. Rozwazmy dobra rodzing D = Dy, kompleks symplicjalny X, wraz
z D-etykietowaniem A, rodzine R regul zastepowania dla D oraz D - etykietowanie
Ag rodziny R jak w Przykladzie 3.3. Rozwazmy system Markowa Z(Xy, D, R, A, Ag)
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Rysunek 19: Poczatek systemu Markowa 7

dla tych danych. Na rysunku 19 przedstawiono pierwsze trzy kompleksy symplicjalne
z systemu Z (pominieto pomocnicze etykietowanie dla przejrzystosci rysunku).

Mozna udowodni¢, ze konstruktywny kompakt Markowa bedacy granica odwzrot-
na powyzszego systemu Markowa jest homeomorficzny z dywanem Sierpinskiego.
Poniewaz dowdd odbiega od tematyki oraz rezultatéw obranych za cel tej pracy, nie
bedziemy go przeprowadzac.

W dalszych badaniach bedziemy chcieli uzasadnié¢, ze klasa konstruktywnych
kompaktéw Markowa opisana w niniejszej pracy dokladnie pokrywa sie z klasa
kompaktéw Markowa opisana w Sekcji 1.2 w pracy Dominiki Pawlik [Paw15].
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