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ROZDZIAL 1

WSTEP

Badanie brzegow grup stanowi pewien obszar badan matematyki. W pracy [12] au-
torzy wskazuja dwa naturalne pytania zwigzane z ta tematyka. Jakie przestrzenie
topologiczne mozna otrzymaé jako brzegi grup? Dla ustalonej przestrzeni topolo-
gicznej, jakie grupy majg brzeg homeomorficzny z ta przestrzenia? W tej pracy
rozwazamy, kiedy brzeg prostokatnej grupy Coxetera jest homeomorficzny z krzywa
Mengera, dla uproszczenia ograniczamy sie do grup hiperbolicznych. Wyniki wyra-
zamy w terminach warunkéw na nerw takiej grupy. W ten sposéb wpisujemy sie w
pewien podnurt wspomnianego nurtu badan. Na przyktad w pracy [15] powiazano
brzegi grup Coxetera o nerwach bedacych pewna klasa graféw z pewna inng klasg
przestrzeni topologicznych, w pracy [14] sklasyfikowano hiperboliczne grupy Coxe-
tera o planarnym nerwie dajace w brzegu dywan Sierpinskiego, w pracy [5] skla-
syfikowano hiperboliczne grupy Coxetera o nerwach bedacych grafami, ktére maja
brzeg homeomorficzny z krzywa Mengera, w pracy [11] rozwaza sie przypadek grup
niehiperbolicznych o mengerowskim brzegu.

W tej pracy najpierw dowodzimy nastepujacego twierdzenia opisujacego pewien
warunek dostateczny na nerw prostokatnej grupy Coxetera, przy ktorym jej brzeg
jest homeomorficzny z krzywa Mengera, a nastepnie stosujemy je do réznych rodzin
nerwow.

TWIERDZENIE 1.1. Niech N bedzie nerwem prostokgtnej grupy Coxetera Wy, kto-
ra jest hiperboliczna. Jezeli N jest nieseparowalny, nie jest pojedynczym sympleksem,
jest SG-nieplanarny oraz dla kazdego n > 1 i dowolnego sympleksu A C N zachodzi
H™(N) =0 oraz H*"(N \ A) = 0, to brzeg 0ocWn jest homeomorficzny z krzywq
Mengera.

UwaGA 1.2. (i) Kompleks symplicjalny N jest nerwem pewnej prostokatnej gru-
py Coxetera wtedy i tylko wtedy, gdy jest flagowym kompleksem symplicjalnym.

(ii) Grupa Wy jest hiperboliczna wtedy i tylko wtedy, gdy jej nerw N spelnia waru-
nek braku pustych kwadratéw (tzn. nie zawiera pelnego podkompleksu bedacego
cyklem dlugosci 4), [6, dot strony 233], czasem zwanego warunkiem braku O.

(iii) Dla sympleksu A kompleksu N przestrzeri N \ A powstaje poprzez usuniecie z
przestrzeni N calego (tj. domknietego) sympleksu A, w szczegolnosei nie tylko
jego wnetrza.

(iv) Nerw N jest (z definicji) nieseparowalny, gdy jest spojny, nie ma rozspajajacej
pary niesasiednich wierzchotkéw, nie ma rozspajajacego sympleksu i nie ma
rozspajajacego pelnego podkompleksu bedacego zawieszeniem sympleksu, por.
[14].



(v) Dokladng definicje pojecia SG-nieplanarnosci podamy w Rozdziale 3 (Definicja
3.6). Tu zaznaczymy jedynie, ze nerw N jest SG-nieplanarny miedzy innymi
wtedy, gdy zawiera jako pelny podkompleks graf, ktory powstaje z grafu Kz 3
lub K5 poprzez podrozbicie kazdej jego krawedzi na co najmniej dwie czesci.

Ogolniej, jednym z celow tej pracy bylo dokonanie analizy podobnej do tez z
pracy [14], korzystajacej z charakteryzacji Whyburna dywanu Sierpinskiego, i sko-
rzystanie z charakteryzacji Andersona krzywej Mengera, ktora polega na zamianie
w tej pierwszej planarnosci na nigdzienieplanarnosé. W tym celu badalismy, jakie
wyniki mozna osiagnaé¢ za pomoca wykorzystywania nieplanarnych grafow pojawia-
jacych sie w nerwie N do wkladania nieplanarnych grafow w brzeg oWy (i w
konsekwencji, korzystajac z zalozenia hiperbolicznosci Wy, w otwarte podzbiory
brzegu). Doktadniej, z wykorzystaniem elementéw budulcowych przedstawionych w
Podrozdziale 3.1, dochodzimy do Twierdzenia 3.4, ktore jest gtownym wkladem tej
pracy w dowod Twierdzenia 1.1.

Nastepnie stosujemy Twierdzenie 1.1 do réznych rodzin nerwéw. Naturalnym kan-
dydatem na taka rodzine byly grafy, jednak te okazaly sie zostaé¢ ostatnio scha-
rakteryzowane (przynajmniej w przypadku grup hiperbolicznych), [5]. (Jako cieka-
wostke mozna podaé fakt, ze graf Petersena, bedacy grafem o wielu egzotycznych
wlasnosciach, (jako nerw) spelia zatozenia Twierdzenia 1.1). Kolejnym natural-
nym kandydatem byly triangulacje powierzchni z brzegiem. W pracy rozwazamy
pewna ogolniejsza podklase squwymiarowych komplekséw symplicjalnych, w ktorej
charakteryzujemy, ktére z nich dopuszczaja triangulacje, ktora jako nerw zadaje
prostokatna grupe Coxetera o brzegu bedacym krzywa Mengera (Twierdzenie 5.3,
Whiosek 5.5). Staramy sie zasugerowaé generycznosé takich triangulacji. Drugim
przyktadem jest préoba zastosowania Twierdzenia 1.1 do proby dowodu szczegdlne-
go przypadku pewnej ogdluej hipotezy dotyczacej brzegow (Hipoteza 5.8). Przyktad
ten petni dwojaka funkcje — stanowi okazje do sprawdzenia sity gléwnego wyniku tej
pracy, a takze wprowadza pewna sugestie dotyczaca realizacji pojecia generycznoéci.
Ostatnim przyktadem, powstalym nieco na bocznym torze wzgledem reszty pracy, sa
triangulacje dyskow D™. Pokazujemy, ze dla n > 3 dysk D™ dopuszcza triangulacje,
ktora jest nerwem prostokatnej grupy Coxetera o brzegu homeomorficznym z krzywa,
Mengera (Twierdzenie 5.12). Pewna motywacja do rozwazania tego przykladu byla
istotna réznica pomiedzy wymiarem nerwu N a wymiarem brzegu 0., Wy, ktora
okazuje sie wymuszaé na poszukiwanej triangulacji, by ta miata sporo sympleksow
zawartych w brzegu 0D".

Organizacja pracy. W Rozdziale 2 wprowadzamy i wyjasniamy podstawowe
pojecia i notacje obecne w pracy, w szczegolnosci rozgjasniamy wiekszosé pojeé ze
Wstepu, a takze opisujemy pewien element budulcowy stosowany w dowodzie Twier-
dzenia 3.4. W Rozdziale 3 zajmujemy sie zanurzaniem nieplanarnych graféow w brze-
gach prostokatnych grup Coxetera, podsumowujac te rozwazania Twierdzeniem 3.4.
W Rozdziale 4 dowodzimy Twierdzenia 1.1 i omawiamy koniecznosé niektérych spo-
§rod jego zatozen. W Rozdziale 5 pokazujemy zastosowanie Twierdzenia 1.1 do trzech
wspomnianych przyktadow.



ROZDZIAL 2

PRELIMINARIA

Na wstepie zakladamy u czytelnika, oprocz podstawowej wiedzy z ogdlnej matema-
tyki, pewna znajomosé zagadnieri topologii algebraicznej i geometrii, w szczegdlnosci
geometrycznej teorii grup. Naszym zamierzeniem jest nie przypominaé pojeé z tych
dziedzin, starajac sie rozwiewaé na biezaco ewentualne niejasnosci, a jako odnosnik
polecamy ksiazki [10, 9].

W tym rozdziale wprowadzamy podstawowe pojecia i notacje, ktore beda uzywane
we wlasciwej czesci pracy. Wskazemy rowniez ich podstawowe wlasnosci, przy okazji
prezentujac obecny w tej pracy sposéb widzenia pewnego wycinka matematycznej
rzeczywistosci.

2.1. PROSTOKATNE GRUPY COXETERA I ICH BRZEGI

Najpierw przedstawimy definicje prostokatnej grupy Coxetera i jej nerwu.

DEFINICJA 2.1. Niech T' = (W, Er) bedzie grafem. Prostokgtna grupa Cozetera
Wr to grupa zadana przez prezentacje Wr := ({v :v € Vp}[{v? =1 :v € W} U
{(uww)? =1: (u,v) € Er}). Nerw Nr grupy Wr to kompleks symplicjalny powstaly
przez rozpiecie na kazdym pelnym podgrafie grafu I' sympleksu.

UWAGA 2.2. (i) Warunek (uv)? = 1 w definicji prostokatnej grupy Coxetera moz-
na réwnowaznie zastapi¢ przez komutowanie v z v, uv = vu.

(ii) Graf T jest 1-szkieletem nerwu Nr.

(iii) Z definicji wynika wzajemna odpowiednio$¢ pomiedzy flagowymi kompleksami
symplicjalnymi (tj. takimi, ze kazdy pelny podgraf 1-szkieletu rozpina sym-
pleks) a prostokatnymi grupami Coxetera. Ta odpowiednio$¢ okazuje sie by¢
glebsza, niz obecnie sugeruje zaprezentowany kombinatoryczny warunek.

Teraz przejdziemy do tematyki komplekséw Davisa. Najpierw przypomnimy kla-
syczna konstrukcje grafu Cayleya.

DEFINICJA 2.3. Niech G bedzie grupa generowana przez zbior S. Graf Cayleya
Cay(G, S) to nieskierowany graf, ktorego wierzchotkami sa elementy grupy G, a
zbiorem krawedzi jest {{g,gs} : g € G,s € S}. Z krawedzia {g, gs} bedziemy stowa-
rzyszali etykiete s.

UwAGA 2.4. W dalszej czesci pracy bedziemy rozwazaé wylacznie grupy G i ich
zbiory generatorow S takie, ze kazdy generator jest rzedu 2. W takiej sytuacji wi-
dzimy, ze z kazda krawedzig grafu Cay(G,S) stowarzyszona jest dokladnie jedna



etykieta oraz dla kazdego wierzchotka g grafu Cay(G, S) oraz etykiety s € S istnieje
jedyna krawedz grafu Cay(G, S) o etykiecie s i jednym z konicow w wierzchotku g.

Zanim przejdziemy do wlasciwej definicji, bedziemy potrzebowaé krotkiej dyskusji
o podgrupach specjalnych prostokatnej grupy Coxetera.

DEFINICJA 2.5. Niech Wy bedzie prostokatna grupa Coxetera o nerwie N i niech
T bedzie podzbiorem wierzchotkéw kompleksu N. Podgrupa specjalna grupy Wy
odpowiadajaca zbiorowi wierzchotkéw T' to podgrupa grupy Wy generowana przez
podzbior standardowych generatorow grupy Wy (tj. wystepujacych w Definicji 2.1)
odpowiadajacych zbiorowi wierzchotkéw T

UwAGA 2.6. (i) Okazuje sie, ze podgrupa specjalna Gr odpowiadajaca zbiorowi
T jest rowna grupie Wi, gdzie K jest petnym podkompleksem N (tzn. sympleksy
kompleksu N rozpiete na wierzchotkach kompleksu K sa sympleksami w K) o
zbiorze wierzchotkow T, [6, Theorem 4.1.6(i)] (a priori G jest ilorazem Wi, ale
te dodatkowe relatory pochodzace z Definicji 2.1 okazuja sie nie mie¢ znaczenia).

(ii) W szczegodlnosci, dla ustalonego nerwu N, mamy wzajemna odpowiednio$é po-
miedzy pelnymi podkompleksami N a podgrupami specjalnymi grupy Wy.

(iii) Na poziomie grafow Cayleya, jezeli K jest pelnym podkompleksem nerwu N,
to graf Cay(Wx, K(©)) jest podgrafem Cay(Wy, N©).

(iv) Poniewaz w przypadku, gdy A C N jest (pojedynczym) sympleksem, graf
Cay(Wa, A©) jest 1-szkieletem (dim A + 1)-kostki (Wa jest kanonicznie izo-
morficzna z Z3™ A1) kazdej (lewej) warstwie podgrupy Wa grupy Wy odpo-
wiada 1-szkielet (dim A + 1)-kostki w grafie Cay(Wy, N().

Po takich przygotowaniach mozemy przejs¢ do definicji kompleksu Davisa, ktora
dzieki powyzszym uwagom ma sens.

DEFINICJA 2.7. Niech N bedzie nerwem prostokatnej grupy Coxetera Wy. Kom-
pleks Davisa Y to kompleks kostkowy o 1-szkielecie Cay(Wy, N(©), w ktory dla
kazdego sympleksu A C N wklejamy w podgrafy grafu Cay(Wy, N(©) odpowiada-
jace lewym warstwom podgrupy specjalnej Wa po jednej kostce wymiaru dim A+ 1.

UwAGA 2.8. Niech Wy bedzie prostokatna grupa Coxetera o nerwie V.

(i) Naturalne dziatanie grupy Wy na swoim grafie Cayleya Cay(Wy, N ©)) prze-
dtuza sie na caly kompleks Davisa Y.

(ii) 2-szkielet kompleksu Davisa 25\2,) jest bardzo podobny do nakrycia uniwersal-

nego ﬁ;v kompleksu prezentacyjnego grupy Wy . Dokladniej, w szczegdlnosci,
1-szkielet nakrycia Py powstaje z 1-szkieletu kompleksu Yy poprzez zdublo-
wanie wszystkich jego krawedzi. Uwaga ta moze by¢ przydatna do rysowania
kompleksu Davisa dla konkretnych przyktadéw nerwow.

(iii) Link kazdego wierzcholtka kompleksu ¥y jest kanonicznie izomorficzny z ner-
wem N, dodatkowo etykiety wierzchotkéw N pokrywaja sie z etykietami wy-
chodzacych krawedzi w kompleksie ¥ .

(iv) Jezeli K jest pelnym podkompleksem N, to ¥ C Xy .

(v) ¥ n ma naturalng metryke (tzw. metryka Moussonga), ktora okazuje sie¢ by¢
CAT(0), [6, Theorem 12.3.3]. Metryka ta powstaje poprzez zadanie wewnatrz
kostek metryki euklidesowej i standardowe przedtuzenie jej na caly kompleks
poprzez branie infimum dlugosci lamanych o segmentach zawartych w pojedyn-
czych kostkach.



(vi) W szczegolnosei kazde dwa punkty kompleksu X sa polaczone jedyna geode-
zyjna (izometrycznym obrazem euklidesowego odcinka), [9, Corollary 3.72].

Teraz zdefiniujemy brzeg prostokatnej grupy Coxetera.

DEFINICJA 2.9. (i) Niech X bedzie przestrzenia speliajaca warunek CAT(0).
Brzeg CAT(0) Ocar(0)X przestrzeni X to przestrzen o punktach bedacych promie-
niami geodezyjnymi startujacymi z dowolnego ustalonego punktu bazowego xq
z topologia pochodzaca od systemu odwrotnego ({Sg: R > 0}, {nf : R>r >
0}), gdzie Sk to punkty w odlegtosci R od zg, a 7Z to kanoniczne rzutowanie
Sk na S, (przyporzadkowujace dowolnemu punktowi = wiekszej sfery jedyny
punkt z’ mniejszej sfery lezacy na geodezyjnej od punktu zg do punktu z).

(ii) Niech Wy bedzie prostokatna grupa Coxetera. Brzeg 0o Wy grupy Wy okre-
Slamy jako 0o Wi := Ocar(0) XN -

UwAGA 2.10. (i) Brzeg CAT(0) (z dokladnoscia do naturalnego homeomorfizmu)
nie zalezy od wyboru punktu, z ktérego wychodza promienie geodezyjne, [6,
Section 1.8]. W dalszej czesci pracy bedziemy rozwazaé¢ kompleksy Davisa z
punktem bazowym w wierzchotku odpowiadajacym elementowi neutralnemu, a
punkt brzegu odpowiadajacy promieniowi geodezyjnemu o bedziemy oznaczaé
[e].

(ii) Brzeg dowolnej prostokatnej grupy Coxetera jest przestrzenia metryzowalng
(jako granica odwrotna przestrzeni metrycznych), i zwarta, [6, Section L.8].

(iii) Z podstawowych wlasnosci brzegu Gromowa wynika, ze w przypadku, gdy grupa
Wy jest hiperboliczna, jej brzeg 0..Wpx jest homeomorficzny z jej brzegiem
Gromowa, a wiec w szczegblnosci nie zalezy od wyboru zbioru generatorow
(grupy Wy), [3, Proposition III.LH.3.7 i Theorem ITI.H.3.9].

W dalszej czesci pracy przydatny bedzie fakt taczacy podgrupy specjalne z pod-
przestrzeniami brzegu.

FAKT 2.11. Niech K bedzie petnym podkompleksem nerwu N grupy Wy . Wtedy
(i) Kompleks Y jest wypuktym podkompleksem Xy, [14, Proposition A.2].
(i) W szczegdlnosci brzeg 0-oWik jest podprzestrzeniq brzegu O Wi, [14, Proposi-
tion A.1].

2.2. GRUPY O NERWIE BEDACYM CYKLEM

Celem tego podrozdziatu jest zarowno zilustrowanie definicji wystepujacych w po-
przednim podrozdziale, jak i opis pewnego obiektu, ktéry bedzie odgrywal istotna
role w dalszych rozwazaniach, doktadniej, przekonanie czytelnika, ze pewien kano-
niczny rysunek (zob. Rysunek 2.1) istotnie obrazuje wtasnosci kompleksu Davisa
i jego brzegu w przypadku grupy o nerwie bedacym cyklem, co podsumowujemy
Faktem 2.13.

Niech C bedzie cyklem o dlugosci n > 4 o kolejnych wierzchotkach xq, ..., z,.
Wowecezas C' jest flagowym kompleksem symplicjalnym, a wiec odpowiada mu pewna
prostokatna grupa Coxetera We. Rysujac w naturalny sposéb jej kompleks Davisa
Yc, otrzymujemy parkietaz 2-kostkami wnetrza intD? 2-wymiarowego dysku D?
(rownowaznie plaszezyzny) taki, ze w kazdym wierzchotku spotyka sie n 2-kostek
(zob. Uwaga 2.8).
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RYSUNEK 2.1: Po lewej: fragment kompleksu Y dla n = 5 z zaznaczonymi pew-
nymi geodezyjnymi. Po prawej: pewien sposob rysowania o U 0., W obrazujacy
teze Faktu 2.13.

Przeanalizujemy teraz promienie geodezyjne wychodzace z wierzchotka e € X¢.
Po pierwsze, zauwazmy, ze z Faktu 2.11 wynika, ze na kazdej 2-kostce kompleksu ¢
indukowana z o metryka jest standardowa metryka euklidesowa, w szczegblnosci
wszystkie geodezyjne w ¥ sg tamanymi, ktorych fragmenty wewnatrz poszczegdl-
nych kostek kompleksu X sa euklidesowymi segmentami. Dalej, widzimy stad, ze
geodezyjne wychodza promieniscie z wierzchotka e i kontynuuja sie do brzegu 2-
kostek, do ktoérych nalezy wierzchotek e. Spodziewamy sie, ze te geodezyjne beda
sie ,promieniscie kontynuowac”, zapelniajac caly otwarty dysk, na ktoérym naryso-
walismy kompleks ¥, uciekajac do jego brzegu, dajac tacznie, ze brzeg 0. We jest
homeomorficzny z OD? = S'. Z pomoca przychodzi nam nastepujacy fakt o konty-
nuowaniu geodezyjnych, ktory wynika z [7, Lemma 2d.1].

FAKT 2.12. Niech v bedzie geodezyjng (izometrycznym obrazem domknietego od-
cinka euklidesowego) w kompleksie ¥, ktdrej ostatni segment dochodzi do brzegu
2-kostki, w ktorej sie zawiera (doktadniej, nie moze juz byé przedtuzony wewngtrz tej
2-kostki). Wowczas:

(i) Jezeli v dochodzi do wierzchotka, to v moze byé kontynuowana segmentem s
zawartym w pewnej 2-kostce wtedy 1 tylko wtedy, gdy kqt pomiedzy ostatnim
segmentem geodezyjnej vy a segmentem s, mierzony w obu mozliwych kierunkach,
wynosi co nagmniej w. (W szezegdlnosci, gdy n > 5, w wierzchotkach nastepuje
bifurkacja.)

(ii) Jezeli v dochodzi do wnetrza krawedzi, to v moze byé kontynuowana wytgcz-
nie (jedynym z doktadnoscig do kierunku) segmentem s zawartym w pewnej
2-kostce, dla ktorego kqt pomiedzy s a ostatnim segmentem v wynosi .

Dodatkowo segment s mozna wybraé tak, by byt maksymalny wewngtrz 2-kostki, do

ktorej nalezy, tzn. by geodezyjna s dochodzita do brzegu tej 2-kostki.




Bogatsi o te wiedze mozemy przystapi¢ do doktadniejszego opisu systemu od-
wrotnego (Sg, ) wystepujacego w definicji brzegu 0., Wc¢. Po pierwsze, widzimy
ze kazda geodezyjna przedtuza sie do promienia geodezyjnego, a promienie geodezyj-
ne (o poczatku w wierzchotku e) pokrywaja caly kompleks X Po drugie, ponownie
patrzac na lokalne zachowanie geodezyjnych, widzimy ze zbior {Sr : R > 0} to
koncentrycznie utozone homeomorficzne kopie okregéw S*, a odwzorowania 7wt sa
odwzorowaniami monotonicznymi (tj. przeciwobrazy punktéw sa spojne). Czyli mo-
zemy patrze¢ na nasz rysunek, jak na system odwrotny umieszczony we wnetrzu
dwuwymiarowego dysku. Teraz mozemy skonkludowac, ze przy dobrym rysunku (w
szczegolnoscei naturalny rysunek powinien spelniaé te wlasnosé), kazdy promien geo-
dezyjny ma jedyny punkt skupienia na brzegu dysku i, dalej, zachodzi nastepujacy
fakt, ktorego dowod (jedynie) szkicujemy, poniewaz sam fakt jest oczekiwany, a jego
dowdd jest doprecyzowaniem powyzszych rozwazan i nie stanowi istoty omawianych
zagadnien.

FAKT 2.13. Istniejg homeomorfizmy hy : B¢ — intD? i hy : 0o We — 0D? takie,
ze dla kazdego promienia geodezyjnego p w X rozpoczynajgcego sie w wierzchotku e
zachodzi hy(g) N OD?* = {ha([o])}.

Dowop. (szkic) Konstrukcje mozna traktowaé jako odpowiednik parametryzacji
zadawane] przez odwzorowanie (geodezyjnego) eksponensu na rozmaitosci (co moty-
wuje, by patrzeé¢ na dysk D? uzywajac wspohrzednych biegunowych wokoél jego §rod-
ka O). Fundamentalng réznica jest wystepowanie w kompleksie X punktow, w kto-
rych zachodzi nietrywialne zachowanie promieni geodezyjnych (doktadniej, dla n >
5, w wierzchotkach ¥ ¢ nastepuje bifurkacja). Oznaczmy 0 = rg < r; <719 < ... — 00
odleglosci, w ktorych znajduja sie wierzcholki kompleksu ¥ od wierzchotlka e, ustal-
my dowolny ciag 0 = Ryp < Ry < R2 < ... — 1 oraz dowolny ciag (b;) C (0,1) taki,
ze b := [[br > 0. Definiujemy h; tak, by dla dowolnego & = 0,1,2,... i promie-
ni geodezyjnych g, ¢’ zachodzilo hi(S,,) = {z € D? : dp2(0,z) = Ry}, obraz
hi(o|[rk, k+1]) byt odcinkiem oraz, dla k > 0, roznica kata (we wspotrzednych bie-
gunowych na D?) pomiedzy punktami hy(o(r%)) i h1(o(rry1)) wynosita co najwyzej
27F i katowa dtugos¢ tuku (o érodku w O i promieniu Ry 1) taczacego hi(o(rri1))
7 h1(0'(rg+1)) wynosita co najmniej by razy katowa dtugosé¢ tuku (o srodku w O i
promieniu Ry) taczacego hi(o(ry)) z h1(0'(rx)) (zob. Rysunek 2.1, spetnienie dwoch
ostatnich warunkéw sprowadza si¢ do tego, by rozwidlenie przy bifurkacji bylo do-
statecznie male). Tak okreslone odwzorowanie hy jest homeomorfizmem. Zachodza
nastepujace kluczowe obserwacje: dla dowolnego k > 1 i promienia geodezyjnego o
mamy, ze (&) dla dowolnego r € [k, 00) wspohrzedne katowe punktow o(k) i o(r)
réznia sie o co najwyzej 2-%*! oraz ({) dla dowolnego promienia geodezyjnego ¢’ i
N 5 k' > k katowa dtugosé tuku taczacego hi(o(k’)) z hi(o' (k")) wynosi co najmniej
b razy katowa dlugosé tuku taczacego hq(o(k)) z h1(0'(k)). Definiujemy odwzorowa-
nie hy : OoWe — 0D? réwnaniem {hs([g])} = hi(0) N 9D?, na mocy (&) jest ono
dobrze okreslone. Korzystajac z () mozna pokazaé, ze jest ono réoznowartosciowe,
az (), ze jego obraz jest gesty w dD? i jest ono ciagle. Zatem ze zwartosci brzegu
OsoWe obraz ho to caly brzeg OD? i hy jest homeomorfizmemn. O

To uzasadnia uzywana przez nas konwencje rysunkowa, ktora bedziemy stosowac
przez reszte pracy. Dodatkowo, dyskutujac pdzniej o wlasno$ciach poruszanych tu
obiektéw, nie bedziemy juz jawnie odwolywaé sie do tego podrozdziatu.



2.3. KRzZYwA MENGERA

Nie bedziemy tu przytaczaé¢ standardowej definicji krzywej Mengera, w ktorej po-
wstaje ona poprzez usuwanie odpowiednich fragmentoéw szescianu, poniewaz w pracy
nie bedziemy z niej korzystaé. Zamiast tego bedziemy mysleé o niej w terminach na-
stepujacej charakteryzacji, [1, 2].

FAKT 2.14. Niech X bedzie przestrzenig topologiczna, ktéra jest metryzowalna,
zwarta, jednowymiarowa, spojna, lokalnie spdjna, bez punktow lokalnego rozspaja-
nia, nigdzienieplanarna. Wowczas X jest homeomorficzna z krzywg Mengera.

Pojecie nigdzienieplanarnosci wystepujace w powyzszej charakteryzacji oznacza,
ze zaden zbiér otwarty nie jest planarny.
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RO0OZDZIAYL 3

NIEPLANARNOSC

Celem tego rozdziatu jest znalezienie warunku dostatecznego na nigdzienieplanar-
nos¢ brzegu prostokatnej grupy Coxetera. Doktadniej, nauczymy si¢ zanurzaé¢ w brze-
gu grupy pewne grafy zwigzane z jej nerwem, by znalezé warunek na zanurzenie
grafu nieplanarnego, co implikuje, razem z obecnym w Twierdzeniu 1.1 zalozeniem
hiperbolicznosci, nigdzienieplanarno$é brzegu (wiecej szczegdtow w Rozdziale 4).

W tym rozdziale bedziemy opisywaé kolejne elementy konstrukeji wlozenia grafu
w brzeg, ostatecznie wykorzystujac je w dowodzie Twierdzenia 3.4, ktére w przy-
blizeniu moéwi, ze jezeli pewien graf jest zanurzony w dobry sposéb w nerwie, to
podobny do niego graf zanurza sie w brzegu (i w szczegdlnosci, jezeli pierwszy byt
nieplanarny, to drugi rowniez).

3.1. ELEMENTY BUDULCOWE

Zauwazmy, ze z Faktu 2.11 wynika, ze jezeli w nerwie istnieje pelny podkompleks
bedacy cyklem, to w brzegu istnieje odpowiadajaca mu homeomorficzna kopia okregu
S1. Kawalki takich okregow stang sie krawedziami zanurzenia grafu.

Teraz poszukamy w nerwie zrédla wierzchotkéw. Zauwazmy, ze grupa o nerwie
bedacym dwoma wierzchotkami a, b niepotaczonymi krawedzia to nieskoriczona gru-
pa dihedralna, ktorej kompleks Davisa to prosta rzeczywista podzielona na 1-kostki
etykietowane na przemian elementami a i b. Totez jej brzeg sktada sie z dwoch punk-
tow odpowiadajacych promieniom geodezyjnym ababab . .. oraz bababa . . ., oznaczmy
te punkty w brzegu, odpowiednio, (ab)* i (ba)*. W ten sposob, w $wietle Faktu
2.11 kazda para niesgsiednich wierzchotkéw w nerwie zadaje pare punktéow w brzegu.
Punkty tej postaci beda wierzchotkami zanurzenia grafu.

Sprobujemy lepiej zrozumieé, w jakiej kolejnosci leza poszczegédlne potencjalne
wierzcholki w kopiach S, z ktérych bedziemy wycinaé¢ krawedzie. W tym celu roz-
wazmy nerw bedacy cyklem C o kolejnych wierzchotkach xq,xs,...,x,. Patrzac
na pierwsza krawedz promieni geodezyjnych postaci z;x;z;z;... (dla x;,x; nie-
sasiednich) w kompleksie Y, widzimy (cyklicznie) najpierw wspolnie rozpoczy-
najace sie geodezyjne postaci zijxgxizk ... (dla k takich, ze x1,xp sa niesasied-
nie), nastepnie Toxpraxy ... (x2, ) niesasiednie), i tak dalej, az do xpzrrpzy ...
(zn, xx niesasiednie). Taki porzadek zachowuje sie réwniez na brzegu C: najpierw
(cyklicznie) mamy punkty postaci (z12)° (21, niesasiednie), potem (xozy)™
(22, x) niesasiednie), ..., (2,2g)*™ (Zn,xr niesasiednie). Dla ustalonego i zbior
{(zsx;)>° : x;, x; niesasiednie w C'} C 0o, W bedziemy nazywaé blokiem x;. Podob-
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RYSUNEK 3.1: Nerw C bedacy cyklem dlugosci 6, fragment odpowiadajacego mu
kompleksu ¥ ¢ oraz jego brzeg 0., W ; zaznaczono promienie geodezyjne pochodzace
od dwuelementowych podgrup specjalnych grupy We oraz bloki wystepujace na
brzegu. Pogrubiono tuki (x4, xg, x5, C) oraz Ex ((246)°, (xex3)°, 5, C).

nie mozna zbadaé¢ kolejnos¢ wystepowania na brzegu 0., W¢ punktow nalezacych
do poszczegélnych blokéw, czego jednak poézniej explicite nie bedziemy potrzebo-
waé, choé elementy tej analizy beda pojawiaé¢ sie w dalszych rozwazaniach. Dzieki
temu mozemy opisywaé krawedzie w brzegu: dla wierzchotkow z,2’,y,vy,z € C(©,
gdzie x,y,z sa parami rézne, oznaczmy przez Eoo((xx')™, (yy' ), z,C) fragment
tuku 0, We pomiedzy punktami (zz')*° i (yy')>°, ktory zawiera (dowolny, réwno-
waznie kazdy) punkt brzegu nalezacy do bloku z. Mozna mysle¢, ze w pewien sposéb
odpowiada on tukowi &(z,y, z, C') taczacemu w C wierzcholek x z wierzchotkiem y,
ktory zawiera wierzcholek z. Zob. Rysunek 3.1.

Teraz bedziemy chcieli zrozumieé¢ przeciecia par tukow powyzszej postaci. Te-
mu celowi stuzy nastepujacy lemat pozwalajacy analizowaé przeciecia par cykli w
nieskoniczono$ci w terminach przecieé¢ generujacych je cykli w nerwie.

LEMAT 3.1. Niech Cy,Cy bedg petnymi podkompleksami nerwu N, takimi ze Cy
jest cyklem, niech x,y bedq réznymi, niesgsiednimi (w Ci) wierzchotkami Cy. Za-
tozmy, Ze istnieje wierzchotek z € Cl(o) taki, ze zachodzi E(z,y,z,C1)NCy C {z,y}.
Wowezas oo ((xy)™, (y2)*°, 2,C1) N 0We, C {(zy)*°, (yz)>°}.

DowOD. Przez caly dowod polecamy patrze¢ na Rysunek 3.2. Kluczowa dla do-
wodu obserwacja jest opis 2-kostek sasiadujacych w kompleksie ¢, z dwustronng
geodezyjna X, 1. Otoz caly czas po jednej stronie tejze znajduja si¢ kostki pocho-
dzace od generatoréw bedacych wierzchotkami tuku laczacego = z y zawierajacego
z, a po drugiej stronie te pochodzace od tuku laczacego = z y nie zawierajacego
z. Istotnie, niech kolejne wierzchotki cyklu Cy to z,aq,...,a;,y,21,.-.,2x (gdzie
z €{z1,...,2}). Rozwazmy wierzchotek zerowy e € 3¢, . Wychodza z niego kolejno
cyklicznie krawedzie x, a1, ..., a1, 9y, 21, . . ., 2;. Teraz rozwazmy wierzchotek z € X¢, .
Woéwczas jest on polaczony z e krawedzia x, do ktorej przyklejona jest 2-kostka o
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RYSUNEK 3.2: Sytuacja w dowodzie Lematu 3.1 w przypadku, gdy nerw C; jest
cyklem dtugosci 6, a (C1NCo) ) = {x, a1, as, y} (wowezas mozna pokazaé, ze Yo, nc,
przypomina drzewo Cantora, a 0sWe,no, jest (homeomorficzny ze) zbiorem Can-
tora). Zaznaczono fragment kompleksu Y, oraz jego brzeg 0.,W¢,. Na brazowo
zaznaczono fragment kompleksu ¢, , przez ktory przechodza wszystkie promienie
geodezyjne dajace tuk E((zy)>°, (yx)>°,21,C) i tenze tuk w d,.We¢,, a na szaro
kompleks X, ne, 1 OcoWeyne, € 0scWey -

krawedziach z, a1, co znaczy, ze krawedzie wokél x znajduja sie w cyklicznie od-
wrotnej kolejnosci, niz te wokot e, co dowodzi (lokalnie) tezy. Podobnie dla pary
wierzchotkéw x, zy, a calo§¢ wynika z niezmienniczosci X ¢, na lewe dzialanie grupy
We,, w szczegdlnosci na elementy postaci (zy)* dla k € Z.

Rozwazmy promien geodezyjny o dajacy w brzegu element [p] nalezacy do prze-
kroju Eoo ((zy)°, (yx)>°, 2,C1) N O We,. W szezegdlnoscei mamy o C Yo, N Xe, (=
Yeoine, ). Zalozmy, ze (o] # (zy)>°, (yx)*>°. Wtedy ¢ w pewnym momencie ,odkleja
si¢” od X, 1. Jednak, na mocy kluczowej obserwacji, z jednej strony ¢ musiatby si¢
,0dklei¢” w jedna strone ([g] € Es((zy)*°, (yz)>°,2,C1)), a z drugiej w przeciwna
(lo] € OsoWeyne,)- Sprzecznosé. O

3.2. ZASADNICZA KONSTRUKCJA

Teraz niemalze jesteSmy gotowi udowodnié¢ twierdzenie o zanurzaniu grafu w brzeg.
Potrzebujemy najpierw wprowadzi¢ dwie definicje dotyczace grafow.

DEFINICIA 3.2. (i) Graf H jest stabym minorem grafu G, jezeli powstaje z G
poprzez ciag operacji polegajacych na kontrakcji krawedzi.

(ii) Graf G jest krawedziowym podrozbiciem grafu H, jezeli powstaje z H poprzez
zastapienie kazdej krawedzi grafu H pewng $ciezka sktadajaca sie z co najmniej
jednej krawedzi.
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UwaGA 3.3. (i) Jezeli pewien graf nieplanarny jest stabym minorem grafu G, to
G jest rowniez nieplanarny (tatwo widaé¢ to dla pojedynczej kontrakeji, potem
indukgcja).

(ii) Jezeli graf H jest krawedziowym podrozbiciem grafu G, to kanonicznie mozna
wlozy¢ zbior wierzchotkéw grafu G w zbior wierzchotkow grafu H. Co wiecej,
jezeli G’ jest podgrafem G, to w H indukuje si¢ w naturalny sposéb podgraf
H' bedacy krawedziowym podrozbiciem G’.

TWIERDZENIE 3.4. Rozwazmy nerw N, ktérego 1-szkielet NV zawiera graf T', kto-
ry jest krawedziowym podrozbiciem hamiltonowskiego grafu (tzn. grafu posiadajgcego
cykl Hamiltona, czyli cykl przechodzqcy doktadnie raz przez kazdy wierzchotek) pro-
stego G nie zawierajgcego wierzchotkow stopnia mniejszego niz 3. Niech T’ rozpada
sie na cykl C — podgraf pochodzgcy od (pewnego) cyklu Hamiltona D w G oraz zbior
Sciezek Si,...,Sk o kovicach w C. Zatozmy, ze C jest petnym podkompleksem N
(czyli w szezegdlnosci S; nie sq¢ pojedynczymi krawedziami). Wowczas, jezeli istnieje
wybor tukow Ly, ..., Ly zawartych w C taki, ze dla kazdego i tuk L; taczy korice S;
oraz S; U L; jest petnym podkompleksem N, to w O, W zanurza sie pewien graf H,
ktorego stabym minorem jest G.

UWwAGA 3.5. Zauwazmy, ze jezeli graf I' w sformutowaniu jest pelnym podkom-
pleksem N i wybierzemy w nim cykl C', to warunek, ze S; U L; jest pelnym pod-
kompleksem NN, staje sie trywialny, a wiec wybor tukéw L; nie ma znaczenia. Jezeli
dodatkowo zalozymy, ze kazdej krawedzi G odpowiada $ciezka dlugosci co najmniej
2 w I, to wowczas wybodr cyklu C' nie ma znaczenia.

DEFINICIA 3.6. Flagowy kompleks symplicjalny N, ktory spetnia zatozenie Twier-
dzenia 3.4 dla pewnego grafu nieplanarnego G, nazywamy SG-nieplanarnym.

Nazwa powyzszego pojecia, SG-nieplanarnosé, bierze sie z faktu, ze w kompleksie
N zanurzony jest pewien graf nieplanarny G w sposob ,szeroki” (ze wzgledu na
obecne w sformulowaniu Twierdzenia 3.4 wymagania, ze niektore cykle G sa pelnymi
podkompleksami N). Teraz mozemy przejs¢ do dowodu Twierdzenia 3.4.

DowoDp. (TWIERDZENIA 3.4) Polecamy spoglada¢ na Rysunek 3.3. W dowodzie,
by niepotrzebnie nie mnozy¢ bytéw, bedziemy utozsamiaé graf H z jego zanurzeniem
w brzegu 0,,Wy, a takze utozsamia¢ w naturalny sposéb wierzchotki grafu G z
pewnym podzbiorem wierzchotkow grafu T'.

Konstrukcja. Niech x4, ..., x, — kolejne wierzcholki cyklu D. Definiujemy zbior
wierzchotkow grafu H, Vg := {(z2’)*° : (3i)(x, 2’sa koficami éciezki S;)}. Te pro-
mienie sa dobrze zdefiniowane, bo korice $ciezek sa niesasiednie, poniewaz C' jest
pelnym podkompleksem N i G jest prosty. Oczywiscie Vi C 9, We. Krawedzie be-
da mialy dwa zrédla, podzielimy je na 3 rodzaje. Pierwszym ze zrodet jest O.oWe
— bierzemy indukowany przez Vg podzial 0,,W¢. Powstaja w ten sposob krawedzie
dwoéch rodzajoéw — krawedzie pomiedzy blokiem z; a blokiem xz;4; dla pewnego @
(typ Ia) oraz krawedzie pomiedzy wierzchotkami bloku z; dla pewnego i (typ Ib).
Drugim zrodtem sa podkompleksy S; U L;. Dla cieciwy .S; o koiicach z,y, wybraw-
szy dowolny wierzchotek z € S; nie bedacy konicem S;, dodajemy do H krawedz
Eoo((2y)™, (y2)>, 2,5 U L;) (typ ).

Poprawnosé. Graf H ma sie okaza¢ by¢ stabym minorem grafu G w nastepujacy
sposob. Najpierw, dla kazdego i, w cyklu D zastepujemy wierzcholek z; grafu G
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RYSUNEK 3.3: Podkompleks I' pewnego nerwu N bedacy krawedziowym pod-
rozbiciem grafu G = Kjs razem z konstruowanym zanurzeniem grafu H. Liniami
ciaglymi czarnymi oznaczono cykl C (w T'), cykl D (w G) i krawedzie typu la (w
H), liniami przerywanymi krawedzie typu Ib (w H), a liniami kolorowymi $ciezki S;
(w I'), odpowiadajace im krawedzie w G oraz krawedzie typu II (w H).

Sciezka B; o degq x; — 2 wierzchotkach (oryginalne krawedzie cyklu D maja swoje
odpowiedniki pod postacia krawedzi typu Ia, a $ciezki B; sa realizowane przez krawe-
dzie typu Ib). Nastepnie, chcemy by kazdej krawedzi (z;,x;) grafu G nie nalezacej
do cyklu D odpowiadala krawedZ pomiedzy pewna para wierzchotkow, z ktorych
jeden nalezy do B;, a drugi do B;, dodatkowo w taki sposéb, by takie pary byly
roztaczne dla réznych krawedzi grafu G (za odpowiedniki takich krawedzi odpowia-
daja krawedzie typu II), inaczej, rownowaznie, aby kazdy wierzchotek grafu H byt
stopnia 3. Nietrudno sprawdzi¢, ze graf G powstaje z grafu H poprzez kontrakcje
wszystkich krawedzi typu Ib.

Aby zakonczyé dowod wystarczy sprawdzié, ze zdefiniowane krawedzie przeci-
naja sie w sposob wynikajacy z powyzszego opisu. Rozwazmy pare roznych kra-
wedzi e, es. Jezeli pochodza one od cyklu C (tj. sa typu Ia lub Ib), teza jest
oczywista. Jezeli dokladnie jedna z nich pochodzi od C, teza wynika wprost z
Lematu 3.1 — inkluzja w zalozeniu jest ré6wnoscia, a wiec inkluzja w tezie staje
sie rownoscia. Pozostaje przypadek, gdy eq, es pochodzg od réznych &ciezek S;, S;.
Oznaczmy ich korice przez ai, by, as,by. Wéwczas z Lematu 3.1 mamy, ze e; Ney C
(e1M0cWis;uL,;) N (0o Ws,ur, Nea) € {(a1b1)™, (bra1)>} N{(azbz)>, (baaz)>} = 0.
Ostatnia réownos¢ zachodzi, gdyz G jest prosty, zatem {aq, b1} # {a2,b2}. O

UwAGA 3.7. Ponizsza uwaga ma charakter swobodnego komentarza autora i nie
jest niezbedna do zrozumienia pracy, jednak moze zwiekszy¢ zrozumienie proble-
moéw wystepujacych w rozwazanym zagadnieniu, poniewaz rozdzial ten jest gléwnie,
prowadzonym mozliwie prosto do celu, opisem pewnego rozwiazania. O ile wyste-
powanie krawedziowego podrozbicia w zalozeniu Twierdzenia 3.4 wydaje si¢ by¢
naturalne, z wystapieniem stabego minora wiaze si¢ pewien problem z konstrukcja
w brzegu wierzcholtkéw stopnia wiekszego niz 3, ktéry postaramy sie tu zarysowac.
Rozwazmy, zachowujac oznaczenia z Twierdzenia 3.4, wydajace sie by¢ naturalnym,
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podejscie, w ktorym kazdemu wierzchotkowi 2 grafu G odpowiada punkt (zz')> w
brzegu 0Wyx (dla pewnego wierzchotka z’ przypisanego wierzchotkowi x). Spro-
bujemy przeprowadzi¢ konstrukcje analogiczna do tej z dowodu Twierdzenia 3.4 —
zalézmy, ze wybraliSmy juz cykl C, Sciezki S; i tuki L;. Spdéjrzmy teraz na dowdd
Lematu 3.1 (i Rysunek 3.2) dla cyklu C; réwnego S1UL; (oznaczmy korce Sciezki Sy
przez x,y), kompleksu Cy rownego C oraz tuku S;. Wowezas, aby moc wykorzystaé
fragment brzegu 0.,We, jako tuk, musi zachodzié warunek (zz')® € 0,We,, w
szezegoOlnosei &' € Ly (to juz moze byé problematycznym dodatkowym warunkiem
przy wyborze wierzcholka z’, ale pominmy ten problem), i, dalej, poczatek rozwaza-
nego w tezie lematu tuku bedzie przebiegal z (xz’)> do (zy)™ i, jezeli y # 2/, bedzie
mial co najmniej dwa wspolne punkty z blokiem wierzchotka = w brzegu 0., W, co
powoduje, ze, w rozwazanej tu probie zanurzenia grafu, tuk odpowiadajacy krawe-
dzi (z,y) grafu G przecina si¢ co najmniej trzykrotnie z cyklem 0., W¢ (z ktorego
rowniez brane sa tuki do konstrukeji poszukiwanego zanurzenia). Stad problem przy
prowadzeniu takiej konstrukcji pojawia sie, gdy w grafie G znajduje si¢ wierzchotek
stopnia wiekszego niz 3 (bo wtedy musieliby$my spelié¢ warunek ' = y dla dwoch
roznych wierzchotkow y). To jest jedynie przyklad wystepowania problemu, wydaje
sie on by¢ glebszy, jednak wystepuje jedynie ;wewnatrz blokow”, przez co daje sie
ominaé poprzez zastosowanie stabych minoréw, jak zostalto to zaprezentowane w tym
rozdziale.
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ROZDZIAYL 4

DOWOD GLOWNEGO TWIERDZENIA

W tym rozdziale zajmiemy sie dowodem gléwnego twierdzenia tej pracy, dostar-
czajacego warunku dostatecznego na to, by brzeg prostokatnej grupy Coxetera byt
homeomorficzny z krzywa Mengera. Pojawi sie tu rowniez dyskusja na temat koniecz-
no$ci niektorych z tych warunkow. Najpierw sformutujemy ponownie Twierdzenie 1.1
i przypomnimy pewne fragmenty Uwagi 1.2.

TWIERDZENIE 1.1. Niech N bedzie nerwem prostokgtnej grupy Cozetera Wy, kto-
ra jest hiperboliczna. Jezeli N jest nieseparowalny, nie jest pojedynczym sympleksem,
jest SG-nieplanarny oraz dla kazdego n > 1 i dowolnego sympleksu A C N zachodzi
H"™(N) = 0 oraz H*"(N \ A) = 0, to brzeg oW jest homeomorficzny z krzywg
Mengera.

UwAGA 4.1. (i) Kompleks symplicjalny N jest nerwem pewnej prostokatnej gru-
py Coxetera wtedy i tylko wtedy, gdy jest flagowym kompleksem symplicjalnym.

(ii) Grupa Wy jest hiperboliczna wtedy i tylko wtedy, gdy jej nerw N spelnia
warunek braku O.

(iii) Dla sympleksu A kompleksu N przestrzeri N \ A powstaje poprzez usuniecie z
przestrzeni N calego (tj. domknietego) sympleksu A, w szczegolnosci nie tylko
jego wnetrza.

(iv) Nerw N jest nieseparowalny, gdy jest spojny, nie ma rozspajajacej pary niesa-
siednich wierzcholkéw, nie ma rozspajajacego sympleksu i nie ma rozspajaja-
cego pelnego podkompleksu bedacego zawieszeniem sympleksu.

Dowo6D. Dowdd polega na sprawdzeniu, ze brzeg 0o, Wn spelnia wszystkie warunki
wymienione w charakteryzacji z Faktu 2.14.

Metryzowalno$é, zwarto$é. Jest to wlasnosé kazdego brzegu prostokatnej grupy
Coxetera, patrz Uwaga 2.10(ii).

Jednowymiarowo$é. Zachodzi nastgpujacy wzoér na wymiar topologiczny brzegu:
dim O Wy =max{n: H"(N) # 0 lub H"(N\A) # 0 dla pewnego sympleksu AC N}
(gdzie H* to kohomologie zredukowane), [14, dowdéd Lemma 2.5] (fragment dowo-
du prowadzacy do tej formuly zachodzi dla dowolnego nerwu). Zatem z zalozenia
dim 0 Wi < 1. Jezeli dim 0.Wx = 0, to Wy bylaby wirtualnie wolna, [6, Corol-
lary 8.5.6], co przeczytoby faktowi, ze wobec nieseparowalnosci i réznosci nerwu N
od sympleksu, brzeg 0,,Wxn ma 1 koniec, [14, Lemma 2.3].

Spdjnosé. Wynika z zalozenia, ze N jest rozny od sympleksu i nieseparowalny,
[14, Lemma 2.3].
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Lokalna spojnosé. Wynika z zatozenia, ze N jest rozny od sympleksu, nieseparo-
walny, a Wi hiperboliczna, [14, pierwszy paragraf dowodu Lemma 3.1].

Brak punktow lokalnego rozspajania. Z zatozenia, ze N jest rozny od sympleksu,
nieseparowalny, a Wy hiperboliczna wynika, ze 0,,Wx nie ma punktéw lokalnego
rozspajania lub N jest triangulacja S* lub Wy jest sumg prosta podgrupy specjalne;
Wk o nerwie K bedacym triangulacja S* i skoficzonej podgrupy specjalnej Wi, [14,
drugi paragraf dowodu Lemma 3.1|. Pozostaje pokaza¢, ze dwa ostatnie przypadki
nie zachodza. Jezeli N jest triangulacja S', mamy z flagowosci [N(9)| > 4, a zatem
N ma pare niesasiednich wierzchotkéw rozspajajacych. Jezeli Wy = Wk & W, dla
K, L jak w drugim przypadku, to ponownie |K (9| > 4 oraz L jest sympleksem i N
jest symplicjalnym joinem K z L. Czyli N jest rozspajany przez pewne symplicjalne
zawieszenie sympleksu L. Obie te sytuacje sa sprzeczne z nieseparowalnoscia.

Nigdzienieplanarnosé. Z Twierdzenia 3.4 w brzeg 0., Wy zanurza sie nieplanarny
graf H. Z kolei na mocy [12, Lemma 7], jezeli pewien punkt brzegu 0., Wx mialby
otoczenie planarne, to graf H zanurzalby sie w tym otoczeniu, wiec musialby by¢
planarny (dowod w istotny sposob polega na wykorzystaniu podstawowych wlasnosci
dziatania grupy hiperbolicznej na swoim brzegu). O

UwAaGA 4.2. (i) Z dowodu czesci o jednowymiarowos$ci wynika, ze kohomologicz-
ny warunek wystepujacy w tresci Twierdzenia 1.1 jest warunkiem koniecznym
na jednowymiarowosé brzegu 0o Wi .

(ii) Warunek nieseparowalnosci i réznosci nerwu N od sympleksu jest warunkiem
koniecznym, by brzeg 0. Wy byt spéjny i nie mial punktoéw lokalnego rozspa-
jania, [14, Lemma 2.2].

(iii) Powyzsze dwie uwagi nie wymagaja zalozenia hiperbolicznosci grupy Wy. Po-
dobnie, w dowodzie zwartosci, metryzowalnosci, jednowymiarowosci i spojnosci
nie jest potrzebna hiperbolicznosé. Pozbycie sie lub ostabienie warunku hiper-
bolicznosci w dowodzie pozostalych trzech punktéw wydaje sie stanowié¢ nie-
trywialne zadanie wymagajace zastosowania nowych technik.

(iv) Planarny nerw zadaje prostokatna grupe Coxetera o planarnym brzegu (nie
wymaga to zaktadania hiperbolicznosci), [14, Lemma 2.4|, zatem nieplanarnosé
nerwu N jest warunkiem koniecznym, by brzeg J.,.Wnx byt krzywa Mengera.
Dalsza czes¢ uwagi mozna traktowaé jako ciekawostke, nie bedziemy wracaé¢ do
niej w pozostalej czesci pracy. Zaldézmy odtad hiperbolicznosé grupy Wy. Z
dowodu nigdzienieplanarnosci wynika, ze w kazdy otwarty zbior brzegu 0o Wi
zanurza sie graf nieplanarny wtedy i tylko wtedy, gdy w (caly) brzeg 0o Wi
zanurza sie graf nieplanarny. Co wiecej, zachodzi nastepujace twierdzenie, [12,
koricowka Section 3|, gdzie powotano sie na [4, 13]: zwarta, metryzowalna, spdj-
na, lokalnie spojna przestrzen bez punktéw (globalnie) rozspajajacych jest nie-
planarna wtedy i tylko wtedy, gdy zanurza sie w nig graf nieplanarny. Gdy
zatozymy dodatkowo nieseparowalnos¢ i r6zno$é nerwu N od sympleksu (wa-
runki konieczne na mocy (ii)), na mocy zaprezentowanego dowodu Twierdze-
nia 1.1 brzeg 0-Wy spelnia powyzsze zalozenia, co lacznie (przy zalozeniu
hiperbolicznosci grupy Wy, nieseparowalnosci i réznosci nerwu N od symplek-
su) daje, ze brzeg 0,,Wy jest nigdzienieplanarny wtedy i tylko wtedy, gdy w
brzeg 0o Wi zanurza sie pewien graf nieplanarny. (To w pewien sposob nie
skresla poszukiwan zanurzenia nieplanarnego grafu w brzegu jako zrédla nig-
dzienieplanarnosci brzegu, choé¢ jasnym jest, ze stosowany przez nas warunek
SG-nieplanarnosci nerwu dokonuje tego w pewien bardzo szczegdlny sposob).
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ROZDZIAL 5

Z. ASTOSOWANIA

W tym rozdziale bedziemy stosowa¢ Twierdzenie 1.1 do znajdowania triangulacji
pewnych przestrzeni topologicznych, ktére, jako nerwy, zadaja prostokatne grupy
Coxetera o brzegu bedacym krzywa Mengera.

UwAGA 5.1. W tym rozdziale bedziemy w wielu miejscu pisaé¢ o brzegu do kom-
pleksu symplicjalnego o. W takiej sytuacji kompleks o bedzie zawsze triangulacja
pewnej rozmaitosci M, (zazwyczaj dysku), a mowiac o brzegu 0o, zawsze bedziemy
mieli na mysli czes¢ kompleksu o odpowiadajaca brzegowi OM, rozmaitosci M,.
W szczegolnosci, w sytuacji, gdy o jest podkompleksem pewnego kompleksu 7, nie
bedzie nam chodzié¢ o topologiczny brzeg zbioru o w przestrzeni 7.

5.1. TRIANGULACJE DWUWYMIAROWYCH KOMPLEKSOW

W tym podrozdziale zajmiemy sie triangulacjami przestrzeni bedacych pewna klasa
dwuwymiarowych kompleksow.

DEFINICJA 5.2. KrawedZ dwuwymiarowego kompleksu symplicjalnego X jest sa-
motng krawedzig, gdy nie istnieje 2-sympleks w kompleksie X, w ktérym jest ona
zawarta.

W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do komplekséow nie zawierajacych sa-
motnych krawedzi. Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 5.3. Niech X bedzie dwuwymiarowym kompleksem symplicjalnym
bez samotnych krawedzi. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) X dopuszcza triangulacje N (tj. N jest homeomorficzna z X ) takg, ze N jest
flagowym kompleksem symplicjalnym oraz brzeg O W jest krzywq Mengera,
(i) X dopuszcza nieskoniczenie wiele triangulacji takich, jak w (i),
(iii) X jest spdjny, nieplanarny, nie ma rozspajajqcej pary punktow oraz H>X = 0.

UwAGA 5.4. (i) Warunek braku samotnych krawedzi oznacza, ze punkt x € X
jest punktem lokalnego rozspajania wtedy i tylko wtedy, gdy jest wierzchotkiem
(tj. z € X (0)), ktorego link jest niespojny. Zatem zbiér punktéw lokalnego
rozspajania w X jest dyskretny, wiec dowolny 2-kompleks N homeomorficzny
z X nie ma samotnych krawedzi i, w konsekwencji, wszystkie punkty lokalnego
rozspajania kompleksu X sa wierzchotkami w triangulacji V.

(ii) W przypadku dwuwymiarowego kompleksu X brak rozspajajacej pary punktow
w X pocigga brak punktu rozspajajacego w X.
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Zanim udowodnimy Twierdzenie 5.3, pokazemy prosty wniosek wynikajacy z pod-
stawowych wlasnosci powierzchni.

WNIOSEK 5.5. Niech M bedzie zwartq powierzchniq (potencjalnie z brzegiem).
Wéwezas M dopuszcza triangulacje (réwnowaznie, nieskoriczenie wiele triangula-
cji) bedgcg nerwem prostokginej grupy Coxetera o brzegu bedgcym krzywg Mengera
wtedy 1 tylko wtedy, gdy brzeg OM jest niepusty @ M jest nieplanarna.

Dowo6bp. (WNIOSKU 5.5) Wiadomo, ze M mozna striangulowaé, a poniewaz M
jest rozmaitoscig, taka triangulacja nie bedzie miata samotnych krawedzi oraz punk-
tow lokalnego rozspajania. Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze OM # () wtedy i tylko
wtedy, gdy H?>M = 0, a to wynika z klasycznych twierdzen o powierzchniach. Dla
pelnosci, przytaczamy je. Jezeli OM # (), to, z klasyfikacji powierzchni, powierzchnie
M mozna reprezentowaé jako dysk D? (z pewnymi utozsamieniami na brzegu 9D?)
z wycietymi roztacznymi kopiami wnetrza dysku intD? w liczbie réwnej liczbie skta-
dowych brzegu M, co retrahuje sie deformacyjnie na pewien graf, a wiec H2M = 0.
Jezeli OM = (), to M jest dwuwymiarowa zwartg rozmaitoscig i, albo M jest oriento-
walna i Ho M = 7, albo M jest nieorientowalna i H; M ma torsje Zs, co z twierdzenia
o wspoétczynnikach uniwersalnych dla kohomologii daje, ze H?>M # 0. O

Teraz przejdziemy do dowodu Twierdzenia 5.3.

Dowo6D. (TWIERDZENIA 5.3) (i)=(i). Oczywiste.

(i)=(#i). Nieplanarnos¢ X wynika z faktu, ze planarne nerwy daja planarne
brzegi, [14, Lemma 2.4]. Warunek H?X = 0 wynika z Uwagi 4.2(i). Spojnosé X i
brak rozspajajacej pary punktow w X to warunki konieczne istnienia nieseparowalnej
triangulacji kompleksu X, co wobec Uwagi 4.2(ii) konczy dowod tej implikacji.

(iii)= (ii). Dowdd przebiega w oczekiwany sposob. Najpierw znajdziemy w X
zanurzony nieplanarny graf, a nastepnie dorobimy do niego triangulacje taka, by
spetniata zatozenia Twierdzenia 1.1.

Poszukiwania grafu. Przestrzen X jest zwarta, metryzowalna, spdjna, lokalnie
spdjna, nieplanarna i nie ma punktéw rozspajajacych, zatem zanurza sie w niej pe-
wien graf nieplanarny, [12, koricowka Section 3|, na mocy twierdzenia Kuratowskiego
mozemy zaltozy¢, ze jest to graf Kg 3 lub Ks. (Warto zaznaczyé, ze w mniejszej ogol-
nosci, na przyklad gdy X jest triangulacja powierzchni, efekt uzyskany poprzez uzy-
cie powyzszych twierdzeri mozna uzyskac¢ w sposob bardziej elementarny). Pomijajac
pewien potencjalnie techniczny dowod spodziewanego rezultatu, mozemy zatozyé, ze
X dopuszcza triangulacje K, ktora zawiera jednowymiarowy podkompleks I'; ktory
jest krawedziowym podrozbiciem grafu Kz 3 lub Ks.

Wtasciwa triangulacja. Checemy teraz znalezé triangulacje kompleksu X podobna
do K, ktéra miedzy innymi bedzie flagowa i bez O. Temu celowi stuzy sposéb pod-
rozbijania triangulacji dwuwymiarowych komplekséow symplicjalnych wprowadzony
w pracy [8]. Polega on na podrozbiciu kazdej krawedzi na po6t i podrozbiciu kazdej
dwuwymiarowej $ciany fragmentem dwudziesto$cianu foremnego przylegtym do jed-
nej jego Sciany, zob. Rysunek 5.1. Dla dwuwymiarowego kompleksu symplicjalnego
L oznaczmy przez L° efekt takiego podrozbicia. Okazuje sie mieé¢ ono nastepujace
wlasnosci.

LEMAT 5.6. Niech L bedzie dowolnym dwuwymiarowym kompleksem symplicjal-
nym. Wowczas:
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RYSUNEK 5.1: Sympleks A i jego podrozbicia A® i A®?,

(i) L? jest flagowy i bez O,
(i) jezeli T jest jednowymiarowym podkompleksem L, to podkompleks T'® kompleksu
L? jest petnym podkompleksem,
(iii) jezeli L jest spdjny, nie ma samotnych krawedzi oraz rozspajajacej pary wierz-
chotkow, to kompleks L®® jest nieseparowalny.

Zanim udowodnimy Lemat 5.6, pokazemy jak dokonczyé dowdd Twierdzenia 5.3.
Za pomoca Lematu 5.6 nietrudno sprawdzi¢, ze dla n > 2, n-krotne podrozbicie
K™*? kompleksu K spetnia wszystkie zalozenia Twierdzenia 1.1 za wyjatkiem wa-
runku na kohomologie. Ten ostatni wynika z prostego rozumowania opartego na
ciggu Mayera-Vietorisa, w ktérym korzysta sie wylacznie z faktu, ze K™*? jest
spojny, dwuwymiarowy i nie jest pojedynczym sympleksem. Wystarczy sprawdzié,
ze dla sympleksu A zawartego w K™*® mamy H?(K"*® \ A) = 0. Z wlasnosci
kompleksow symplicjalnych sympleks A mozna rozdmuchaé¢ do (malego) otoczenia
U takiego, ze brzeg OU jest (homeomorficzny z) jednowymiarowym kompleksem
symplicjalnym, U retrahuje sie deformacyjnie na A oraz U \ A jest homotopijne
z OU. Wowcezas mamy nastepujacy fragment ciagu doktadnego Mayera-Vietorisa:
H2(K™®) — H) (K™ \ A)® H*(U) — H?*(U N (K™ \ A)). Z zalozenia twier-
dzenia lewy wyraz jest zerowy, a z wyboru otoczenia U prawy wyraz jest zerowy,
zatem H?(K™®\ A) = 0. O

Dowo6Db. (LEMATU 5.6) (i). Jest to [8, Proposition 2.1].

(#). Wierzcholek grafu I'° pochodzi od oryginalnego wierzchotka grafu I' albo z
podpodziatu pewnej krawedzi grafu T', a kazda krawedz grafu I'° laczy pare wierz-
cholkéw obu z powyzszych typow, a wiec graf I'° nie zawiera cyklu dlugosci 3.
Wystarczy zatem pokazaé, ze pomiedzy wierzchotkami grafu I'® nie ma krawedzi,
ktore nie naleza do grafu I'°. Nietrudno stwierdzi¢ (patrz Rysunek 5.1), ze jezeli
wierzcholek v grafu I'® pochodzi z podpodziatu krawedzi e, to sasiady v to korice
krawedzi e, oraz pewne wierzchotki znajdujace sie we wnetrzach $cian kompleksu L
przylegtych do krawedzi e. Zatem krawedz $wiadczaca o tym, ze kompleks I'° nie jest
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pelny w L?, musialaby laczyé dwa wierzcholki pochodzace od wierzcholkéw grafu
I, co z konstrukcji nie jest mozliwe.

(iii). Z zalozenia kompleks L nie ma rozspajajacej pary wierzchotkow, zatem
kompleks L°° nie jest rozspajany przez pare niesgsiednich wierzcholkéw. Niech o
bedzie spéjnym pelnym podkompleksem kompleksu L°°, ktory jest pojedynczym
sympleksem lub zawieszeniem sympleksu. Pokazemy, ze usuniecie o nie rozspaja L°°.
Rozwazmy graf I o wierzchotkach bedacych dwuwymiarowymi $cianami kompleksu
L, w ktorym wierzchotki sa polaczone krawedzia doktadnie wtedy, gdy odpowia-
dajace im §ciany sasiaduja ze soba, tzn. maja wspolng krawedz lub wierzchotek.
Poniewaz L jest spojny i nie ma samotnych krawedzi, graf I jest spojny. Wystarczy
pokazaé, ze graf I ,przetrwa’ usuniecie kompleksu o, tzn. (a) dla dowolnej Sciany
A w kompleksie L, podkompleks A®? nie zostanie rozspojony przez usunigcie o, (b)
dla dowolnej krawedzi e w kompleksie L podkompleks e®® nie jest zawarty w o, (c)
kompleks o zawiera co najwyzej jeden wierzchotek kompleksu L oraz (d) graf I po
usunieciu wszystkich krawedzi pochodzacych od dowolnego wierzchotka kompleksu
L jest nadal spojny. Stwierdzenie (d) wynika z braku wierzchotkow rozspajajacych w
kompleksie L oraz z faktu, ze kazda $ciezka w kompleksie L indukuje Sciezke w grafie
I. Stwierdzenie (c) wynika z faktu, ze w kompleksie L°° kazda para réznych wierz-
chotkéw L jest odlegta co najmniej o 4, a $rednica kompleksu o wynosi co najwyzej
2. Stwierdzenie (b) wynika ze stwierdzenia (c). Pozostaje pokaza¢ stwierdzenie (a).
Najpierw pokazemy, ze nie istnieje izometrycznie wtozona w kompleks A®? $ciezka o
koticach w brzegu A, ktora nie zawiera sie w A i jest dtugosci nie wickszej niz
2. Przypusémy, ze istnieje Sciezka 7 o tych wtasnosciach. Dtugosé Sciezki m nie moze
wynosié¢ 1, poniewaz z (ii) brzeg A jest pelnym podkompleksem A®?. Zatem dtu-
go$¢ m wynosi 2, ponownie z (ii) jej srodkowy wierzcholek znajduje sie poza brzegiem
kazdego z sympleksow kompleksu A, a wiec, na mocy prostego sprawdzenia, musi
laczy¢ dwa kolejne wierzchotki brzegu OA®?, co przeczy temu, ze $ciezka 7 jest izo-
metrycznie wlozona. Przypusémy, ze usunigcie kompleksu o (réwnowaznie o N A?)
rozspaja kompleks A®®. Zauwazmy, ze, poniewaz z (i) kompleks A®? jest flagowy i
z (ii) brzeg QA jest pelnym podkompleksem L°°, kompleks A jest pelnym pod-
kompleksem L°°. Stad wynika, ze kompleks o N A®° jest pelnym podkompleksem
L®?, wiec 0 NA®? jest pelnym kompleksem A®? oraz jest pojedynczym sympleksem,
zawieszeniem sympleksu lub dwoma niesasiednimi wierzchotkami (bo jest tez pel-
nym podkompleksem o). W ostatnim przypadku kompleks o nie rozspaja kompleksu
A% zajmijmy sie wiec pozostalym przypadkiem, gdy przekroj o N A jest spojny.
Jezeli élad o na brzegu OA®? jest pusty lub spojny, to dla maltego rozdmuchania
(formalniej, standardowego otwartego otoczenia normalnego) U kompleksu o N A®°
(w kompleksie A®?) widzimy, ze o N A®® nie rozspaja U, a wigc nie moze rozspa-
ja¢ AP, Zatem $lad o na brzegu jest niepusty i niespdjny, wezmy wierzcholki v, w
nalezace do réznych skladowych spéjnosci sladu o N OA®®. Na mocy obserwacji o
$ciezkach wierzchotki v, w nie moga by¢ sasiadami (w o N A®?), zatem o N A®° jest
zawieszeniem pewnego sympleksu, a v, w to jedyna para wierzchotkow odlegtych o
2 (w 0 N A®). Niech u bedzie dowolnym innym wierzchotkiem o N A®°. Z obser-
wacji o $ciezkach wynika, ze $ciezka v, u, w nie jest izometrycznie wlozona (w A®°),
co przeczy pelnosci o N A% (w A®) lub jest zawarta w brzegu OA®?, co przeczy
wyborowi v, w. Sprzecznosc. O

UwAGA 5.7. Punkt (ii) w Twierdzeniu 5.3 ma na celu zasugerowa¢, ze przypadek
triangulacji N dwuwymiarowego kompleksu X bez samotnych krawedzi spelniajace-
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go warunki z punktu (iii) Twierdzenia 5.3, ktora daje brzeg 0., W homeomorficzny
z krzywg Mengera, jest by¢ moze generyczny (przynajmniej w klasie triangulacji N
flagowych i takich, ze grupa Wy jest hiperboliczna). W tej pracy nie zajmujemy
sie precyzowaniem tej mysli. Jednak dowdéd Twierdzenia 5.3 sugeruje, ze ,dosta-
tecznie drobne” triangulacje kompleksu X powinny dawaé w brzegu krzywa Menge-
ra, poniewaz woéwczas tatwiej powinno im byé spetnié¢ warunki nieseparowalnodci i
SG-nieplanarnosci. Pewna realizacje pojecia ,,dostatecznej drobnosci” rozwazamy w
kolejnym podrozdziale.

5.2. KROTKA DYGRESJA O PEWNEJ HIPOTEZIE

Dociekliwy czytelnik moze zapytaé, dlaczego rozwazamy triangulacje powierzchni
jako nerwy prostokatnych grup Coxetera. Moze nawet ztosliwie stwierdzi¢, ze to dla-
tego, ze rozumiemy w tym przypadku ich drugie kohomologie i, ogblniej, do$¢ dobrze
znamy ich nature. Nie do konca tak jest — w tym podrozdziale naszkicujemy zwia-
zek znajdowanych w poprzednim podrozdziale triangulacji z Hipoteza 5.8. Jednym
z celow tej pracy jest dostarczenie przyktadéw na jej zachodzenie, a takze rozwa-
zenie mozliwosci udowodnienia jej pewnych szczegblnych podprzypadkéw metodami
opierajacymi sie na Twierdzeniu 1.1, co w istocie sprowadza sie do oceny sitly me-
tod zaprezentowanych w Rozdziale 3. Zaznaczamy jednak, ze podrozdzial ten ma
charakter swobodnej pogadanki i nie dochodzimy w nim do zbyt wielu konkretnych
konkluzji, oraz, ze trudno jest przekaza¢ wszystkie (drobne) intuicje i obserwacje
powstale w toku rozwazania opisywanych zagadnien.

HirPOTEZA 5.8. Niech K bedzie flagowym kompleksem symplicjalnym z 3-wypuktq
naturalng stratyfikacjg. Wowczas brzeqg 0o Wi jest homeomorficzny z odbiciowym
drzewem wieloscianow X" (K).

W powyzszej hipotezie pojawiaja sie trzy obiekty, ktorych natura niekoniecznie
jest znana. Naszym celem nie jest ich $ciste wyja$nienie, lecz naszkicowanie, co sie
pod nimi kryje, i rozwazenie w kilku szczegédlnych przypadkach. Odbiciowe drze-
wo wielo$ciandw to pewna zwarta przestrzeri metryczna. Dla rozwazan w tej pracy
istotne jest, ze w przedstawionych dalej przykladach (z duza pewnoscia) spodzie-
wamy sie, ze bedzie to krzywa Mengera. Pojecie odbiciowych drzew wielo$cianow
w przypadku grafow pojawia sie w [15], gdzie Hipoteza 5.8 zostala udowodniona w
przypadku graféw. Naturalna stratyfikacja kompleksu to rodzina jego podkomplek-
sow zwanych stratami. Kazde stratum jest PL-rozmaitoscia. Intuicyjnie wiaze sie
to z podziatem kompleksu na dobre kawalki, ktore sg ,dobrymi obiektami statego
wymiaru”. Bedzie to widoczne w przedstawionych przykladach. S-wypuktosé natu-
ralnej stratyfikacji to warunek mowiacy, ze kazda suma stratow kompleksu K jest
3-wypukta w kompleksie K. Samej 3-wypuklosci po§wiecimy troche wiecej miejsca,
wiec zdefiniujemy ja dokladnie.

DEFINICJA 5.9. Podkompleks A kompleksu K jest S-wypukty w K, gdy dla kazdej
pary wierzchotkéw v, w kompleksu A odlegtych w kompleksie K o d < 3, dowolna
tamana dtugosci d taczaca v z w w kompleksie K jest zawarta w kompleksie A.

Teraz przejdziemy do omoéwienia dwoch przyktadéw, a nastepnie przedstawimy
pewne konkluzje wynikajace z rozwazan zawartych tamze. Wpierw wprowadzimy
uproszczona wersje Hipotezy 5.8 ograniczona do obiektéw wystepujacych w Twier-
dzeniu 5.3, ktorej te przyklady beda dotyczyty.

23



x1

x Te

VAV |

T2L3T4T5

RYSUNEK 5.2: Od lewej do prawej: przyklad fragmentu otoczenia kolnierzowego;
pewne triangulacje wstegi Mobiusa 1 torusa z wycietym dyskiem (krawedzie znaj-
dujace sie wzdluz strzatek sa w naturalny sposob utozsamiane); schematyczne spoj-
rzenie na triangulacje trojdysku z zaznaczonymi wybranymi fragmentami kolnie-
rzowych otoczen brzegéw platéow OP; w platach P;. Na ostatnich trzech rysunkach
zaznaczono graf I' bedacy krawedziowym podrozbiciem grafu Kz 3 zaswiadczajacy
0 SG-nieplanarnosci narysowanych triangulacji — na czerwono zaznaczono cykl C, a
na niebiesko $ciezki S, S3, 53 (oznaczenia pochodza ze sformulowania Twierdzenia
3.4).

HIPOTEZA 5.10. Niech K bedzie flagowq, nie zawierajgcq O, triangulacjg spdjnego,
nieplanarnego dwuwymiarowego kompleksu X nie posiadajgcego samotnych krawedzi
i rozspajajgcej pary punktow, spetniajgceqgo H?>X = 0. Wowczas, jezeli K spetnia
warunek 3-wypuktosci naturalne; stratyfikacji, to grupa Wi ma brzeg 0o Wi home-
omorficzny z krzywg Mengera.

Triangulacje powierzchni. Ponizej postaramy sie przedyskutowaé probe podej-
$cia do dowodu Hipotezy 5.10 z uzyciem Twierdzenia 1.1 w szczegblnym przypadku,
gdy X jest powierzchnia, a K jej flagowa triangulacja bez 0. W tym przypad-
ku naturalna stratyfikacja kompleksu K sktada sie ze sktadowych brzegu 0K oraz
calego kompleksu K, wiec 3-wypuklo$¢ naturalnej stratyfikacji sprowadza sie do 3-
wypuktosci brzegu 0K w kompleksie K, a zalozenia o powierzchni X sprowadzaja
sie do tego, by byta nieplanarna i miata niepusty brzeg (por. Wniosek 5.5).

Najpierw zajmiemy sie warunkami koniecznymi. Warunek na kohomologie jest
spelniony (zob. dowdd Twierdzenia 5.3). Roznosé kompleksu K od sympleksu wy-
nika z nieplanarnosci powierzchni X. Warunek nieseparowalnosci mozna pokazaé
w sposOb analogiczny do prezentowanego w dowodzie Lematu 5.6(iii) — w istocie,
w kluczowym momencie, dowodziliémy tam najpierw 3-wypuklosci brzegu A% w
kompleksie A%, a nastepnie wnioskowali$my z niej nieseparowalnos$é kompleksu A°°.
Zanim przejdziemy do (najtrudniejszego) warunku zwigzanego z nieplanarnoscia, za-
stanéwmy sie doktadniej, co oznacza 3-wypuklosé brzegu w catej powierzchni.

FAKT 5.11. Niech L bedzie rozng od 2-sympleksu flagowq triangulacjg powierzchni z
brzegiem. Wowczas brzeg OL jest S-wypukty w L wtedy i tylko wtedy, gdy OL ma oto-
czenie kotnierzowe w L (zob. Rysunek 5.2) zdefiniowane nastepujgco. Dla dowolnego
wierzchotka © € OL (wowczas link x jest Sciezkq x1,...,2,) spetnione sq warunki:
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(i) x1, 2, € OL, (ii) x, 21,22 0TaZ T, Tp_1, Xy TOZPINGJG PO jednym 2-sympleksie, (iii)
Zoy...,Tn_1 € OL, (iv) n >4, (v) jedyne sqsiady wierzchotka xo nalezgce do brzegu
OL to x,x1, a dla wierzchotka x,—1 to x,x,, (vi) jedyny sasiad wierzchotka xy, dla
k=2,...,n—1 nalezgcy do brzegu OL to x.

DowoD. (=). (i,ii). Warunki te sa spelnione w kazdej triangulacji. (7). Jezeli
zr € OL (k = 2,...,n — 1), to z 3-wypuklosdci krawedz (z,x) nalezy do brzegu
OL, sprzecznosé. (iv). Nierownosé n > 3 wynika z roznosci L od sympleksu, a n #
3 z 3-wypuklosci i punktu (iii). (v). Wystarczy rozwazy¢ przypadek wierzchotka
Zo. Niech y € JL bedzie sasiadem wierzchotka xo réznym od z,zq. Z (iii) i (iv)
wierzchotek y nie moze by¢ sasiadem 1. Ale wtedy z 3-wypuklosci mamy, ze x5 €
OL, co jest sprzeczne z (iii). (vi). Jezeli sasiadem zj, jest wierzcholek y réwny x; lub
Ty, z flagowosci kompleksu L wierzchotki x, y, x) rozpinaja 2-sympleks, co przeczy
brzegowosci krawedzi (x,y). W przeciwnym przypadku z 3-wypuktosci wierzchotek
xy, jest w brzegu 0L, co przeczy punktowi (iii). («). Jest to bezposrednie sprawdzenie
3-wypuklosci z definicji, pozostawiamy je jako ¢wiczenie. O

Warunek SG-nieplanarnosci wymaga umieszczenia w 1-szkielecie kompleksu K
grafu nieplanarnego (ktorego fragmenty bedziemy nazywaé zgodnie z oznaczeniami
z Twierdzenia 3.4) tak, by pewne jego fragmenty byly pelnymi podkompleksami
K, co wymaga pewnej przestrzeni, natomiast z Faktu 5.11 widzimy, ze warunek
3-wypuktosci brzegu wymusza, ze kompleks jest ,szeroki” jedynie wokol brzegow.
Zaskakujaco, okazuje sie to byé wystarczajace w pewnych przypadkach, ktore wy-
daja sie by¢ ,minimalnymi triangulacjami”, zob. Rysunek 5.2. Mozna zauwazy¢, ze
umieszczanie grafu nieplanarnego Ks s w triangulacjach z Rysunku 5.2 przebiega
wzgledem pewnego schematu, ktory wydaje sie nam by¢ catkiem skuteczny: cykl C
obiega sktadowg brzegu K, w jednym miejscu odchylajac sie od niej, by zostawié¢
miejsce na Sciezke Sp. Pozostate $ciezki So, S3 udaje nam sie dobrze poprowadzié, i
to zdaje sie by¢ gltéwnym problemem — nalezy je z soba ,przeples¢”; a to korzysta z
globalnej struktury powierzchni X, przez co zmusza nas do znajomosci globalnych
wlasnosci triangulacji K, co wydaje sie byé trudne do kontrolowania i generowaé
sporo przypadkow.

Triangulacje trojdysku. Definiujemy trojdysk jako przestrzen T x [0, 1], gdzie T
to przestrzen bedaca litera ,, T” (tj. homeomorficzna z trzema odcinkami o wspolnym
konicu). Inaczej mowiac, trojdysk sklada sie z trzech dyskow Py, Ps, P3, zwanych w
tej pracy ptatami, przyklejonych do siebie wzdtuz wspoélnej Sciezki 7. Jego stratami
sa oba konce Sciezki 7, $ciezka 7, pozostate wzgledem Sciezki m fragmenty brzegéw
OP; ptatow P; oraz ptaty P;.

Ponownie sprébujemy udowodni¢ Hipoteze 5.10 przy pomocy Twierdzenia 1.1 w
przypadku, gdy przestrzen X jest trojdyskiem. Niech K bedzie flagowa triangulacja
bez O trojdysku spetniajaca warunek 3-wypuklosci naturalnej stratyfikacji. Warunek
3-wypuktlosci i flagowosé (w szczegdlnosci Fakt 5.11) implikuja wowczas, ze dtugosé
Sciezki m wynosi co najmniej 3, co wiecej odlegtosé pomiedzy jej konicami w brzegach
platow OP; wynosi co najmniej 3 oraz brzegi platow 9 P; maja kolnierzowe otoczenia
w platach P;.

Warunki konieczne sprawdza sie podobnie, jak w przypadku powierzchni, wiec
je pominiemy. W zwiazku z warunkiem na nieplanarnosé¢, okazuje sie, ze na tyle
mocno kontrolujemy postaé triangulacji K, ze korzystajac ze strategii zaprezento-
wanej przy okazji rozwazania triangulacji powierzchni, mozemy pokazaé, ze K jest

25



SG-neplanarny w przypadku, gdy dodamy zalozenie, ze istnieje ptat P; taki, ze pod-
kompleks ptatu P; zlozony z 2-sympleksow przyleglych do brzegu 0P; jest pelnym
podkompleksem P; (innymi stowy, mniej formalnie, pomiedzy wierzchotkami kolnie-
rzowego otoczenia nie ma innych krawedzi, niz krawedzie kolnierzowego otoczenia).
Nie bedziemy zajmowaé sie formalnym dowodem tego faktu, zamiast tego odsytamy
do Rysunku 5.2 i pozostawiamy jako ¢wiczenie sprawdzenie, ze narysowany sposéb
zanurzenia grafu Ks 3 istotnie si¢ uogolnia (wskazéowka: inne triangulacje trojdysku
mozna w pewnym sensie traktowaé jako podpodzialy tej narysowane;j).

Konkluzje. Nie potrafilismy udowodni¢ z wykorzystaniem Twierdzenia 1.1 pew-
nych szczegdlnych przypadkéw Hipotezy 5.10, bedacej szczegdlnym przypadkiem Hi-
potezy 5.8. Z drugiej strony, wydaje sie, ze ciezko byloby udowodnié, ze Twierdzenie
1.1 nie daje sie do tego zastosowaé. Istnienie takowego zastosowania budzi réwniez
dylematy natury estetycznej i praktycznej, gdyz wyglada na to, ze (ewentualny)
dowo6d wykorzystujacy to twierdzenie bedzie kombinatoryczny i zawierajacy sporo
przypadkow. Jednak, w chwili obecnej, wydaje nam sie, ze Twierdzenie 1.1 powin-
no pozwala¢ na dowodzenie pewnych przykladéow Hipotezy 5.10, gdy odpowiednio
(prawdopodobnie nieznacznie) wzmocni sie jej zatozenia (co zrobiliSmy w przypad-
ku trojdysku), najprawdopodobniej poprzez ,dorobienie” tych zalozen do wczesniej
wymyslonego sposobu zanurzania grafu nieplanarnego. Watkéw poruszonych w po-
wyzszych konkluzjach nie rozbudowujemy w innych fragmentach pracy.

5.3. TRIANGULACJE DYSKOwW D"

W tym podrozdziale striangulujemy dysk D3 tak, by triangulacja ta dawala pro-
stokatna grupe Coxetera o brzegu homeomorficznym z krzywa Mengera. Zjawisko
tu zaprezentowane moze by¢ interesujace, poniewaz z warunku kohomologicznego z
Twierdzenia 1.1 wynika, ze taka triangulacja musi by¢ dosé szczegbdlna — wszystkie
jej wierzcholki muszg leze¢ na brzegu dD3. Co wiecej, warunek 6w implikuje (np.
po zastosowaniu ciagu Mayera-Vietorisa), ze probujac znalez¢ analogiczna triangu-
lacje dysku D™, musimy sie ograniczy¢ do triangulacji majacych wszystkie (n — 3)-
sympleksy zawarte w brzegu 0D". Udowodnimy nastepujgce twierdzenie.

TWIERDZENIE 5.12. Dysk D™ dopuszcza triangulacje, ktdra jest nerwem prosto-
katnej grupy Cozetera o brzegu homeomorficznym z krzywg Mengera wtedy 4 tylko
wtedy, gdy n > 3.

DowOD. Dowdd w istocie sprowadza sie do przypadku n = 3, dokladniej do istnie-
nia triangulacji dysku D? speliajacej zatozenia Twierdzenia 1.1. Istotnie, dla n < 3
dyski D" sa planarne, wiec ich triangulacje moga zadawaé¢ wylacznie prostokatne
grupy Coxetera o planarnych brzegach, [14, Lemma 2.4]. Z drugiej strony, nietrudno
stwierdzi¢, ze jezeli N jest flagowym kompleksem symplicjalnym bez O, to sympli-
cjalny stozek nad N, Cone(N), jest réwniez flagowym kompleksem symplicjalnym
bez O oraz mamy kanoniczny izomorfizm Weone(ny = Wi @ Za, co w szczegdlnosci,
z podstawowych wlasnosci brzegu Gromowa (réwnemu w tym przypadku brzegowi
CAT(0)), daje ze OuoWN = 0o Weone(n)- Zatem, poniewaz Cone(D™) = Dl aby
otrzymaé¢ odpowiednig triangulacje dysku D™ dla n > 3 wystarczy przylozyé¢ od-
powiednig liczbe razy operacje symplicjalnego stozka do triangulacji dla dysku D?3.
Odtad zajmujemy sie wylacznie przypadkiem n = 3.

Konstrukcja. Konstrukcje mozna podzieli¢ na 6 etapow (el)—(e6). Kazdemu z
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RYSUNEK 5.3: Po lewej: 1-szkielet powstaly w etapach (el)—(e3). Po prawej: 1-
szkielet po wszystkich etapach. Z rysunkéw usunieto o$ i rozcieto kompleks wzdtuz
pewnego potudnika, usuwajac niektore krawedzie i wierzchotki wokoét tego rozciecia.

nich przyporzadkowujemy kolor, ktérego bedziemy konsekwentnie uzywaé¢ w rozwa-
zaniach 1 na rysunkach — sympleksy pojawiajace sie w etapie (ei) bedziemy koloro-
waé na odpowiadajacy temu etapowi kolor i bedziemy nazywacé je (ei)-sympleksami,
ta konwencja przenosi si¢ na rézne obiekty powstale w danym etapie. W szcze-
golnosci, w toku konstrukeji, nie wszystkie krawedzie (ei)-3-sympleksow beda (ei)-
krawedziami, a jedynie te, ktore nie beda naleze¢ do zadnego (ej)-3-sympleksu dla

j < t. Rysunek 5.3 jest przydatny do zrozumienia ponizszej konstrukeji, a widoczne

na nim potlozenie triangulacji bedzie uzywane do konca dowodu.

(el) Bierzemy symplicjalny join cyklu Cs dlugosci 8 z krawedzia E. W na-
turalny sposob nazwijmy fragmenty jego 1-szkieletu osia (krawedz E), réwni-
kiem (cykl Cg) i poltudnikami, a konice osi biegunami péinocnym i potu-
dniowym.

(e2) Do kazdej (el)-$ciany zewnetrznej przyklejamy (jedna $ciana) 3-sympleks.

(e3) Dla kazdej pary sasiednich (e2)-3-sympleksow, ktore sasiaduja wzdtuz krawedzi

poludnika, wklejamy 3-sympleks pomiedzy nie, tzn. tak, aby jedna jego $ciana
byta przyklejona do prawej Sciany jednego z nich, a inna do lewej Sciany drugiego
z nich.
Dla kazdej pary (e2)-3-sympleksow A, A, ktore sasiaduja ze sobg wzdtuz kra-
wedzi rownika, wklejamy tak, by pewien
jego podkompleks bedacy zawieszeniem krawedzi byt przyklejony jedna swoja
Sciana do dolnej $ciany odpowiedniego z (e2)-3-sympleksow A, A, a druga
$ciana do gornej Sciany drugiego z (e2)-3-sympleksow A, As.

(e5) Do niektorych zewnetrznych §cian (e3)-3-sympleksow, ktore dotykaja rowni-
ka, przyklejamy jedna $ciana po jednym 3-sympleksie w nastepujacy sposob.
Oznaczmy Ny, ..., Ns takie $ciany znajdujace sie powyzej rownika (w kolej-
nosci cyklicznej), a Sy, ..., Ss takie $ciany znajdujace sie ponizej rownika (w
kolejnosci cyklicznej) tak, by $ciana N; sasiadowala ze §ciang S;. Przyklejamy
3-sympleksy do scian N7, Na, S3,S4, N5, Ng, S7, Ss.
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(e6) Dla kazdej pary 3-sympleksow Ay, Aj takiej, ze A; jest (ei)-3-sympleksem,
ktore przylegaja do siebie wzdtuz pewnej (e2)-krawedzi ¢ wklejamy 3-sympleks
tak, by jedna jego Sciana przylegata do zewnetrznej $ciany sympleksu przy-
leglej do (e2)-krawedzi ¢, a druga jego $ciana przylegata do zewnetrznej $ciany
sympleksu Aj przyleglej do (e2)-krawedzi e. (Z nowo dodanych krawedzi po-
wstaje wzor przypominajacy WMWM.)

Ogdlne obserwacje. Cala konstrukcje mozna roztozyé na sekwencje operacji pole-
gajacych na przyklejeniu pojedynczego 3-sympleksu do pewnego tréjwymiarowego
kompleksu 7~ wzdhuz jednej Sciany lub pary sasiednich §cian znajdujacych sie na
brzegu 07 . Nietrudno indukcyjnie mozna pokazaé, ze na kazdym etapie 7 jest
triangulacja dysku D3 o wszystkich wierzchotkach lezacych na brzegu dD3. Odtad
skonstruowana triangulacje bedziemy oznaczaé¢ 7 oraz nazywaé jej podkompleks o
zewnetrznym, gdy o zawiera sie w brzegu 07 1 wewnetrznym w przeciwnym wypad-
ku. W szczegolnosei wszystkie (el)-krawedzie sa wewnetrzne, wszystkie krawedzie z
etapow (e3)—(e6) sa zewnetrzne, a w przypadku (e2)-krawedzi moga wystapic obie
mozliwosci.

Nieplanarnosé. W kompleksie 7 jako podkompleks zawiera sie krawedziowe pod-
rozbicie I' grafu K3 3 w nastepujacy sposob: bierzemy wszystkie (e6)-krawedzie (tj.
wWWM), 08 oraz dwie zewnetrzne $ciezki dtugosci 2 taczace biegun potudniowy z
srodkowymi -wierzchotkami fragmentéw M i dwie zewnetrzne $ciezki dtugosci 2
taczace biegun pélnocny z srodkowymi -wierzchotkami fragmentow W. Moz-
na sprawdzi¢, ze I' to pelny podkompleks 7, ktory jest krawedziowym podrozbiciem
grafu K3 3 takim, ze kazdej krawedzi grafu Ks 3, za wyjatkiem tej, ktérej odpowiada
0§, odpowiada Sciezka dlugosci co najmniej 2. Zatem, na mocy Uwagi 3.5 spelnione
jest uproszczone zalozenie, na to, by kompleks 7 byl SG-nieplanarny, co jest jednym
z zatozen Twierdzenia 1.1.

Brak pustych kwadratéw i trdjkgtow. Brak pustych trojkatow (w skrocie: brak A)
jest czescia warunku na flagowo$¢ kompleksu 7~ i oznacza, ze nie ma w 1-szkielecie
7 () grafu pelnego o 3 wierzchotkach, ktory nie rozpina 2-sympleksu. Zwieniczenie
argumentacji za flagowoscig kompleksu 7~ pojawi sie pod koniec dowodu twierdzenia.

Dowdd tej czesci polega na indukcyjnym sprawdzeniu, ze kompleks otrzymany
po kazdym z etapow (el)—(e6) jest bez A i bez O. Etap (el) mozna potrakto-
waé jako wziecie dwukrotnego symplicjalnego stozka nad cyklem dlugosci 8, ktory
jest bez A i bez O, a operacja stozka zachowuje te wlasnosci. Etapy (e2), (e5)
nie moga wprowadzi¢ A i O, poniewaz polegaja na doklejaniu 3-symplekséw wzdtuz
pojedynczych $cian (a ta operacja réwniez zachowuje wlasnosé braku A i O). Etap

mozna traktowaé jako sekwencje wklejania o$miu -symplekséw powyzej
rownika (wzdluz jednej $ciany), a nastepnie o$miu -sympleksow ponizej réw-
nika (wzdluz dwoch §cian), zatem potencjalny nowy A lub O zawiera pewna -
krawedz majaca 1 z konicow w pewnym (e2)-wierzchotku. Podobnie, etapy (e3) i
(e6), z doktadnoscia do symetrii, dostarczaja trzech rodzajow krawedzi, ktore moga
by¢ zawarte w A lub O. Rysunek 5.4 zawiera wszystkie 4 nie rozwazone powyzej
przypadki, (z dokladnoscia do symetrii), a opis zawarty pod nim pozwala zakoriczy¢
dowdd tej czescei.

Jednowymiarowosé. Ogodlne podejscie w dalszej czesci dowodu polega na widzeniu
T czeciej jako dysk D? ze struktura topologiczng, niz jako kompleks symplicjalny,
cho¢ oba te podejscia sie mieszaja.

Niech A bedzie sympleksem kompleksu 7. Przedstawmy 7~ jako trojwymiarowy
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RYSUNEK 5.4: Cztery pozostale przypadki w sprawdzaniu hiperbolicznosci trian-
gulacji 7. Symbolami ® i & oznaczono wierzchotki krawedzi potencjalnie nalezacej
do pewnego A lub O, a symbolami O i © sasiady odpowiednio ® i &. Wystarczy
sprawdzié, ze kazdy wierzcholek oznaczony jednoczesnie O i © rozpina razem z ® i &
2-sympleks oraz nie ma krawedzi taczacej pewien wierzcholek oznaczony wytacznie
O z pewnym wierzchotkiem oznaczonym wytacznie ©.

D

RYSUNEK 5.5: Po lewej: sytuacja w dowodzie jednowymiarowosci, dla uprosz-
czenia przedstawiona w wymiarze o 1 nizszym. Na Srodku i po prawej: kompleks
Re w pozostalych dwéch przypadkach w dowodzie nieseparowalnosci kompleksami
wymiaru 2 — z lewej przypadek, gdy e jest (el)-krawedzia, z prawej, gdy e jest
(e2)-krawedzia. Linia pogrubiong zaznaczono krawedz e, liniami przerywanymi za-
znaczono krawedzie grafu G., linig, zaznaczono wszystkie krawedzie lamanych,
ktore na pewno sa zewnetrzne, a linig »——< wszystkie krawedzie tamanych, ktoére
na pewno sg wewnetrzne.
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dysk zawarty w standardowy spos6b wzgledem topologii kawatkami liniowej w wiek-
szym trojwymiarowym dysku symplicjalnym D. Wowczas A jest podprzestrzenia D,
rozwazmy U — standardowe otwarte otoczenie normalne A w D. Zob. Rysunek 5.5.
Wowezas U jest homeomorficzny z wnetrzem dysku int D3 oraz 7\ U jest retraktem
deformacyjnym 7\ A, a wiec odtad zapominamy o sympleksie A i bedziemy zajmo-
wac sie zbiorem U. Ciag Mayera-Vietorisa dla pary zbioréw 7 \U oraz (D \int7 )\U
daje ciag doktadny H*(D\U) — H*(7T\U)® H*((D \ int7 )\ U) — H*(0T \ U).
Poniewaz U jest Sciagalny i zawarty we wnetrzu intD, przestrzen D \ U jest re-
traktem deformacyjnym dysku D z wyjetym punktem, a wiec przestrzenn D \ U jest
homotopijnie réwnowazna z brzegiem 0D 22 S2. Przestrzen (D\int7 )\ U jest retrak-
tem deformacyjnym przestrzeni D \ int7, ktora jest homotopijnie rownowazna ze
sfera S2. Przestrzen 9T \ U jest dwuwymiarowa rozmaitoscia, ktorej kazda sktadowa
spojnosci ma niepusty brzeg (bowiem U N d7 # 0), a wiec jest homotopijnie row-
nowazna z pewnym jednowymiarowym kompleksem, zob. dowdéd Wniosku 5.5. Dla
k = 2 daje nam to ciag doktadny Z — H?(7 \U) @ Z — 0, totez lewy homomorfizm
jest epimorfizmem, zatem H?(7 \ U) = 0. Dla k > 2 skrajne wyrazy rozwazanego
ciagu dokladnego sie zeruja, zatem H*(7 \ U) = 0.

Nieseparowalnosé. Nieseparowalno$é punktem i para niesasiednich punktow jest
oczywista. Podejécie do dowodu nieseparowalo$ci w wyzszym wymiarze sprowadza
sie do nastepujacej obserwacji.

FAKT 5.13. Niech o bedzie pelnym podkompleksem wymiaru co najmniej 1 komplek-
su T bedgcym sympleksem lub zawieszeniem sympleksu. Wowczas jezeli o rozspaja
T, to rowniez rozspaja brzeg 0T .

DowOD. Réwnowaznie mozemy wyrzucié¢ standardowe otwarte otoczenie normalne
U kompleksu o. Wystarczy pokazaé, ze kazdy punkt x w 7 ma w swojej sktadowej
tukowej spojnosci w 7\ U punkt z brzegu 07 \ U — istotnie w 7 istnieje tuk ~
taczacy = z brzegiem 07, i jezeli v przecina brzeg 0U, to od tego miejsca mozemy
dojs¢, poruszajac si¢ po brzegu OU, do brzegu 97, poniewaz U niewiele rézni sie od
o, ktorego brzeg do jest spojny i dotyka brzegu 07 (poniewaz kazdy wierzchotek
kompleksu 7~ nalezy do brzegu 97). O

Metoda dowodu nieseparowalnosci bedzie polega¢ na sprawdzaniu, czy slady od-
powiednich komplekséw na brzegu 07 = S? rozspajaja ten brzeg, odtad bedzie-
my korzystaé¢ wylacznie z tego warunku dostatecznego nieseparowalnosci. Nietrudno
mozna juz zauwazy¢ nieseparowalnosé 1-sympleksem lub zawieszeniem 0-sympleksu.

Nieseparowalnosé kompleksami wymiaru 2, brak pustych K4 i brak Ks. Dowodzi-
my jednoczesnie tych trzech warukoéw, poniewaz argumentacja jest w duzej czesci
wspo6lna. Warunki braku pustych Ky i braku Kj sa czescig sprawdzania flagowosci
triangulacji 7. Brak pustych K4 polega na tym, ze w 1-szkielecie 771 nie ma pod-
grafu (izomorficznego z) Ky, ktory nie rozpina 3-sympleksu. Brak K5 polega na tym,
ze w 1-szkielecie 7" (V) nie ma podgrafu (izomorficznego z) Ks.

Dowdd nieseparowalnosci kompleksami wymiaru 2 korzysta z nastepujacego fak-
tu, ktory jest prosta konsekwencja Faktu 5.13 i rozwazenia, ktore z kilku nieskom-
plikowanych zbioréw rozspajaja sfere S2.

FAKT 5.14. (i) 2-sympleks A rozspaja brzeg 0T wtedy i tylko wtedy, gdy ANOT =
OA.

(ii) Jezeli zawieszenie o pewnego 1-sympleksu rozspaja brzeg OT , to pewien 2-
sympleks kompleksu o rozspaja 0T lub o NOT = do.
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Jezeli pewien 2-sympleks A rozspaja 07 , to z Faktu 5.14 jego slad na brzegu 07~
to jego wszystkie krawedzie. Wyr6znijmy z nich te, ktora pojawiala sie w najwcze-
$niejszym z etapow (el)—(e6) (jezeli jest kilka takich, wyr6zniamy dowolng z nich),
nazwijmy ja e. Natomiast, jezeli pewne zawieszenie o 1-sympleksu e rozspaja 7, ale
zaden z jego 2-symplekséw nie rozspaja 7, to wyréznijmy krawedz e. To daje pew-
ng sugestie metody dowodowej, ktora nie wydaje sie by¢ wybitnie finezyjna, ale z
powodu licznych symetrii triangulacji 7~ daje sie relatywnie tatwo i przejrzyscie prze-
prowadzi¢, a same przypadki sa nieskomplikowane — rozwazamy kolejno wszystkie
1-sympleksy e kompleksu 7~ i upewniamy sie, ze 1-sympleks e nie zostal wyrdznio-
ny z zadnego z powodéw wymienionych dotychczas w tym paragrafie. Dokladniej,
jezeli e jest 1-sympleksem wewnetrznym, sprawdzamy warunek (nl): nie ma dwoch
Sciezek dtugosci 2 taczacych korice e takich, ze Sciezki te sa zawarte w brzegu 07,
a ich srodkowe wierzcholki nie sa potaczone krawedzia (przypominamy o pelnosci
kompleksu rozspajajacego w definicji nieseparowalnosci), a jezeli e jest krawedzia
zewnetrzna, sprawdzamy warunek (n2): nie ma sciezki v dlugosci 2 laczacej korice e
zlozonej z krawedzi zewnetrznych zbudowanych w nie wcze$niejszym etapie, niz e,
oraz takich, ze v U e nie ogranicza Sciany zewnetrznej.

Rozwazmy graf K, lub K bedacy podgrafem 7 (1. Wyréznijmy w nim te kra-
wedz e, ktora powstala w najwczesniejszym z etapow (el)—(e6). W przypadku,
gdy tym grafem jest K5 (rownowaznie) oznacza to, ze w 7 znajduje sie 1-szkielet
symplicjalnego joinu krawedzi e z cyklem dlugosci 3.

Lacznie widaé, ze, aby znalezé wszystkie wyrdznione, z dowolnej z wymienionych
przyczyn, krawedzie, wystarczy rozwazy¢ ten sam kompleks symplicjalny, ktory roz-
wazaloby sie dla sprawdzenia nieseparowalnosci sympleksami wymiaru 2. Teraz dla
kazdej krawedzi e zdefiniujemy ten interesujacy nas kompleks R.. Dla krawedzi we-
wnetrznej e kompleks R, powstaje jako podkompleks 7~ rozpiety przez wszystkie
tamane dlugosci 2 laczace korice krawedzi e (tj. najmniejszy pelny podkompleks 7
zawierajacy wszystkie te tamane). Dla krawedzi e zewnetrznej kompleks R, powstaje
analogicznie do przypadku krawedzi wewnetrznych, ale ignoruje sie krawedzie po-
wstale we wczesniejszych etapach, niz e — R. powstaje jako podkompleks 7~ rozpiety
przez wszystkie lamane dlugosci 2 taczace koice krawedzi e, ztozone z krawedzi po-
wstalych w etapach nie weze$niejszych, niz e. Dla krawedzi e okreslamy graf G. jako
podgraf 1-szkieletu RV rozpiety na wierzchotkach R, nie bedacych konicami krawe-
dzi e, czyli na §rodkach tamanych rozwazanych przy definiowaniu kompleksu R.. W
celu stwierdzenia braku pustych K4 sprawdzamy warunek (f1): dla kazdej krawedzi
e’ grafu G. symplicjalny join e z €’ jest 3-sympleksem w R.. W celu stwierdzenia
braku Kj sprawdzamy warunek (f2): nie ma cyklu dlugosci 3 w grafie G.. Ponizej
dokonujemy sugerowanego sprawdzenia, dzielac je na przypadki w zaleznosci od te-
go, dla jakiego i krawedz e jest (ei)-krawedzia. Naszym celem jest na tyle dokladny
opis kompleksu R, (i czasem G.) tak, by sprawdzenie warunkow (f1), (f2) oraz od-
powiedniego z warunkow (nl), (n2) pozostawi¢ jako proste ¢wiczenie dla czytelnika.
(el) Sa 3 przypadki. Gdy e jest osig kompleks R, jest kompleksem powstalym w

etapie (el). Gdy e jest krawedzig poludnika, kompleks R, sktada sie z dwoch
(e2)-$ciezek, ktorych srodkowe wierzchotki sa potaczone (e3)-krawedzig, oraz
trzech (el)-sciezek, a wiec wewnetrznych. Graf G, jest cyklem dlugosci 5. Przy-
padek, gdy e jest krawedzig réwnika, pojawia sie na Rysunku 5.5. Sciezka
zlozona z -krawedzi jest zewnetrzna i co najwyzej jedna z Sciezek ztozonych
z (e2)-krawedzi jest zewnetrzna, ale srodkowe wierzchotki obu $ciezek ztozo-
nych z (e2)-krawedzi sasiaduja z srodkowym wierzcholtkiem $ciezki ztozonej z
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-krawedzi. Reszta warunkéw wynika wprost z Rysunku 5.5.

(e2) Sa 3 przypadki. Gdy e dotyka pewnego bieguna lub dotyka réwnika i jest
zewnetrzna, to kompleks R, sklada sie wylgcznie z dwoch sasiednich, odpo-
wiednio, (e3)-2-sympleksow lub (e3)-2-sympleksu i -2-sympleksu. Gdy ¢
dotyka réownika i jest krawedzia wewnetrzng zob. Rysunek 5.5.

(e3) Sa 2 przypadki, a kompleks R, jest pusty albo sklada si¢ z (e5)-2-sympleksu
zawierajacego krawedz e.

Gdy ¢ jest -krawedzia o koricach poza réwnikiem, mamy 3 przypadki,
kompleks R, jest pusty lub sklada sie z pojedynczego (€6)-2-sympleksu lub
dwoch (e6)-2-sympleksow. Gdy ¢ jest -krawedzia majaca 1 z koricow na

rowniku, mamy 2 przypadki, kompleks R, w kazdym z nich sktada sie z poje-
dynczego (e6)-2-sympleksu.

(e5) Wszystkie (e5)-krawedzie sa zewnetrzne i nie istnieje 2-sympleks w 7, ktorego
krawedzie sa wylacznie (e5)- lub (e6)-krawedziami, zatem kompleks R, jest
pusty.

(e6) Jak wyzej, kompleks R, jest pusty.

Nieseparowalnosé kompleksami wymiaru 3. Dowod tej czesci korzysta z ponizszej
obserwacji stuzacej upraszczaniu kompleksu separujacego, by zredukowaé¢ problem
nieseparowalnosci kompleksami wymiaru 3 do udowodnionej nieseparowalnosci kom-
pleksami wymiaru 2.

FAKT 5.15. Niech o bedzie 3-sympleksem w T, a A jego Sciang. Zdefiniujmy prze-
strzen t(o, A) = (6 NOT ) \ A. Zalozmy, ze przestrzen t(o,A) N A jest pusta lub
spogna. Wowczas:

(i) jezeli 3-sympleks o rozspaja brzeg OT , to 2-sympleks A rozspaja brzeg OT ,

(ii) jezeli o’ jest 3-sympleksem takim, ze kompleks oUdo’ jest petnym podkompleksem
T bedgcym zawieszeniem Sciany A oraz kompleks o U o’ rozspaja brzeg OT , to
3-sympleks o’ rozspaja brzeg OT .

DowOD. Zanim przejdziemy do wtasciwego dowodu, zauwazmy, ze chcemy pozby¢
sie ze zbioru separujacego zbioru t(o, A), dokonujemy tego spychajac go na t(o, A)N
A. Jezeli zbior t(o, A)NA jest pusty, to zbior t(o, A) sklada sie z jednego wierzchotka
i teza jest oczywista. W przeciwnym przypadku mamy, ze kompleks t(o, A) jest
symplicjalnym stozkiem nad kompleksem t(o, A)NA, co ze spojnosci tego ostatniego
pokazuje, ze istnieje retrakcja deformacyjna z przestrzeni t(o, A) na jej podprzestrzen
t(o, A) N A. To daje retrakcje deformacyjna przestrzeni 97 \ A na podprzestrzen
0T \ o, a w przypadku (ii) dodatkowo retrakcje deformacyjna przestrzeni 97 \ o na
podprzestrzei 97 \ (o Uo’). O

Strategia dowodu nieseparowalnosci kompleksami wymiaru 3 polega na wskaza-
niu kazdemu 3-sympleksowi o pewnej jego dwuwymiarowej $ciany A, a nastepnie
kazdemu 2-sympleksowi wewnetrznemu A pewnego zawierajacego go 3-sympleksu
oa tak, by pary (0,A,) i (oa,A) spelnialy zalozenia Faktu 5.15. Wowczas dowod
nieseparowalnosci kompleksami wymiaru 3 przebiega w nastepujacy sposob. Jezeli o
jest 3-sympleksem kompleksu 7~ rozspajajacym brzeg 07, to z Faktu 5.15(i) wynika,
ze, zdefiniowana powyzej, jego dwuwymiarowa $ciana A, rozspaja brzeg 97 , a to
wykluczyliSmy w poprzedniej czeéci dowodu. Jezeli 7 jest podkompleksem 7~ beda-
cym zawieszeniem 2-sympleksu A, ktory rozspaja brzeg 07, to 3-sympleks oa jest
jednym z sympleksow kompleksu 7, oznaczmy przez ¢’ drugi z 3-sympleksow kom-
pleksu 7. Wowczas z Faktu 5.15(ii) wynika, ze 3-sympleks ¢’ rozspaja brzeg 07, a to
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powyzej wykluczyliémy. Ponizej wskazujemy pewne pary (o, A) oraz odpowiadajace
im przestrzenie t(o, A). Te pary majg by¢ parami wymaganymi w opisie na poczatku
tego paragrafu. Wskazywanie par (o, A) w ponizszym opisie przebiega w kolejnosci
etapu konstrukeji, w ktérym powstal sympleks o. Jako proste ¢wiczenie dla czytel-
nika pozostawiamy sprawdzenie, ze wskazane pary spelniaja zalozenia Faktu 5.15
oraz zweryfikowanie, ze istotnie wszystkim $cianom wewnetrznym zostata wskazana
para. Polecamy patrze¢ na Rysunek 5.3.

(el) Slad dowolnego (el)-3-sympleksu o na brzegu 7 to 4 (izolowane) punkty, w
szczegolnosci t(o, A) to 1 punkt dla dowolnej (el)-sciany A (el)-sympleksu o.

(e2) Do dowolnego (e2)-3-sympleksu o i (e2)-$ciany A, wzdluz ktorej przylega do

-3-sympleksu mamy, ze t(o, A) jest pojedyncza krawedzia.

(e3) Rozwazmy dowolny (e3)-3-sympleks o. Dla jego (e3)-Sciany A dotykajacej
rownika mamy, ze t(o, A) jest pojedyncza Sciang. Rozwazmy teraz dowolna
(e2)-sciane A', wzdtuz ktorej (e3)-3-sympleks o graniczy z pewnym (e2)-3-
sympleksem. Jezeli ¢ ma dwie Sciany zewnetrzne, t(o, A’) to dwie sasiednie
Sciany. Jezeli 0 ma jedna Sciane zewnetrzna, t(o, A’) to pojedyncza $ciana.
Niech o bedzie dowolnym -3-sympleksem, a /A jego -Sciana, wzdluz
ktorej przylega do innego -3-sympleksu. Mamy 3 przypadki potozenia sym-
pleksu o w kompleksie 7, otrzymujemy ze t(o, /A) jest albo pojedyncza krawe-
dzia, albo pojedyncza $ciana, albo dwiema sasiednimi $cianami.

(e5) Niech o bedzie (e5)-3-sympleksem, a A jego (e3)-§ciana, wzdtuz ktorej grani-
czy z pewnym (e3)-3-sympleksem. Wowczas t(o, A) jest pojedyncza $ciana.

(e6) Dla dowolnego (e6)-3-sympleksu o i jego $ciany A, ktora jest wewnetrzna,
mamy ze t(c, A) to dwie sasiednie Sciany.

Flagowosé. Rozwazmy graf pelny o n wierzchotkach zawarty w 1-szkielecie 7 (1),
ktory nie rozpina sympleksu. Na mocy sprawdzonych warunkéw, n > 5. Zatem w
1-szkielecie 71 znajduje sie graf Ks, co rowniez wykluczylismy. O

UwAGA 5.16. Konstrukcja triangulacji 7~ w istocie, poprzez niewielka jej modyfi-
kacje, dostarcza nieskoniczonej rodziny triangulacji dysku D? zadajacych prostokatne
grupy Coxetera o brzegu homeomorficznym z krzywa Mengera. Ustalmy n > 2. W
etapie (el) bierzemy join cyklu dlugosci 4n z krawedzia, etapy (e2)— pozosta-
wiamy bez zmian, a etapy (e5) i (e6) przeprowadzamy tak, by wzér przypomina-
jacy wM, pojawiajacy sie wokél réwnika, zostal powtérzony n-krotnie (dla n = 2
otrzymamy triangulacje 7). Dowod poszczegdlnych wlasnosci przebiega niemalze
bez zmian i nie bedziemy go opisywa¢. Na przyktad fragment o nieseparowalnosci
korzysta z tego, ze rownik jest dtugosci wiekszej niz 4, i z postaci pewnych matych
fragmentow rozwazanej triangulacji, ktore to nie zalezg od n.
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