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Wstep

Gléwnym celem tej pracy jest przedstawienie elementarnego dowodu lematu z
listu Harolda Scotta Coxetera do Mauritsa Cornelisa Eschera. Do zrozumienia go
wystarczy znaé twierdzenie Pitagorasa oraz twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa, co sprawia, ze cale rozumowanie jest przystepne dla uczniow liceum
oraz studentow. Twierdzenie to brzmi nastepujaco:

Twierdzenie: Jesli mamy okrgg C o Srodku w punkcie O i promieniu R oraz
rozny od O punkt A wewngtrz okregu, to Srodki okregow ortogonalnych do okregu C,
przechodzgcych przez A, bedq leZaly na prostej nieprzecinajgcej C.

Przed przedstawieniem powyzszego twierdzenia, czytelnik w pierwszym roz-
dziale moze zapoznac sie z elementami niezbednymi do przeprowadzenia dowodu,
a w kolejnych dwoch rozdziatach poznaje jego kontekst.

W pierwszym rozdziale przedstawiona jest definicja okregdéw ortogonalnych oraz
ich podstawowe cztery wlasnosci. W rozdziale drugim czytelnik moze zapoznaé
sie z pojeciem geometrii nieeuklidesowej oraz dowiedzie¢ sie, czym rézni sie ona
od geometrii euklidesowej. W tym rozdziale jest takze przedstawiony model dys-
kowy Poincarégo oraz wyznaczanie w tym modelu punktow, prostych, odcinkéw
oraz pekéw prostych. W tym rozdziale jest tez wyjasnione, jakie znaczenie ma
powyzsze twierdzenie w kontekscie geometrii nieeuklidesowej. W trzecim rozdziale
przyblizona zostaje posta¢ M. C. Eschera, jego prace oraz inspiracje czerpane z ma-
tematyki. Znajduje sie tu rowniez opis korespondencji Eschera z Coxeterem oraz
pierwszy raz przedstawione jest gtowne twierdzenie. Na rozdzial czwarty sktadaja
sie przeprowadzony dowdd tego twierdzenia oraz twierdzenia do niego odwrotnego.



1. Okregi ortogonalne

Przed przejsciem do meritum tej pracy zapoznamy sie z tym, czym sa okregi
ortogonalne oraz jakie sa ich wlasnosci.

Definicja 1.1. Dwa przecinajace sie okregi sa ortogonalne (prostopadle), gdy w
punktach ich przeciecia styczne przecinaja sie pod katem prostym (patrz [I]). Jest
to rownowazne z tym, ze w punkcie przeciecia okregéow kat tworzony miedzy pro-
mieniami poprowadzonymi do tego punktu jest prosty.

Na Rysunku 1.1 znajduja sie prostopadte okregi C'i C” o $rodkach i promieniach
odpowiednio O, O’ oraz r,r'.

Nz ),

Rysunek 1.1: Ortogonalne okregi C, C’.

Wszystkie przedstawione ponizej wtasnosci oraz ich dowody zostana zaprezen-
towane dla dowolnych okregéw ortogonalnych C' i C' odpowiednio o érodkach w
punktach O i O’ oraz promieniach r i r’. Szczegblng cechg takich okregéw jest
to, ze styczna jednego okregu przechodzi przez srodek drugiego, z czego wynika
nastepujaca wtasnoscé:

Wtasnosé 1.2. Okregi C i C' sq ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy suma kwa-
dratow diugosci ich promieni jest rowna kwadratowi odlegltosci miedzy ich Srodkami:

C, C' sa ortogonalne <= r* +r? = |O0'|?.
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Ta wtasnos¢ wynika bezposrednio z twierdzenia Pitagorasa oraz z twierdzenia od-
wrotnego do twierdzenia Pitagorasa - promienie sa przyprostokatnymi, a odcinek
miedzy srodkami okregdéw przeciwprostokatna.

Wtasnosé 1.2. to kluczowa cecha okregéw ortogonalnych, na ktérej bedziemy sie
opiera¢ przez wiekszos¢ tej pracy. Wynikaja z niej takze trzy dodatkowe, pomocni-
cze wlasnoéci, ktére sformutujemy i udowodnimy ponizej.

Wtiasnoéé 1.3. Zaden okrgg prostopadty do okregu C nie przechodzi przez jego
srodek.

Dowéd: Wynika to bezposrednio z réwnosci z Wtasnosci 1.2.
Réwnosé r? + r? = |00')? oznacza, ze r'* = |OO'|* — r?, a poniewaz r > 0, to
r"? < |OO']2. Ostatecznie otrzymujemy

r < 100|.

Promien 7’ jest mniejszy od odlegtoéci miedzy srodkami, z czego wynika, ze okrag
C' nie przechodzi przez srodek okregu C. ]

Witasnosé 1.4. Kazdy okrgg prostopadty do C' ma Srodek na zewngtrz C.

Dowdéd: Udowodnimy to w analogiczny sposob, co Wtasnoéé 1.3, tutaj jednak
bedziemy opiera¢ sie na oszacowaniach dla promienia r. 7Z Wlasnosci 1.2 mamy,
ze r2 = |OO0'|> — r"?. Dlugo$¢ promienia 1’ jest wigksza od 0, z czego wynika, ze
r? < |OO0'|?, czyli otrzymujemy

r < |00/

Promien r jest mniejszy od odlegto$ci miedzy s$rodkami, z czego wynika, ze O’
znajduje si¢ na zewnatrz okregu C. [

Wtasnosé 1.5. Jezeli punkt O’ lezy na zewngtrz okreqgu C, to O jest Srodkiem
doktadnie jednego okregu ortogonalnego do C'.

Dowéd: Szukamy zatem ortogonalnego do C' okregu C’ o érodku w punkcie O'.
Niech r’ bedzie jego promieniem. Pokazemy, ze r’ wylicza si¢ jednoznacznie.

Do wyznaczenia promienia uzyjemy dobrze nam juz znanej rownosci z Wtasnosci

1.2, z ktérej wynika, ze 72 + r"? = |OO'|?. Otrzymujemy z niej v’ = /|00’|2 — r2.
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Zauwazmy, ze skoro O’ znajduje sie na zewnatrz C, to wartos¢ pod pierwiastkiem
jest zawsze dodatnia. Odlegltosé |OO’| oraz dtugosé r sa z gory zadane, wiec powyz-
sza réwnosé jednoznacznie wyznacza r’ - wynika stad, ze istnieje doktadnie jeden
prostopadly do C' okrag o srodku O'. ]

Wrtasnosé 1.5, wraz z Wlasnoscig 1.4, mozemy takze zinterpretowa¢ w nieco inny
sposob - wskazuja one na istnienie wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci miedzy
punktami na zewnatrz danego okregu a $rodkami okregéw ortogonalnych do tego
okregu. Oznacza to, ze dla danego okregu punkt na zewnatrz niego wyznacza okrag
do niego ortogonalny, a okrag ortogonalny wyznacza punkt na zewnatrz danego
okregu.



2. Model dyskowy Poincarégo

Skoro wiemy juz, czym sa okregi ortogonalne oraz jakie sa ich szczegoélne cechy,
w tym rozdziale zapoznamy sie z pojeciem geometrii nieeuklidesowej oraz sposo-
bem przedstawiania jej za pomoca tzw. modelu dyskowego Poincarégo. Aby lepiej
zrozumie¢ te pojecia, musimy cofnaé sie do poczatkow geometrii.

Za ojca geometrii powszechnie uznaje sie Euklidesa z Aleksandrii, greckiego
matematyka zyjacego w IV i III wieku p.n.e. Okolo roku 300 p.n.e napisat on
swoje najbardziej znane dzieto - ,FElementy”, czyli najstarszy znany nam wyktad
z zakresu geometrii oraz arytmetyki, w ktérym przedstawit cala éwcze$nie znang
Grekom wiedze za pomoca aksjomatow oraz dedukeji. Jest to pierwszy znany tekst
opracowany metodg aksjomatyczna, czyli przez postulowanie poje¢ pierwotnych i
wykorzystywanie ich w dowodzeniu, ktory mimo odkrytych wieki pdézniej luk miat
niewatpliwie ogromny wplyw na rozwéj geometrii jako nauki (wiecej w [2]).

Za najwazniejszy fragment uznaje sie przedstawienie pieciu aksjomatoéw w ksie-
dze I, na ktoérych Euklides opierat cate swoje dalsze rozumowanie. Brzmia one
nastepujaco (patrz [3]):

I. Mozna poprowadzi¢ prosta od dowolnego punktu do innego dowolnego punktu.
I1. Ograniczong prosta mozna dowolnie przedtuzy¢.

I11. Z dowolnego punktu mozna zaznaczy¢ okrag o dowolnym promieniu.

IV. Wszystkie katy proste sg réwne.

V. Jesli punkt A nie lezy na prostej m, to istnieje doktadnie jedna prosta prze-
chodzaca przez A i nieprzecinajaca m.

Definicja 2.1. Geometria euklidesowa to geometria speliajaca aksjomaty [-V.

Ostatni postulat nazywany jest aksjomatem réownoleglosci. Zauwazmy, ze
wyroznia si¢ on sposrod pozostatych postulatow - jest to jedyny aksjomat odno-
szacy sie do calej prostej, pozostate odnosza sie do jej ograniczonej czesci lub figur
geometrycznych. Przez setki lat matematycy prébowali udowodnié jego prawdzi-
wos¢ z uzyciem pozostatych aksjomatow, a gdy to nie dawalo zadnych rezultatow,
powstato pytanie, czy jest on prawdziwy oraz co stanie si¢ po uzyciu w zamian
jego negacji. Badania te doprowadzily do powstania nowej gatezi geometrii, czyli
geometrii nieeuklidesowej, zwanej obecnie hiperboliczna. Roéznica miedzy nia a
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geometria euklidesowa polega na tym, ze V aksjomat zastepowany jest aksjoma-
tem Lobaczewskiego, nazwanym od nazwiska odkrywcy geometrii nieeuklidesowej
Nikotaja f.obaczewskiego.

Aksjomat Y.obaczewskiego: dla pewnego punktu A nielezgcego na prostej m
istniejg co najmniej dwie rézne proste mq, ms przechodzace przez A i roztgczne z
m.

Definicja 2.2. Geometria hiperboliczna to geometria spetniajaca aksjomaty I-IV
oraz aksjomat f.obaczewskiego.

Definicja 2.3. Dowolny zbiér punktéw wraz z rodzing podzbioréw zwanych pro-
stymi i odlegtoscia geometryczna, spetniajacy aksjomaty [-IV oraz aksjomat Loba-
czewskiego nazywamy modelem plaszczyzny hiperbolicznej.

Geometrie euklidesowa poznaliémy w pierwszych latach edukacji, mamy do czy-
nienia z nia na co dzien i jest ona dla nas najbardziej naturalna. Geometria hi-
perboliczna jest nieco mniej intuicyjna, trudniej tez przedstawi¢ opisywang przez
nia pltaszczyzne. Jednym z najczesciej przywotywanych modeli jest odkryty w 1882
roku i nazwany od nazwiska twércy model dyskowy Poincarégo.

Ptaszczyzna jest na nim przedstawiona jako wnetrze jednostkowego okregu D
(patrz [4]):

D= {(x,y): 2*> +y* < 1}.

Narysujmy okrag C' o promieniu 1 jak na Rysunku 2.1. Bedziemy na nim zazna-
czac rozne elementy geometryczne, aby lepiej przyblizy¢ taki sposob przedstawiania
geometrii hiperbolicznej. Punkty na ptaszczyznie nieeuklidesowej zaznacza si¢ tak
samo jak na euklidesowej. Na Rysunku 2.1 zaznaczony jest punkt A. Nieco inaczej
przedstawia si¢ proste - sa one zaznaczane na plaszczyznie jako dowolne Srednice
okregu C' lub jako tuki wewnatrz C' dowolnych okregéow ortogonalnych do C. Za-
znaczmy wiec na Rysunku 2.1 prosta [ przechodzaca przez $rodek O okregu C' oraz
fragment k okregu ortogonalnego do C| ktéry takze jest prosta w tym modelu.

Rysunek 2.1: Proste k i I w modelu dyskowym Poincarégo.



W analogiczny sposéb wyznaczamy w tym modelu odcinki, czyli fragmenty pro-
stych miedzy dwoma réznymi punktami. Skoro wiemy juz, jak zaznacza sie punkty
oraz proste w naszym modelu ptaszczyzny nieeuklidesowej, potaczmy te dwa ele-
menty - przerysujmy Rysunek 2.1 ponownie jako Rysunek 2.2 i zaznaczmy na nim
odcinki na prostych [ i k.

Rysunek 2.2: Odcinki AB i C'D w modelu dyskowym Poincarégo.

Dowolne wielokaty wyznaczamy analogicznie jak na ptaszczyznie euklidesowej -
rysujemy odcinki migdzy punktami przecigcia prostych. Ponizej znajduje si¢ Rysu-
nek 2.3, na ktérym w okregu C' jest narysowany przyktadowy nieecuklidesowy trojkat
o wierzchotkach K, L, M.

T .

e ™.
M
/ N

e N

K L

Rysunek 2.3: Trojkat o wierzchotkach K, L i M w modelu dyskowym Poincarégo.

Skoro wiemy, jak wygladaja proste, mozemy przej$¢ do pokazania, ze aksjomat
Lobaczewskiego zachodzi na rozwazanej ptaszczyznie. Wykonamy w tym celu ko-
lejny rysunek - narysujmy jednostkowy modelowy okrag C'i zaznaczmy w jego wne-
trzu prosta k. Nastepnie narysujmy 2 okregi ortogonalne do C', takie ze przecinaja
sie wewnatrz C' i nie przecinaja sie z k. Zaznaczmy punkt ich przeciecia czerwo-
nym kolorem i nazwijmy go A. tuki powyzszych ortogonalnych do C' okregéw,
ktére znajduja sie wewnatrz C, nazwijmy m i m' oraz zaznaczmy je na niebiesko.
Wszystkie omowione elementy mozemy zobaczy¢ na ponizszym Rysunku 2.4.
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Rysunek 2.4: Proste m, m’ przecinajace sie w punkcie A oraz prosta k w modelu dyskowym
Poincarégo.

Rysunek 2.4 idealnie obrazuje spetnianie aksjomatu f.obaczewskiego na ptasz-
czyznie nieeuklidesowej - obie proste m i m’ przecinaja sie w punkcie A, a przy tym
nie maja z prosta k zadnych punktéw przeciecia.

Skoro poznaliémy juz obie mozliwosci przedstawienia prostych w tym modelu,
mozemy zadacé sobie pytanie, jak wyglada w nim pek prostych.

Definicja 4.4. Pek prostych to nieskonczony zbior prostych przechodzacych przez
ustalony punkt.

W modelu dyskowym musimy rozwaza¢ dwa rodzaje punktow. Zacznijmy od
srodka O okregu C' tworzacego model. Z Wtasnoéci 1.3. wiemy, ze zaden okrag
prostopadly do okregu C' nie przechodzi przez jego $rodek, czyli jedyne proste,
ktore przechodza przez srodek C' to jego Srednice. Jest to pokazane na ponizszym
Rysunku 2.5.

Rysunek 2.5: Proste przechodzace przez srodek O w modelu dyskowym Poincarégo.

Rozwazmy teraz drugi rodzaj punktow, czyli wszystkie punkty wewnatrz okregu
C inne od érodka O. Przez ustalony punkt A wewnatrz C przechodzi nieskonczenie
wiele okregéw ortogonalnych C, ale aby otrzymaé pek prostych w A musimy do
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tukéw tych okregow ortogonalnych dodac srednice okregu C', ktora przechodzi przez
A. Istnieje doktadnie jedna taka Srednica. Przyktadowe proste w modelu dyskowym
Poincarégo przechodzace przez punkt A sg zobrazowane na Rysunku 2.6.

T
T N
e N
Oe ‘:
//ﬁﬁ; /F/_\\

Rysunek 2.6: Proste przechodzace przez punkt A w modelu dyskowym Poincarégo.

Zauwazmy, ze do konstrukcji okregéw, ktorych tuki stanowia pek taki jak na
Rysunku 2.6, przydatne jest gtéwne twierdzenie omawiane w tej pracy. Zgodnie z
nim te okregi maja srodki na pewnej prostej k nieprzecinajacej modelowego okregu
C. Majac te prostg k, tatwo nakresli¢ tuki okregéw stanowigce proste z tego peku.

Skoro wiemy juz, czym sa okregi prostopadte oraz jak tacza sie one z modelem
dyskowym Poincarégo, przejdzmy do meritum i zapoznajmy sie¢ z gtéwnym przed-
miotem tej pracy, czyli lematem z listu Coxetera do Eschera.
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3. Korespondencja Coxetera z Escherem

Matematyka od lat fascynuje nie tylko umysty sciste, ale takze artystow. Zwtasz-
cza geometria, jako najbardziej przystepna wizualnie gataz matematyki, inspirowata
wielu tworcéw. Jednym z najczesSciej wymienianych jest holenderski malarz i gra-
fik Maurits Cornelis Escher. Do najbardziej charakterystycznych jego prac naleza
parkietaze, czyli ptaszczyzny pokryte wielokatami, ktore nie zachodza na siebie.
Ponizej znajduje sie jeden ze szkicow takiego parkietazu, na ktorym ptaszczyzna
pokryta jest dwukolorowymi rybami (wiecej na oficjalnej stronie [3]).

Inihmt Spsben. TPr  Lypa s

Rysunek 3.1: Szkic parkietaza wykonany przez M.C Eschera.

Poczatkowo mato ktory matematyk znat tworczosé Eschera, zmienito sie to jed-
nak za sprawa Miedzynarodowego Kongresu Matematykdéw zorganizowanego w 1954
r. w Amsterdamie. Podczas wydarzenia zorganizowano wystawe jego prac i poka-
zano szerokiej publiczno$ci miedzy innymi rzezbione kule oraz rysunki zwiazane z
symetrig. Jednym z uczestnikow kongresu byt Harold Scott Coxeter, kanadyjski
matematyk specjalizujacy si¢ w geometrii. Po powrocie do Kanady napisal do
Eschera list, w ktorym wyrazit uznanie dla jego prac. Trzy lata pdzniej odezwal sie
do Holendra ponownie, tym razem z pro$ba o wykorzystanie rysunkéw Eschera w
artykule o symetrii na plaszczyznie euklidesowej, w modelu dyskowym Poincarégo
oraz na powierzchni kuli. Escher zgodzit sie bez wahania, a po otrzymaniu gotowego
artykutu odpisal Coxeterowi, ze ,niektore ilustracje w tekscie, zwlaszcza rysunek 7
na stronie 11, wywolaly we mnie spory szok” ([7] str. 712). Rekonstrukcja tego
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rysunku wraz z zaznaczonymi przez artyste punktami oraz prostymi znajduje sie
ponizej na Rysunku 3.2.

Rysunek 3.2: Rekonstrukcja rysunku 7 z artykutu Coxetera.

Hiperboliczny parkietaz wypelniajacy koto, z trojkatnymi kafelkami zmniejsza-
jacymi i powtarzajacymi sie teoretycznie w nieskoniczonos¢ w obrebie figury, byty
doktadnie tym, czego szukal Escher, aby uchwyci¢ nieskoniczonos¢ w skonczonej
przestrzeni. Poznany w ten sposéb model model dyskowy Poincarégo miat bardzo
duzy wplyw na tworczosé artysty. Okazato sie, ze przez lata matematycy wypet-
niali go parkietazem tréjkatéw, a Escher znalazt w tych rysunkach bogate zrodto
inspiracji. Zaczat eksperymentowac z wypelnianiem modelu dyskowego rozmaitymi
wielokatami, tak jak robit to z ptaszczyzna euklidesowa.

Zainspirowany powyzszg ilustracja, przy uzyciu liniatu i cyrkla Escher stworzyt
Circle Limit I - pierwszy z serii czterech drzeworytéw, w ktorym probowal przed-
stawi¢ nieskonczenie malejace figury na modelu dyskowym Poincarégo. Nie byt
jednak usatysfakcjonowany swoja konstrukecja, dlatego wystat do Coxetera schemat
pracy, rysunek 7 z zaznaczonymi punktami i prostymi oraz list z prosba o proste
wyjasnienie, jak skonstruowaé kolejne okregi, ktérych promienie maleja, a $rodki
coraz bardziej zblizaja si¢ od zewnatrz do okregu tworzacego model. Odpowiedz
matematyka nie do konca byta tym, czego Escher oczekiwal. Spodziewal sie, ze
otrzyma jasne rozwigzanie problemu, a zamiast tego Coexeter odestal schemat z
zaznaczonymi na czerwono punktami i prosta, a w lisScie dodal opis swoich notatek:
s Punkt zaznaczony na Twoim rysunku (jako czerwone 0”7 z tylu strony) lezy na
3 okregach, ktorych srodki to punkty 1, 4 i 5. A zatem te Srodki lezg na prostej
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(lekko zarysowanej czerwonym kolorem), a czwarty okrgg przechodzgcy przez czer-
wony punkt musi mieé Srodek na tej samej czerwonej linii” ([7] str. 712). Na
Rysunku 3.3 znajduje si¢ rekonstrukcja diagramu Eschera wraz z zaznaczonymi
przez Coxetera punktami i prosta.

VR Ty Y WA \ I v =
4ol Wl AN 3 - —|24
1 N SAS | N
N \.“_{\ —— —~ ?‘q\\. N
3 H o= N 3
\ AT )
A ;,\ N
S | o SN 5
N ”\\\\
AR
Sqi _ % 3
4 - 4
E 4
2 3\% 2
Based\on AB = side of square,
in circlg with centre C, and radius CE
Radius CE =\radius D1, with centre 1

Rysunek 3.3: Rekonstrukcja diagramu Eschera z notatkami Coxetera (stworzona przez
autora artykutu [6])

Escher nie mial wyksztatcenia matematycznego i mimo Swietnej intuicji oraz
korzystania z matematyki (zwlaszcza geometrii) w swoich pracach, wielokrotnie
powtarzal, ze nie posiada jakiejkolwiek zdolnosci rozumienia tej nauki. Dla niego
matematyka byta tym, z czym spotkal sie w szkolnej tawce - symbolami, wzorami
i zadaniami z podrecznikéw (wiecej w [7]). Mimo tej niecheci dalej wspotpracowal
z Coxeterem i prébowal zrozumieé wskazéwki, ktore od niego otrzymywat (co na-
zywal ,Cozeterowaniem”). W latach 1959-1960 Escher stworzyl pozostate prace
z serii Circle Limit. Za najbardziej dokladng uznaje sie trzecia, przedstawiajaca
wyskakujace z wody roznokolorowe ryby. Clircle Limit 11l znajduje sie ponizej na
Rysunku 3.4. Po zobaczeniu tego drzeworytu Coxeter napisal na jego temat trzy-
stronicowy list, peten matematycznych symboli i odniesien do tekstéw. Escher po
jego przeczytaniu powiedzial do syna: , Trzy strony wyjasnienia tego, co zrobitem...
Jaka szkoda, Ze nic z niego nie rozumiem, absolutnie nic ...” ([7] str. 713).
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Rysunek 3.4: M. C. Escher Circle Limit III (wigcej w [5])

Mozemy zaczaé sie zastanawiaé, czy jestesSmy w stanie udowodni¢, ze wskazdéwka
z listu Coxetera do Eschera jest prawda, a jezeli tak, to w jaki sposéb to pokazac.
Do udowodnienia tego lematu potrzebujemy jedynie wiedzy o geometrii hiperbo-
licznej nabytej w poprzednim rozdziale oraz podstawowej wiedzy geometrycznej
ze szkoly. Schemat stworzony przez Eschera jest modelem geometrii hiperbolicz-
nej, czyli zaznaczone na nim tuki to fragmenty okregéw ortogonalnych do duzego
okregu. Wynika z tego, ze ten lemat mozemy réwnowaznie zapisa¢ jako nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Jesli mamy okrgg C' o $rodku w punkcie O i promieniu R oraz
rozny od O punkt A wewngtrz okregu, to Srodki okregow ortogonalnych do okregu C,
przechodzgcych przez A, bedqg leZaly na prostej nieprzecinajgcej C'.

Gléwnym celem tej pracy jest podanie elementarnego dowodu Twierdzenia 3.1.
Poprzednie rozdziaty dotyczace ortogonalnosci okregéw oraz geometrii nieeuklide-
sowej byly wstepem, niezbednym do zrozumienia Twierdzenia 3.1. Skoro jednak
mamy calyg wiedze, ktérej potrzebujemy, przejdzmy do kolejnego rozdziatu, w kto-
rym pokazemy, ze lemat z listu Coxetera do Eschera jest prawdziwy.
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4. Dowdd lematu

Skoro omoéwilismy juz wszystkie niezbedne elementy, przejdzmy do dowodzenia
lematu z listu, czyli Twierdzenia 3.1. Udowodnimy je w obie strony - najpierw po-
kazemy, ze dla okregu oraz punktu wewnatrz okregu niebedacego srodkiem $rodki
okregow ortogonalnych do okregu i przechodzace przez punkt leza na prostej. W
drugiej czesci tego rozdziatu udowodnimy, ze dla danej prostej nieprzecinajacej da-
nego okregu okregi o srodkach na niej ortogonalne do danego okregu przecinaja
sie w punkcie wewnatrz tego okregu, ktory nie jest jego srodkiem. Zacznijmy od
powtorzenia sformutowania Twierdzenia 3.1.

Twierdzenie 4.1. Jesli mamy okrgg C o Srodku w punkcie O @ promieniu R oraz
rozny od O punkt A punkt A wewngtrz okregu, to Srodki okregow ortogonalnych do
okregu C, przechodzgcych przez A, bedqg lezaty na prostej nieprzecinajgcej C'.

\

Rysunek 4.1: Okrag C' i punkt A.

Dany w Twierdzeniu 4.1 okrag oraz punkt sg zobrazowane na powyzszym Ry-
sunku 4.1. Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 4.1, wyznaczmy kilka po-
mocniczych elementéw, ktére narysujemy na Rysunku 4.2. Zacznijmy od wyzna-
czenia prostej m przechodzgcej przez punkty O oraz A. Na m znajdziemy punkt
P, ktoéry bedzie srodkiem okregu C'p o promieniu rp, ortogonalnego do okregu C' i
przechodzacego przez punkt A. Powstaje pytanie - jak wyznaczy¢ ten punkt?
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Skorzystamy z tego, ze znamy dtugo$é promienia R i odlegto$é |OA|. Z wlasnosci
okregéw ortogonalnych wiemy, ze |OP| = y/r% + R?. Zauwazmy ze, ze skoro punkt
A znajduje si¢ wewnatrz okregu oraz na prostej |OP|, to |OP| = |OA| + |AP|, co
réwnowaznie mozemy zapisaé jako |OP| = |OA| + rp.

Otrzymujemy zatem nastepujaca rownos¢:
R? +rp = (|OA] +rp)?,
ktora réwnowaznie mozemy zapisaé jako

R+ 1% =|OAP? +2 -1p-|OA| +1%.

R2—|OA2
2]0A4]
promien tego okregu oraz wiemy, na jakiej prostej lezy i przez ktory punkt przecho-

Otrzymujemy z niej dtugo$¢ promienia okregu C), : rp = . Skoro znamy
dzi, to mozemy zaznaczy¢ jego $rodek. Oprocz narysowania tego okregu przepro-
wadzimy tez prosta k prostopadia do m, przechodzaca przez P. Pomoze nam ona
w ustaleniu potozenia pozostatych okregéw prostopadtych do C', przecinajacych sie
w punkcie A. Wszystkie opisane elementy znajduja sie na Rysunku 4.2.

Rysunek 4.2: Ortogonalne okregi C' i Cp oraz proste k i m.

PrzejdZzmy teraz do pokazania, ze jezeli okrag ortogonalny do okregu C' przecho-
dzi przez A, to $rodek tego okregu lezy na k. Wezmy w tym celu dowolny rézny od
P punkt O', ktory jest érodkiem okregu C’ prostopadtego do C' i przechodzacego
przez A. Pokazemy, ze O lezy na k.
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Ta teza jest bardziej zrozumiata, gdy przedstawi sie ja na osobnej ilustracji. W

tym celu wykonajmy Rysunek 4.3, na ktérym znajduje si¢ trojkat o wierzchotkach
0,0, P.

A O’

Rysunek 4.3: Tréjkat o wierzchotkach O, 0’ P.

Dowéd Twierdzenia 4.1: Skorzystajmy z ortogonalnosci C’ i C. Otrzymujemy
z niej réwnosé

00> = R? + |AO']2.

Z prostopadtoéci Cp oraz C wiemy, ze |OP|*> = R* + r%. Z tej réwnosci mozemy
wyliczy¢ R? postaci

R*=|0P]? — |AP|?.
Po podstawieniu R? do réwnosci okreslajacej |OO'|? otrzymujemy
|O0']? = |OP]? — |AP|? + |AO')?,
co rOwnowaznie mozemy zapisac jako
|O0'|? — |OP|? = |AO'|? — |AP|*.

Te réwnosé mozemy przedstawic¢ jako uktad rownan z niewiadoma a:

a=|00'12 - |OPP
a = |AO'|? — |APP?

Réwnowaznie zapiszemy go w postaci

00| = a +|OP?
JAO']2 = a+ |AP]?
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7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze dla dodatniego a
istnieja dwa prostokatne tréjkaty odpowiednio o bokach dtugosci v/a, |OO’|,|OP)|
oraz \/a,|AP|,|AO'| i kacie prostym miedzy bokami dlugosci odpowiednio /a i
|OP| oraz v/a i |AP].

Skoro sa to tréjkaty, to prosta o dtugosci v/a jest odcinkiem miedzy punktami P
i O'. Wynika z tego, ze kat ZOPQO’ jest prosty, czyli punkt O’ lezy na prostej
k. Konczy to dowodd Twierdzenia 4.1, poniewaz pokazalismy, ze $rodki wszystkich
okregéw ortogonalnych do C' przechodzacych przez A leza na k. [

Przeprowadzimy teraz dowdd twierdzenia odwrotnego do Twierdzenia 4.1, kté-
rego teza brzmi nastepujaco:

Twierdzenie 4.2. Niech k bedzie dowolng prostq nieprzecinajgcqg C. Wowcezas
wewngtrz okregu C' znajduje sie punkt A, taki, ze kazdy ortogonalny do C okrgg o
srodku na prostej k nieprzecinajgcej C' przechodzi przez A. Ponadto punkt A jest
inny od srodka O okregu C'.

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 4.1, zaczniemy od wyznaczenia pomoc-
niczych elementow oraz zilustrowania ich. Narysujmy wiec okrag C' o srodku O i
promieniu R oraz nieprzechodzaca przez C' prosta k. Przeprowadzmy prosta m od
punktu O, prostopadly do k w punkcie P przeciecia k i m oraz ortogonalny do C'
okrag C'p o srodku w tym punkcie. Dtugosé jego promienia wyznaczymy z dobrze
znanej wlasnosci okregéw prostopadtych i wynosi ona rp = 1/|OP|? — R2.

Skoro szukamy punktu przeciecia wszystkich okregéow o srodkach na k, to na
pewno ten punkt przeciecia bedzie znajdowal sie na Cp, czyli w odlegtoéci rp od
P. Dobrym kandydatem na niego jest punkt przeciecia m i Cp, oznaczmy wiec
go jako A i pokazmy, ze kazdy okrag ortogonalny do C, ktérego érodek lezy na
k, przechodzi przez A. Wszystkie wymienione powyzej elementy znajduja si¢ na
Rysunku 4.4.

Sprawdzmy jak potozony wzgledem O jest punkt A. Zauwazmy, ze |PO| =
|OA| + |AP|, co réwnowaznie mozemy zapisaé jako |OA| = |OP| —rp. Korzystajac
z ortogonalnosci C' i Cp, te réwnos¢ mozemy przedstawi¢ w postaci

|OA| =\/r% + R? — rp. (4.1)

Do dalszych rozwazan zwigzanych z powyzszym réwnaniem potrzebujemy le-
matu zwigzanego z suma elementéw pod pierwiastkiem.

Lemat 4.3. Dla dowolnych dodatnich liczb a © b zachodzi nastepujgca nierownosc:

Va+b < ya+ Vb
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Rysunek 4.4: Ortogonalne okregi C' i Cp.

Dowéd: Dla dowolnych wartosci a,b > 0 pierwiastek v/a + b moge przedstawié
jako:

VaTb=/(Va+vb)? = /(va)? +2y/avb+ (V)2 = \Ja + 2Vab +b.

A skoro a,b > 0, to ab > 0, czyli

Va+Vb=a+2vab+b>a+b.

Korzystajac z Lematu 4.3, z réwnoéci (1) otrzymujemy

Vih 4+ R2 —rp < /15 +VR2 —rp,

z czego wynika, ze |OA| < R, czyli A znajduje sie wewnatrz C' i nie jest jego
srodkiem.

7 powyzsza wiedza przejdzmy do dowodzenia Twierdzenia 4.2. Pokazemy, ze
dowolny okrag o érodku na k, ortogonalny do C', przechodzi przez punkt A, czyli,
ze |O'A| = r'. Wezmy ortogonalny do C okrag C” o srodku w dowolnym punkcie O
na k oraz promieniu . Powstaly w ten sposéb tréjkat ortogonalny o wierzchotkach
O, O’, P przedstawiony jest na Rysunku 4.5.
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Rysunek 4.5: Tréjkat o wierzchotkach O, 0’ P.

Dowéd Twierdzenia 4.2: 7 prostopadtosci C' i C" wiemy, ze
|OP|? =" + R?, (4.2)
a z ortogonalnosci C' oraz Cp otrzymujemy
00| =" + R*. (4.3)
Z twierdzenia Pitagorasa i kata prostego ZO PO’ wynika, ze:
|00'| = |OP|* + |PO'|2. (4.4)

Po podstawieniu (2) i (3) do (4) otrzymujemy 72 + R?> = r% + R? + |PO'|?, co
rownowaznie mozemy zapisa¢ jako

P2 = |APJ + |PO'2.

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze istnieje prostokatny
tréjkat o bokach dtugosci /', |AP|,|PO’| i kacie prostym miedzy bokami dtugosci
AP i |PO’|. Skoro jest to tréjkat, to odcinek dtugosci r' lezy miedzy punktami
A i O, czyli okrag C' przechodzi przez punkt A. Oznacza to, ze przecinaja sie
tam wszystkie ortogonalne do C' okregi o srodkach na prostej k, co konczy dowdd
Twierdzenia 4.2. ]
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