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Wstep

(lelem niniejszej pracy jest obliczenie diugodci tuku, krzywizny oraz po-
la wycinka dla kazdej z krzywych kotowych w dwuwymiarowej geometril
hiperbolicznej, przy zastosowaniu elementarnych narzedzi matematycznych.
Najbardziej zaawansowanym spoérod nich wydaje sie by¢ obliczanie granic
ciggow 1 funkeji. Elementarnoéé ta czyni prace zrozumiala dla szerszego grona
zainteresowanych i jednoczesnie wskazuje glownych jej adresatow, a miano-
wicie studentéw specjalnosci nauczycielskiej oraz mtodziez szkolng,.

Wazelkie obliczenia prowadzone sg W modelu polptaszezyznowych geo-
metrii hiperbolicznej, ktéry w niezbednym zakresie zostal opisany w rozdzia-
le "Wiadomoéci wstepne”. Kolejne trzy rozdziaty to szczegolowe wyliczenia
atrybutéw krzywych kotowych. Ostatni rozdzial »Jwagl koncowe” przedsta-
wia trzy spostrzezenia dotyczace wszystkich krzywych kolowych jednocze-

énie.

Przy pisaniu tej pracy autor postugiwal sig jedynie wyktadem prof. Jacka
Swigtkowskiego " Podstawy geometrii i geometrie nieeuklidesowe”, na podsta-
wie ktorego zostal zredagowany rozdziat ? Wiadomogci wstepne”. Pozostalte
sasadnicze dla tej pracy rozdziaty powstaly bez odwolywania sie¢ do innych
srodet. Podana na koncu literatura ma wiec charakter uzupelniajacy.

Szezegdlne podzigkowania autor sktada opiekunowi swojej pracy magi-
sterskiej Profesorowi Jackowi Swigtkowskiemu za zainteresowanie autora te-
matem pracy oraz pomoc merytoryczng i edytorska, ktorej efektem jest osta-

teczna wersja tej pracy.




1. Wiadomosci wstepne

Zanim przejdziemy do meritum tej pracy, zapoznamy si¢ wezeéniej z funk-
cjami hiperbolicznymi, modelem poiplaszezyznowym dwuwymiarowe] geo-
metrii hiperbolicznej oraz definicjami dtugosei i krzywizny krzywej. Wiado-
modci tu zawarte maja w duzej mierze charakter informacyjny, a nie badaw-
czy, stad niektore fakty podane sa bez uzasadnienia.

1.1. Funkcje hiperboliczne

Definicja 1.1.1. Punkcje hiperboliczne przeksztatcajgee 2bér R w stebie de-
fintujemy jak ponizej

T _ T
sinh(z) = S—2i4,
eﬂ: + e—m
i =
cosh(z) g
e —e "

tgh(z) = = ‘I

8:;: + ef.?)
i nazywamy je odpowiednio sinusem hiperbolicznym, cosinusem hiperbolicz- “
nym, tangensem hiperbolicznym oraz cotangensemn hiperbolicznym. ‘

Nietrudno wyprowadzié ponizsze whasnodci tak zdefiniowanych funkeji: |

sinh(z)
tgh(z) = coahlzY! |
o}

cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

Dla wszystkich funkeji hiperbolicznych definiujemy tez na ich zbiorach war-
todci funkcje odwrotne. Ich nazwy powstaja analogicznie jak nazwy funkcji |
odwrotnych do funkcji trygonometrycznych. Mamy zatem: i

sinh~!(z) = arsinh(z),

cosh™ (z) = ar cosh(z),
tgh~!(z) = ar tgh(z),

ctgh™'(z) = ar ctgh(z).




1.2. Podstawowe obiekty geometrii hiperbolicznej
w modelu pélplaszczyznowym

Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy poréwnad ponizszy opis z Roz-
dzialem 9.2 w [2].
1.2.1. Punkty

Punkty w modelu péiplaszczyznowym reprezentowane 5g przez wszyst-
kie punkty gérnej euklidesowej péiptaszezyzny kartezjanskiej, wylaczajac te
o drugiej wspétrzednej zerowej. Doktadniej, model ptaszezyzny hiperbolicznej
H? wyglada nastepujgco:

H® = {(z,y) € R? : y > 0}.

08 OX bedzie zwykle rysowana linig przerywang, bo punkty na niej lezgce

Rysunek 1.1.

nie reprezenujg zadnych punktéw z H?. 0§ OY kredlié bedziemy linia ciagla,
oczywiscie prostopadla do przerywane;.

1.2.2. Proste i odcinki

Rysunek 1.2.

Proste w omawianym modelu majg postaé¢ euklidesowych polprostych
prostopadtych do osi OX lub euklidesowych pétokregéw o srodkach na tej osi.
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Odecinki wiec reprezentowane sa przez odcinki euklidesowe zawarte w piono-
wych pétprostych, albo tuki okregéw reprezentujacych proste, odpowiednio.

1.2.3. Dlugoéé odcinka

W niniejszej pracy bedziemy stosowaé oznaczenia na dwojaka dlugosé.
Diugosé euklidesows obiektu liniowego w modelu bedziemy oznaczaC przez
| - |e- Zag dlugoé¢ hiperboliczng figury reprezentowanej w modelu przez ten
obiekt euklidesowy bedziemy oznaczaé nastepujaco: |- |- Dowolne dwa punk-
ty o wpohrzednych X = (z1,11), Y = (v2,52) w modelu mozna polaczyé ‘
hiperbolicznym odcinkiem. Cosinus hiperboliczny dtugosci odeinka hiperbo-
licznego XY wyraza sie nastepujacym wzorem

(21— m2)” + (11 — Y2)?
2112

cosh(|XY|n) =1+

3

co po przeksztalceniu daje wyrazenie

32 Y
| XY, = arcosh(l + (1 m2)2 + (1 — ¥2) )
1Yz

1.2.4. Katy

Proste hiperboliczne moga by¢ réznie wzgledem siebie potozone. Mogg, sig
na przyktad przecinaé¢ pod pewnym katem. Miara hiperboliczna kata migdzy
przecinajacymi sie prostymi hiperbolicznymi jest réwna mierze euklidesowej
kata miedzy figurami reprezentujacymi te proste w modelu. Czesto zatem
w tej pracy wyrazenie "miara kata” bedzie uzywane w tych dwbéch znacze-
niach jednoczeénie. Zauwazmy, ze kat euklidesowy miedzy okregiem a innym
obiektem, to kat miedzy styczna do okregu w punkcie przecigcia tych figur |
a wspomnianym obiektem.

Rysunek 1.3.

Proste hiperboliczne moga by¢ réwniez asymptotyczne. Sytuacja taka
moze byé obrazowana na trzy sposoby:(a) dwie proste pionowe, (b) prosta
pionowa z prosta pélokregiem o »wsp6lnym” punkcie euklidesowym na osi
0X, (c) dwie proste p6lokregi o »wspolnym” punkcie euklidesowym na osi
OX (patrz Rysunek 1.4). Proste z takiej pary zblizaja si¢ na dowolnie mala,
ale niezerowa odleglosé. W przypadku asymptotycznych prostych pionowych
jest tak, gdy wedrujemy w modelu ” do géry”, dla pozostalych par prostych
asymptotycznych sytuacja ta zachodzi w modelu, gdy dazymy do ich ”wspol-
nego” punktu na osi OX. Abstrakeyjne punkty wspélne, do ktérych w ten
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sposéb dazymy (czyli punkt "u géry”, badz "wspdlny” na osi OX) nazywamy
idealnymi. Méwimy tez wtedy, ze kat miedzy takimi prostymi (o wierzcholku
w punkcie idealnym) ma miar¢ hiperboliczng 0.

Rysunek 1.4.

Proste hiperboliczne moga by¢ réwniez rozchodzace sig. Sg to pary pro-
stych nieprzecinajacych sig i jednoczesnie nieasymptotycznych.

1.2.5. Pole wielokata

Pole n-kata hiperbolicznego W,, o miarach katéw wewnetrznych oy, gdzie
i=1,2,3,..,n, obliczamy z ponizszego wzoru.

W geometrii hiperbolicznej rozwazamy tez tak zwane wielokgty idealne, czy-
li takie, ktorych przynajmniej jeden z wierzcholkéw jest punktem idealnym.
Wtedy w powyzszym wzorze za miare kata wewnetrznego w takim wierzchol-
ku przyjmujemy 0. Rysunek 1.5 przedstawia przyklad pieciokata o dwoch
wierzchotkach idealnych.

Rysunek 1.5.
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1.3. Izometrie hiperboliczne

Izometria hiperboliczng nazywamy kazde przeksztalcenie plaszczyzny hi-
perbolicznej na siebie zachowujace odlegloéci (oczywiscie w semsie hiper-
bolicznym). Hiperbolicznymi izometriami sg nieeuklidesowe symetrie osiowe
wzgledem prostych hiperbolicznych, bad# ztozenia pewnej liczby takich od-
bié. Jedli osig symetrii w modelu jest prosta pionowa, to symetria ta jest
w modelu euklidesows symetria osiows wzgledem te] prostej. Zas hiperbo-
liczna symetria osiowa wzgledem proste] reprezentowane] przez pétokrag jest
w modelu euklidesowa inwersja wzgledem tego okregu. Przypomnijmy, ze
inwersja wzgledem okregu o érodku w punkcie O i promieniu diugosci r nazy-
wamy euklidesowe przeksztalcenie plaszczyzny bez punktu O w siebie, ktore
dowolnemu punktowi X przyporzadkowuje punkt X’ na potprostej OX, taki
ze

10X]. - |OX], = 2.

Réwnowazna definicje inwersji oraz oméwienie jej podstawowych wiasnosci
Czytelnik znajdzie w Rozdziale 5 w [2].

1.4. Krzywe kolowe

1.4.1. Horocykl

Definicja 1.4.1. Horocyklem dla ustalonengo peku prostych asymptotycz-
nych nazywamy krzywg w kazdym punkcie prostopadiq do przecinajgcej jq
w tym punkcie prostej z tego peku.

W modelu sa dwa rodzaje pgkow prostych asymptotycznych, stad tez
dwa obiekty reprezentujace horocykl. Pek prostych ”pionowych” asympto-
tycznych w ” punkcie u gory” generuje horocykl reprezentowany przez dowol-
ng prosta prostopadia do nich. Natomiast z peku prostych asymptotycznych
w euklidesowym punkcie na osi OX otrzymujemy horocykl w postaci dowol-
nego okregu stycznego do tej osi we wspomnianym punkcie asymptotycznosei,
ale niezawierajacego tego punktu. Powyzej opisane sytuacje przedstawia Ry-
sunek 1.6, przyktadowe horocykle narysowano pogrubiong linig. Postugujac

Rysunek 1.6.
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sie opisem izometrii z podrozdziatu 1.3 nietrudno wyprowadzi¢ nastepujace
dwie wtasnosci horocykli (dowody pomijamy).

Fakt 1.4.2. Dowolne dwa horocykle sq izometryczne.

Fakt 1.4.3. Dlo dowolnych dwdch punktéw na ustalonym horocyklu istnieje
izometria, kidra przeksztalca jeden na drugi i jednoczesnie caly horocykl na
siebie.

1.4.2. Ekwidystanta

Definicja 1.4.4. Fkwidystantq dla ustalonej prostej p i odleglosci d nazy-
wamy zbidr punktéw odleglych o d od prostej p i leZgcych po tej samej stronie
tej prostej. Prostg p nazywamy wtedy prostg bazowq dla tej ekwidystanty.

Rozwazmy najpierw prosta ”pionowa’ jako bazows. Bez straty ogdlnosci
(bo euklidesowe symetrie osiowe wzgledem pionowych prostych w modelu re-
prezentujg izometrie hiperboliczne) obierzmy jg tak w modelu, by pokrywala
sie z osig OY. Ustalmy tez, ze szukamy ekwidystanty, lezacej w odleglodci
d i po prawej stronie prostej bazowej. Niech punkt X = (z,y) lezy na tej
ekwidystancie, a X' bedzie jego rzutem prostopadlym na prosta bazows.
Wtedy |XX'|;, = d oraz X' = (0,+/2? + y?) (patrz Rysunek 1.7). Ze wzoru

Rysunek 1.7.

na cosinus hiperboliczny dlugosci odcinka mamy
2 1 (y - VETPY
2y+/x% + 12 '

Po przemnozeniu przez mianownik ulamka i uproszczeniu otrzymujemy

cosh(d)yy/? + 2 = 2® +*,

co po wydzieleniu obydwu stron przez +/z? + 42 i podniesieniun do potegi
drugiej daje

cosh(d) =1+

cosh?(d)y? = z* + y%.

Po odpowiednim pogrupowaniu wyrazow dostajemy
y?(cosh?(d) — 1) = 2?,

12
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co ostatecznie sprowadza sie réwnania dwoch prostych przechodzacych przez

poczatek ukladu:
1

R S—)
\/cosh?(d) — 1

Interesuja nas tylko te ich czedei, ktére lezg w modelu i prawej stronie prostej
bazowej. Otrzymujemy finalnie, ze ekwidystanty dla "pionowych” prostych
bazowych sg reprezentowane w modelu przez euklidesowe polproste, majace
w sensie euklidesowym wspolny poczatek z prosta bazows.

Postepujac w analogiczny sposéb, ale tym razem biorac za prosta bazowg
euklidesowy pélokrag otrzymamy (po nietrudnych, choé zmudnych rachun-
kach), ze ekwidystatny dla takich prostych bazowych w modelu sg reprezento-
wane przez tuki okregow, ktérych korice pokrywaja sie w sensie euklidesowym
z kohicami poétokregu reprezentujacego prosta bazows. Na Rysunku 1.8 przed-
stawiliémy jedna z takich ekwidystant (pogrubiona linia) dla proste] bazowe]
pélokregu. Postugujac sig¢ opisem izometrii nietrudno mozna udowodnié po-

Rysunek 1.8.

nizsze fakty.

Fakt 1.4.5. Dowolne dwie ekwidystanty tak samo odlegle od swoich prostych
bazowych sg izomelryczne.

Fakt 1.4.6. Dila dowolnych dwéch punktéw na ustalonej ekwidystancie ist-
nieje izometria, ktdra przeksztalca jeden na drugi 1 jednoczesnie catg ekwidy-
stante na siebie.

1.4.3. Okrag hiperboliczny

Definicja 1.4.7. Okregiem hiperbolicznym o érodku w punkcie S i promieniu
dlugodci R nazywamy zbidr punktow, ktérych odleglosé hiperboliczna od S wy-
nosi R.

Znajdziemy reprezentacje okregu hiperbolicznego o promieniu 1 i grodku
w punkcie S = (a, b) w modelu polplaszezyznowym. Z definicji okregu oraz ze
wzoru na cosinus hiperboliczny diugosci odcinka, rozwazajac dowolny punkt
X = (z,y) na takim okregu, mamy

(c—af + (g =07

cosh(|SX|,) = cosh(R) =1+ 2y

13




Po przemnozeniu przez mianownik utamka i uproszczeniu otrzymujemy
(z — a)® + y? — 2by cosh(R) + b* = 0.
Przeksztalcajac dalej dostajemy
(z — a)? + (y? — 2by cosh(R) + b? cosh?(d)) — b* cosh?(R) + b* = 0,

czyli
(z — a)? + (y — by cosh(R))? = b* cosh®(R) — v*,
ostatecznie
(z — a)® + (y — by cosh(R))? = b’ sinh*(R).

Zatem hiperboliczny okrag o érodku w punkcie S = (a,b) i promieniu R re-
prezentowany jest w omawianym modelu przez euklidesowy okrag o srodku
w punkcie S’ = (a, bcosh(R)) i promieniu bsinh(R). Przytaczamy réwniez dla

O 5'=(a,bcosh(R))

Rysunek 1.9.

okregu dwie wtasnoéci, ktérych uzasadnienie opiera sig¢ na opisie izometrii.

Fakt 1.4.8. Dowolne dwa okregi hiperboliczne o promieniu tej samej dlugo-
$ci sq izometryczne.

Fakt 1.4.9. Dla dowolnych dwéch punktéw na ustalonym okregu hiperbolicz-
nym istnieje izometria, ktdra przeksztatca jeden na drugi i jednoczesnie caty
okrgg na siebie.

1.5. Dlugoéé i krzywizna krzywej

Przedstawimy w tym rozdziale definicje dtugoéci huku krzywej 1 lazywi-
zny krzywej w punkcie. Definicje te zaczerpnelismy z geometrii euklidesowej,
ale maja zastosowanie tez w przypadku omawianej geometrii hiperboliczne).
Réwnowazne definicje Czytelnik znajdzie w [4] na str. 183 oraz w [3] na str.
507 odpowiednio.
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Definicja 1.5.1. Niech dana bedzie krzywa -y réiniczkowalna w sposcb ciggly
i wyrézniony przez punkty koricowe jej tuk ~ PX. Niech dany bedzie tez cigg
tamanych L, spelniajgcy nastepujgce warunki:

a) kazda lamana z tego ciggu jest wpisana w ten {uk, tzn. korice jej odcinkow
lezg na tuku w porzgdku zgodnym z kolejnoscig ich wystepowania w {amaney,
a kotice lamanej ponadto pokrywajq sie z koricami tuku,

b) cigg d, diugosci najdiuiszego odcinka lamanes L,, jest zbiezny do 0, przy
n — 00.

Niech |L,| oznacza diugosé n-tej lamanej tego ciggu. Dilugoéé tuku —~ PX
kraywej vy (ozn.: | —~ PX|) definiujemy jok ponizej

| ~ PX| = lim |La.

Wartoéé powyzszej granicy nie zalezy od wyboru ciggu tamanych.

Rysunek 1.10.

Zwykle w obliczeniach w tej pracy bedziemy wybierali takie ciggi tamanych
L, 7e wszystkie odcinki I}, 7 = 1,2, ..,n dane] lamanej beda réwnej diugoscel.
Wtedy dlugoéé n-tej tamanej obliczaé bedziemy jako iloczyn n i diugosci
jednego (np. pierwszego) odcinka z te] lamane;j.

| ~ PX| = lim n- |l

Definicja 1.5.2. Niech dana bedzie krzywa vy dwukrotnie rézniczkowalna

i punkt P na niej. Niech X bedzie dowolnym punktem tej krzywej, | —~ PX|
diugodcig jej tuku PX, a o(X) miarg kgta miedzy stycznymi do krzywej
w punktach P i X. Kraywizne krzywej v w punkeie P (ozn.: K(v, P)) defi-
niujemy jak ponizej

Rysunek 1.11.
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2. Horocykl

W rozdziale tym przedstawimy wyliczenia diugogci tuku horocyklu, jego
krzywizny w dowolnym punkcie oraz pola wycinka horocyklu. Dzieki izo-
metrycznodci wszystkich horocykli mozemy wybra¢ w modelu dogodny do
obliczen horocykl. Rozwazaé bedziemy zatem horocykl reprezentowany przez

prosta o réwnaniu

Wyréznijmy ponadto w modelu oé QY ktéra przecina nasz horocykl w punk-

Rysunek 2.1. H

cie P = (0,yo). Wyznaczmy pomocniczo wspoirzedne takiego punktu X na
horocyklu, ze |PX|, = d. Istnieja dwa takie punkty, interesowac nas bedzie I
ten o dodatniej odcietej w modelu. Oczywicie jego druga wspoblrzedna wyno- |
si yo, wyliczmy zatem pierwsza. 7e wzoru na cosinus hiperboliczny dlugoscl ‘
odcinka hiperbolicznego mamy ‘

2
COSh(d) = cogh('Pth) =14 _m_Q?
2yp

gdzie x to pierwsza wspblrzedna punktu X. Po przeksztalceniu otrzymujemy |‘»

d o—d_9 [ a2 _ o—d/? o d
x = yoy/2(cosh(d) — 1) = %o Qe_iez___ =% 4(6——_26——)2 = 2o Smh(i)- |

Ostatecznie . |
X = (2u0 Sinh(a),yo)-
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2.1. Dhugoéé tuku horocyklu

Twierdzenie 2.1.1. Diugodé tuku horocyklu o cigeiwie dlugodci d wynost

2sinh(%)

Dowdd : Rozwazmy tuk PX horocyklu (ozn.: ~ PX) z Rysunku 2.1 Dlugosé
cieciwy tego tuku (czyli dlugodé odcinka PX) wynosi d. Podzielmy teraz
luk ~ PX na n izometrycznych ukéw. Jeden z takich tukéw ma poczatek
w punkcie P, koniec za$ w punkcie o wspéirzednych (Zy0 sinh(£), yo). Wynika
to z faktu, ze w modelu symetrie wzgledem pionowych prostych sg reprezen-
tacjami izometrii hiperbolicznych, wige dzielage w modelu reprezentujacy tuk
horocyklu odcinek na n odcinkéw réwnej diugosci, czyli izometrycznych eu-
klidesowo, dokonujemy tez podziatu uku horocyklu na n przystajcych tukéw,
reprezentowanych przez te odcinki. Diugosé cigeiwy kazdego z takich n tukéw
wynosi

ais ———fﬁy% SithQ(%)) = arcosh(1 + ABIEY g Sinhz(%) ).

2y3 n?

Dlugo$é ~ PX obliczamy z podanego w 1. rozdziale wzoru, biorgc granice
przy n — oo z iloczynu n i powyzszego wyrazenia. Mamy zatem

ar cosh(1

L o1od

2 sinh?(4 d arcashll 4 2(E0EEy2
lim n - arcosh(1 +__Q) = sinh(=) - lim cosh( : d( n )°) _
oo n? 27 n—oo sinh(F)

n

sinh(%)
~ T , _arcosh(1 + 2z?)
=| n—ooo = sinh(=) - lim = (o)
27 a—0t I
r— 0

Ostatnia granica jest symbolem nieoznaczonym typu [%ﬂ Do jej obliczenia
zastosujemy regute de 'Hospitala, wykorzystujac ponizszg zaleznosé:

d
L cosh(z) =

2 -1
Otrzymujemy
d 4 d _ 4
(e) = sinh(=) - lim T —ginh(3) lim S U
27 a—0t (14 222)2 -1 27 o=0t | [292(2 + 222)
d 4 d 1 L d
= gi &y fm — = —2ginh(=) - lim ————= = 2sinh(g
smh(2) $1_1+r51+ Ty ot sin (2) wggﬁ o 22) ) (2)

Whiosek 2.1.2. Diugosé hiperboliczna uku horocyklu H : y = Yo jest wprost
proporcjonalna do dlugosci euklidesowej tego tuku w modelu.
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Dowéd : Rozwazmy ~ PX jak na rysunku 2.1. Z Twierdzenia 2.1.1 mamy
.. .d
| ~ PX|p= QSmh(E).
Ponadto, jako ze ‘

) d
P=(0,9), X =12y 31nh(§),y0),

to p
| ~ PX|e =20 sinh(i). I

Zatem | |
|NPX\!'?:_INPXL: |
Yo

2.2. Krzywizna horocyklu

Twierdzenie 2.2.1. Krzywizna horocyklu w jego dowolnym punkcie wyno- ‘
s1 1.

Dowéd : Mozemy wybraé dogodny dla nas punkt na horocyklu, poniewaz dla |
dowolnych dwéch punktéw horocylu istnieje izometria przeksztalcajaca jeden
na drugi i jednoczesnie przeksztalcajaca caly horocykl na siebie. Ustalmy ‘
zatem horocykl jak na Rysunku 2.1 1 wyliczmy z definicji jego krzywizng ‘
w punkcie P (ozn.: K(H, P)). Mamy

Rysunek 2.2.

e |
K(H,P) = 30 T~ PXT |
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gdzie a(X) jest katem miedzy stycznymi do horocyklu w koticach ~ PX. Ja-
ko, e X — P doktadnie wtedy, gdy | ~ PX|p — 0%, to powyzsze wyrazenie
mozemy przepisaé do nastepujacej postaci

: af| ~ PX|n) . a(l)
KHP)= I — = = lim ——. :
(HP)= Mm = TPR, e &2
W ostatniej rownoéci dokonaliémy postawienia [ = | ~ PX|p dla skrocenia

dalszych zapiséw. Musimy zatem wyznaczy¢ zaleznosé a(l).
Fakt 2.2.2. Kgt o miedzy stycanymi do horocyklu w koricach jego tuku o diu-
goéct | wynost
1
a(l) = arccos(1 — 522).

Dowdéd : Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 2.2. Hiperboliczne styczne
do horocyklu w punktach P i X reprezentowane 83 pPrzez przecinajace si¢
pélokregi euklidesowe. Kat miedzy przecinajacymi si¢ okregami jest row-
ny katowi miedzy ich promieniami, wychodzacymi z punktu przecigcia tych
okregéw. W modelu w trojkacie AOTY mamy zatem nastepujaca zaleznose,
wynikajaca z twierdzenia kosinuséw:

|OY 2 = |OT|? + |TY |2 — 2|OT|e|TY | cos(a)-
Po przeksztalceniu otrzymujemy

|OT 2+ |TY [ — |OY
Z‘OTlelTyle .

cos(a) =

Ponadto
|OT|. = |OP|c = Yo,

bo taka jest rzedna punktu P. Podobnie
ITY|e = [XY]e = vo.
Mamy rowniez
|OY |, = | ~ PX|e = yo| ~ PX|a = ol

(przedostatnia réwnoéé wynika z koncowki dowodu Whiosku 2.1.2). Podstaw-
my zatem powyzsze wielko$ci do wyrazenia na cos(a).

Btd—il 2= 1

cos(a) = o 5 5

Ostatecznie zatem ;
a(l) = arccos(l — §£2),

co konczy dowdd faktu.
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Wracamy do dowodu Twierdzenia 2.2.1. Otrzymane w Fakcie 2.2.2 wyrazenie
na «(l) wstawiamy do réwnania (2.2) i wyznaczamy krzywizng horocyklu.

a(l) arccos(l — £1%)

K(H,P)=£EI£_—= lim = (wo)

l
I =0+ !

Powyzsze wyrazenie to symbol nieoznaczony typu 01 Zastosujemy zatem
Yy 0

regute de I'Hospitala, wykorzystujac ponizsza zaleznosc:

d o~
e arc cos(z) = Wiger=i
(e0) = lim (D g)- 2 _ g : =

=0t 1 (1 - 1p)2 S0t 12, /o — 112

1
= lim ———=1
-0t /1 — %12

W ten sposéb udowodniliémy Twierdzenie 2.2.1.

2.3. Pole wycinka horocyklu

Rysunek 2.3.

Definicja 2.8.1. Wycinkiem horocyklu opartym na jego tuku nazywamy figu-
Te ograniczong przez ten uk oraz dwie asymptotyczne pdlproste, wychodzgce
2 koficéw danego tuku horocyklu i prostopadle do tego tuku.
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Cazytelnik moze poréwnaé powyszsza definicje wycinka horocyklu z réwnowaz-
ng, choé nieco inaczej sformutowans Definicja 24.D.1 na stronie 268 w [1].
W niniejszym podrozdziale wyznaczymy pole wycinka horocyklu, ktéry opar-
ty jest na tuku horocyklu o dowolnej diugosci.

Twierdzenie 2.3.2. Pole wycinka horocyklu jest réwne diugosci tuku horo-
cyklu, na ktérym ten wycinek jest oparty.

Dowéd : Rozwazmy wycinek W (1) jak na Rysunku 2.3 oparty na tuku horocy-
klu ~ PX o ustalonej dtugoéei I. W celu udowodnienia powyzszego twierdze-
nia postuzymy sie dwoma ciggami wielokatéw: zawierajacych nasz wycinek
- W (1), oraz zawartych w nim - W7 (1), rozwazajac ich pola. Opiszmy naj-
pierw wielokaty W, (1).

Rysunek 2.4.

Wielokat W (1) to figura ograniczona stycznymi w konicach tuku horo-
cyklu oraz wychodzgcymi z tych punktow asymptotycznymi poéiprostymi,
prostopadtymi do tego tuku. Obliczmy jej pole, korzystajac ze wzoru na pole
wielokata hiperbolicznego.

P(Wi(1) =21 -2 5 = (r—a),

gdzie a to kat a(l) z Faktu 2.2.2. Po wstawieniu odpowiedniej wartosci
o 1 uproszczeniu, otrzymujemy

P(WiH(1)) = arccos(l — %lg).

Wielokat W+(1) bedzie sktadat sig z n figur analogicznych do Wi, ale wy-
znaczanych dla tukéw horocyklu o diugosci [ /n. Jego pole wyraza sig zatem
nastepujaco

)):

i
mn

(

| =

P(W.(l)) =n-arccos(l —

22




|

Wryliczymy teraz granice ciagu zdefiniowanego powyzej przy n — 00.

: _1rinN2
lim P(W. (1)) = lim n - arccos(l — %(1)2) = lim [ - a‘CCOS(ll 3(:)%) _
n—oo n—0o0 n n—oco i
=0 arccos(l — +(z)?)
=|n—o00 |=1[lim 2 =

D
$4..>0+ z—0 &T

Wartodé ostatniej granicy podali$my od razu, poniewaz byta ona obliczona
w koficowej czesci dowodu Twierdzenia 2.2.1.

Zbudujemy teraz ciag wielokatow W, (1). Wielokat Wi (1) ograniczony

Rysunek 2.5.

jest przez dwie polproste asymptotyczne wychodzace z koicéw tuku horocy-
klu i do niego prostopadle oraz sieczna przechodzacy przez te konce. Sieczna
ta tworzy ze wspomnianymi pélprostymi katy o pewnej mierze [§. Sa one
katami wewngtrznymi wielokata Wi (1), wiec wyznaczenie ich jako B(1) jest
niezbednym krokiem do wyliczenia pola tego wielokata.

Fakt 2.3.3. Kot 8 miedzy asymptotycznymi bokami wycinka horocyklu opar-
tego na tuku diugoscil, a sieczng przechodzgeq przez konce tego tuku horocy-
klu, wynosi

B(1) = axctg(>)

Dowdd Faktu 2.3.8: Zauwazmy, ze [ wystepuje w modelu réwniez jako kat
miedzy prosta reprezentujaca horocykli promieniem (wychodzacym z punktu
P) okregu, ktory reprezentuje sieczng z tredci faktu. Zgodnie z oznaczenia-
mi Rysunku 2.6, 8 to kat wewngtrzny trojkata APXS. Taki sam kat jest
réwnies w wierzchotku X tego trojkata, wiec jest to trojkat réwnoramienny
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Rysunek 2.6.

o podstawie PX. Spodek Z jego wysokosci SZ dzieli zatem podstawe na
polowy. Stad mamy

_ |28l Yo 2yp

t = = _—
88) = 1ZPl, = T~ PX]. _ wl~ PXIs

=7
=2,

czyli ;
pl) = &Tctg(f)o

Wracajac do wyliczenia pola Wi (1), dostajemy
2
PW;y()=m—-28=m— Zarctg(—l*).

Wielokat W, (1) bierzemy ze ztozenia n wielokatow Wi (I/n). Jego pole wy-
raza si¢ zatem nastgpujaco

P(W> (1) = n(m — 2arctg(7))-

3~ to

Wyznaczymy teraz granice ciggu okreélonego powyzej przy n — 00.

9 T —2arctg(%)
T}E&P(W;(i)) = T}Lr{.lon(w — 2arctg(y)) = lim - ; n =
= n—égo =1[- lim w=RR ) (eoe)
T — 0t z—0+F x

Ostatnia granica to symbol nieoznaczony typu [%} Do jej obliczenia zasto-
sujemy regule de 'Hospitala. Przypomnijmy jeszcze wyrazenie na pochodng
funkeji arcus tangens.

8- tela) = =——=
da:amg T 1422
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Mamy zatem

2-(—=1)- % 4
——( l 22 —[. lim =
14+ {5)2 w0t 2 4 4

(e00) =1 wliralJr (—2) -
Podsumowujac, dla dowolnych naturalnych n; i ng mamy
W (1) c W) c Wi (1)
7, monotonicznosei funkeji pole otrzymujemy
P(W (1) < PW()) < P(W,, (1)

Poniewaz
lim P(W, (I)) = lim P(W,jz(l)) = {,
T —00 Tg—00
wiec z twierdzenia o trzech ciggach dostajemy

PW(0) =1,

co konczy dowod Twierdzenia 2.3.2.
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3. Ekwidystanta

Rozdzial niniejszy poéwiecimy wyliczeniom dhugosci tuku ekwidystanty,
jej krzywizny w dowolnym punkcie oraz pola wycinka ekwidystanty. Jako
ze wszystkie ekwidystanty odlegte od prostej bazowej o ten sam dystans
sg izometryczne, to do naszych rozwazan mozemy wybraé dogodny dla nas
uklad w modelu pélplaszezyznowym. Za prostg bazowg obierzmy zatem pro-
st o réwnaniu z = 0. Rozwazana elewidystanta niech bedzie odlegta (w sensie
hiperbolicznym) od tej prostej o d (ozn.: E,). Reprezentowana jest ona przez
euklidesows, polprosta wychodzaca z poczatku ukladu wspoéhrzednych, nachy-
lona do prostej bazowej pod pewnym katem «. batwo wyliczamy réwnanie |
tej ekwidystanty w modelu:

Ej:y=cgo -z (3.1)

Rysunek 3.1.

Lemat 3.0.4. W modelu pélplaszczyznowym kqt euklidesowy migdzy prostg |
bazowg i odpowiadajgcg jej ekwidystantq, odlegle w sensie hiperbolicznym

o d, ma miareg
1

cosh(d) )

a = arc cos(

Dowéd - Niech o bedzie katem, o ktorym mowa w lemacie. Niech ponadto
P bedzie dowolnym punktem na ekwidystancie, P’ jego rzutem prostopa-
dlym (w sensie hiperbolicznym) na prosta bazows. Oczywiscie odcieta punk- |
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tu P’ wynosi 0. Oznaczmy rzedna tego punktu przez yo. Punkt P ma wtedy

wspolrzedne
P = (y,sina, yo COS @).

7 wzoru na cosinus hiperboliczny miary odcinka mamy:

(yosin o — 0)% + (yo cos o — Yo)? _
29, Co8 QYo

cosh(d) = cosh(|PP'|s) =1+

2cosa+1—cos?a+cosa—2cosatl

2 cos &

y2sin? o + yo(cos o — 1%
2y2 cos a B

Zatem
1

COS & = E(;S—h—@,

czyli
1

o = arc cos(m).

3.1. Dlugosé huku ekwidystanty

my na jej prostej bazowej odcinek P'X" o do-
(patrz Rys. 3.1). Obierzmy réwniez na ekwi-
dystancie tuk — PX, taki ze odcinek P'X ! jest jego hiperbolicznym rzutem
prostopadlym na prostg bazows (odcinek P'X' bedziemy whedy nazywaé od-
cinkiem bazowym tuku ekwidystanty — PX). W tej czgdci pracy zajmiemy
sie wyprowadzeniem wyrazenia na dhugos¢ — PX w zaleznodci od [1d (d jest
jak wezesnie] odlegtodcig ekwidystanty od proste] bazowe]).

Dla danej ekwidystanty ustal
wolnej dtugosei hiperbolicznej [

Twierdzenie 3.1.1. Dla ekwidystanty odlegle) od swojej prostej bazowej o d,
dlugosé jej tuku dla odeinka bazowego o mierze | wynost

Dla dowodu powyzszego twierdzenia najpierw wyprowadzimy nastepujacy

fakt pomocniczy.

Fakt 3.1.2. Dla ekwidystanty odleglej od swojej prostej bazowej o d, dtugosc
cieciwy jej tuku dla odcinka bazowego o mmierze [ wynosi

ar cosh(cosh?(d) cosh(l) — cosh?(d) + 1).

Dowdd : Mamy
P =(05) PXh=t
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7 bezposredniego rachunku z uzyciem wzoru na diugosc odcinka hiperbolicz-
nego (ktérego wykonanie pozostawiamy Crzytelnikowi) otrzymujemy

X'= (D,yoe'!).

Ponadto
P = (y,sina, y, cos a), (3.2)

po poréwnaniu wspolrzednych trzech punktéw wyzej opisanych otrzymamy
X = (€' sina, yo€' cos ). (3.3)

Aby obliczyé dlugosé cieciwy tuku — PX skorzystamy po raz kolejny ze
wzorw na cosinus hiperboliczny miary odcinka. Dostajemy
y?sin? a1 — et)? + ¢ cos® a1 — €')?

h(|PX1,) =1 _
costi|P X ) * 2y2e! cos® o

(1—e)? 2elcos’a+1—2¢+ g

2el cos? o 2el cos? o
1 14+e% 21 —cos®a 1 1 —cos’
= . = ( ) = cosh(l) — ——— = (%)
cosa 2! 2¢! cos? o cos? o cos? o
Obliczenie kontynuujemy podstawiajac za cos o wyrazenie 1 / cosh(d) - patrz

Lemat 3.0.4.

(%) = cosh?(d) cosh(E)—coshz(d)(l—gasé—z(d—)) = cosh®(d) cosh(l)—cosh?(d)+1

Zatem
|PX|p = ar cosh(cosh?(d) cosh(l) — cosh?(d) + 1).

Dowdd Twierdzenia 3.1.1: Celem wyznaczenia dhugoéci tuku ~— PX dzie-

' limy odpowiadajacy mu odcinek bazowy na n czedci réwne] diugosci, dla
kazdej z nich wyznaczamy diugosé odpowiadajacej jej cieciwy ekwidystanty:
ar cosh(cosh®(d) cosh(l/n) — cosh?(d) 4 1), a nastepnie sumujemy takie diu-
goéei i obliczamy granice powstalego wyrazenia przy n — 00 (patrz Definicja
1.5.1). Sprowadza si¢ to do nastepujacych wyliczen.

| — PX|p= lim n-ar cosh(cosh?(d) cosh(l/n) — cosh®(d) + 1) =

i

— T i ar cosh(coshz(d) coshl(l/n) — cosh?(d) + 1) _ nmj go _
2 d _ 2 1
_ h%{rl . ar cosh(cosh®( ) cosh(z) — cosh (d)+1) — (+4)
T—r T
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Powyzsza granica jest symbolem nieoznacznym typu [%] Do jej obliczenia

stosujemy regute de I'Hospitala. Przypomnijmy jeszcze nastepujacy fakt:

ia,r osh(z) = !
- arcosh(z) = —=—=-

Mamy zatem

() = Tim (- cosh?(d) sinh(z) B
z—0% \ﬁcosh2 (d) cosh(z) — cosh?(d) + 1)* — 1
_ T cosh?(d) sinh(z) _
o0t /(cosh®(d) cosh(z) — cosh(d) \Joosh?(d) cosh(z) — cosh®(d) +2
cosh?(d)sinh(z) i 1 o

= ( lim {- m
z—0%  cosh(d) \/gosh(m) B \/;hz (d) cosh(z) — cosh?(d) + 2

cosh(d) sinh(z) 1 . | cosh(d)sinh(z)

== lm - ___.r__—m__— —_ = im —
z—0t e '+82 =2 \/Q z—0+ \/ﬁ (e“’/2+25—f’3/2 )2 .2
h . :
_ fim N COS. (d) sinh(x) _ [ cosh(d) i s%nh(:as) _
a—0F /2 Smh(%)\/ﬁ 2 +—0+ sinh(%)

[ cosh(d h

_ beosh(d) (- cosh(®@) g oan(a)
a—0+ cosh(§) - 3

Przedostatnia réwnosé obliczylismy z reguly de 1'Hospitala. W ten sposéb

udowodniliémy Twierdzenie 3.1.1.

3.2. Krzywizna ekwidystanty

Wyprowadzimy tu z definicji wyrazenie na krzywizne ekwidystanty odle-
glej od proste] bazowej o d. Bedzie ono prawdziwe dla dowolnego punktu na
ckwidystancie, poniewaz mozna dobraé odpowiednia izometrie przeksztatca-
jaca punkt ekwidystanty na jej dowolny inny punkt, tak ze 1 cata krzywa
przejdzie na siebie. Rozwazania oprzemy o sytuacjg z Rysunku 3.2, na ktory
przeniedlismy wszystkie oznaczenia z Rysunku 3.1.

Twierdzenie 3.2.1. W ekwidystancie oddalomne] od prostej bazowej 0 d, krzy-

wizna w dowolnym jej punkcie wWYnost

tgh(d)

Dowéd : Wyliczaé bedziemy krzywizng w punkcie P (ozn.: K (Eg4, P). Mamy

A
ALl %Elprf—(ﬁ%m’
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Rysunek 3.2.

gdzie 3 to kat miedzy stycznymi do ekwidystanty w konicach jej tuku — PX.
Zauwazmy, ze dla ustalonej odleglosci d zaréwno | — PX|p jak i [ sq za-
lezne od diugosci I odcinka bazowego. Ponadto X — P dotadnie wtedy,
gdy | — 0T, zatem w $wietle Twierdzenia 3.1.1 powy#sze wyrazenie mozna
réwnowaznie zapisaé nastepujaco:

o B d)
K(Eq, P) = 51—1>%1+ I cosh(d) L

Musimy zatem najpierw wyznaczy¢ zaleznosé G(1,d).

Fakt 3.2.2. W ekwidystancie odleglej od prostej bazowej o d, miara kgta
miedzy stycznymi w koricach tuku dla odcinka bazowego | wynost

arc cos((1 — cosh?(d)) cosh(l) — cosh?(d)).

Dowdd : Styczne do ekwidystanty sa reprezentowane w modelu przez okregi.
Kat miedzy przecinajacymi sig okregami jest réwny katowl miedzy promienia-
mi tych okregéw wychodzacymi z punktu ich przeciecia. Przy oznaczeniach

z Rysunku 3.2 mamy
B =|LP,TX,|

7, twierdzenia kosinuséw zastosowanego do AP, TX, otrzymujemy réwnoscé
|B,X,J2 = |P.TR + | XTIz — 9| PoT || XoT | cos B,

skad

_ |PGT|E + |X0T|2 B |P0Xo|§
B ANET | X T e '
Zauwazmy, ze katy (PP,0O oraz X X,0 w odpowiednich tréjkatach prosto-
katnych maja miare ov. Stad

(3.5)

cos

|PoT|e = |P.P|e = Yo Ctg @,
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bo |OP|. = yo, oraz analogicznie
| XoTe = [ XoX|e = yoe' ctg .
Korzystajac z tych samych tréjkatow mamy réwniez

I
Yol Y.
o — .yo == (eI —1)
sina  sina  sina

1P0Xo|e = IOXole = lopole —
Podstawiajac do (3.5) trzy powyze] obliczone dtugosci dostajemy

o2 ctg? o+ yle? ctg’ a — B (b —1)? _

sin” o

20, Ctg o - Yol ctg o

cosf3 =

_cosa+e?oosPa— (e — 1?  cos?a(l+e?) — (e 1) _

2¢! cos? o 2¢el cos? o
_ cos?a(l +¢¥) (¢ —12 et+é 1 (=12 o
T 2¢tcos?a 2elcosta 2 cos2a 26

W powyzszym dokonujemy podstawienia cosh(d) za 1/ cosa (patrz Lemat
3.0.4).

(% * *) = cosh(l) — coshz(d)(el te 1) = cosh(l) — cosh?(d)(cosh(l) — 1) =
2

= (1 — cosh®(d)) cosh(l) + cosh?(d)

Zatem
3 = arccos((1 — cosh?(d)) cosh(l) + cosh?(d))

Mozemy teraz przystapi¢ do ostatecznych wyliczen krzywizny ekwidystanty,
podstawiajac powyzsze wyrazenie na g do (3.4). Mamy

K(Eq, P) = Jim —5—((277 —

—0+ cosh
4 arccos((1 — cosh?(d)) cosh(l) + cosh®(d)) = (4 % %)

~ cosh(d) i !
Fakt 3.2.3.

arccos((1l — cosh?(d)) cosh(z) + cosh’(d)) — sinh(d)

z—0t T

Dowdd : Granica, ktdrg cheemy wyliczy¢, jest symbolem nieoznaczonym typu
[%], zastosujemy zatem regule de I’Hospitala, korzystajac z ponizszego:
—1

d
prll cos(z) = o
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- (=1)(1 — cosh?(d)) sinh(x)
z—0F \/1 — ((1 — cosh®(d)) cosh(z) + cosh?(d))?
1
= (cosh?(d) — 1) - lim '
(cogb(d)— 1)+ T, \/f+ ((1 — cosh?(d)) cosh(z) + cosh?(d))
sinh(zx)

- lim =

2=0% /1 — (1 — cosh’(d)) cosh(z) — cosh*(d)

cosh?(d) —1 sinh(z)
= - lim
V2 Lk \/G)Shz(d) — 1)(cosh(z) — 1)

_ cosh?(d) — 1 i sinh(z)  sinh(d) I sinh(x)

im = 1m —— =
V2 e—0t  feosh(z) — 1 V2 a0t Jeosh(z) — 1

_ sinh(d) - sinh(z)  sinh(d) lim sinh(z)

\/§ z—0t \/?4‘6272—2 \/i —0+ 2(2“’/2—5*-?:/2 )2

2

_ sinh(d) N sinh(z)  sinh(d) . cosh(z)

T2 gootsinh(%) 2 =i 5 cosh(§)

= sinh(d)

Przedostatnia réwnoéé réwniez wynika z zastosowania reguly de ’'Hospitala.

m
Wykorzystujemy powyzszy fakt i ostatecznie wyliczamy krzywizne.
I
(% % %) = coslll(d) - sinh(d) = tgh(d)
W ten sposéb Twierdzenie 3.2.1 zostato uzasadnione.
[

3.3. Pole wycinka ekwidystanty

Dla skrécenia zapisu zdefiniujemy na potrzeby tej pracy figure zwigzang
z tukiem ekwidystanty.

Definicja 3.3.1. Wycinkiem ekwidystatny dla jej ustalonego tuku nazywamy
figure ograniczong przez luk ekwidystanty, odpowiadajgcy mu odcinek bazowy
oraz dwa odcinki lgczace odpowiednie korice {uku ekwidystatny 1 jego odcinka
bazowego.

Na przyktad na Rysunku 3.3 wycinkiem ekwidystatny dla jej luku — PX
jest fugura PXX 'P'. W tej czedci pracy wyprowadziniy wyrazenie na pole
tego wycinka w zaleznosci od dlugoéci | odcinka bazowego odpowiedniego ‘
tuku ekwidystatny oraz odleglosci d tej ekwidystatny od prostej bazowej. ‘
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Rysunek 3.3.

Twierdzenie 3.3.2. Dla luku ekwidystanty odlegtej od prostej bazowej o d,
pole jej wycinka dla odcinka bazowego diugosci | wynost

I sinh(d)

Dowéd : Rozwazmy wycinek PXX' P'. Skonstruujmy dla niego dwa ciagl
wielokatéw. Jeden z nich (Wi (l,d)) beda stanowity wielokaty zawierajace
nasz wycinek, drugi (W, (1,d)) - wielokaty zawarte W wycinku. Wycinek
ekwidystanty bedzie niejako przyblizany z gory przez wielokaty W,r(l,d)
oraz z dotu przez wielokaty Wi (1,d). Stad, z rozwazenia ciggéow pol tych
wielokatow 1 ich granic, otrzymamy pole naszego wycinka.

Najpierw zajmiemy sig wielokatami o polach wiekszych od pola wycinka.

Rysunek 3.4.
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Wykredlmy styczne do ekwidystatny w punktach P i X i oznaczmy punkt
ich przeciecia przez T'. Wielokat Wit (I, d) to wielokat PT X X'P'. Zauwazmy,
ze kat w wierzchotku 7' ma miare m— 3, gdzie 3 to kat z Faktu 3.2.2, pozostale
katy sq proste. Z ogdlnego wzoru na pole wielokagta hiperbolicznego mamy

P(W(1,d)) =3r —4- 5 — (v = ) = p = (1, d).

Wielokat W, (1) tego ciagu bedzie si¢ sktadat z n wielokatéw analogicznych
do PTXX'P', lecz odpowiadajacych odcinkom bazowym dlugosci I/n, Stad
jego pole wyraza sie jak ponize]

[
PW, (1,d)) =n-B(=,d).
n
Po podstawieniu w powyzszym wyrazenia na (3, mamy ostatecznie
[
P(W(l,d)) = n-arccos((1 — cosh?(d)) cosh(;b—) + cosh?(d)).

Wyliczmy teraz granice powyzszego clagu przy n — oo.

[
Jim P, d)) = lim 7 - arccos((1 — cosh?(d)) cosh(a) + cosh®(d)) =
—_
) arccos((1 — cosh?(d)) cosh(L) + cosh®(d)) T
= lim [- 7 - =|ln—ooo | =
e n z — 0F
_ 2 2
_q. 1'11‘[1)1 arc cos((1 — cosh®(d)) cosh(z) + cosh®(d)) _ I sinh(d)
z—0T T

Powy#sza granica jest treécig Faktu 3.2.3, stad od razu podalismy jej wynik,
uwzgledniajac czynnik [.

Scharakteryzujemy teraz wielokaty W, (I, d). Kreslimy prostg, sieczng prze-

Rysunek 3.5.

chodzacy przez kofice P 1 X rozwazanego tuku ekwidystanty (reprezentowana
jest w modelu przez pétokrag). Wielokat Wi (/, d) to wielokgt PXX'P', po-
siadajacy dwa katy proste, oraz dwa o pewnej mierze v - katy przy odcinku
PX. Najblizszym celem jest zatem wyprowadzenie zaleznogei na (I, d).
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Fakt 3.3.3. W ekwidystancie odleglej od prostej bazowej o d, kgt miedzy
sieczng przechodzgcq przez korice tuku ekwidystanty dla odeinka bozowego
dlugosci 1, a odcinkiem lgczgeym jeden z Loficéw tuku ekwidystatanty i odpo-

wiadajgey mu koniec odcinka bazowego wynosi
tgh(d)(e' — 1)
J@ + e — dtgh®(d)e '

arc cos(

Dowéd : Rozwazania bedziemy prowadzi¢ na obiektach euklidesowych. Za-

Rysunek 3.6.

uje réwniez migdzy odcinkami PS i PO,

uwazmy, ze kat o mierze 7y wystep
dzie S jest érodkiem odcinka PX. Mamy

przy oznaczeniach z Rysunku 3.6, g
wiec
_ |PSle
cosy = POl

Przypomnijmy, ze
P = (ysina,yocosa), X = (yoe* sin ax, yoe' cos @),

zatem ;
. e 1+e
S = (yosina Yo €08 &

T

Dalej wyprowadzamy réwnanie
stopadta do prostej PX (a pros

S. Dostajemy z
yo(l +¢€)

y:—tga-$+ 2cos

Podstawiajgc za$ do powyzszego

i rozwigzujac otrzymane réwnan

Ostatecznie :
‘yg(l +:6 ) 0

O =

2sin &

ie, otrzymujemy pie
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prostej SO', korzystajac z tego, Ze jest pro-
ta PX ma rownanie (3.1))i przechodzi przez

0 za y (bo taka jest druga wspotrzedna O')
rwsza wspolrzedng O’




Nastepnie wyliczamy |PS|, i |[PO’|e, korzystajac ze standardowego wzoru na
odlegtoéé euklidesows.

1
|PSle = —yo(e - 1)

(1 4+ ¢)?
PO'|, = yot| ———t — €
| O‘ L4 4sin? o .

Zatem .
= -1
cos(7y) = Eyog (@ P ) = 16
Yo 4;—:16 la} sm o
sina(e — 1) B tgh(d)(e! — 1)

B \ﬁl + e!)2 — 4sin® ae! \/(1 + €!)? — 4 tgh®(d)e’

Ostatnia réwnoéé wynika z tego, ze cos o = 1/ cosh(d) (Lemat 3.0.4). Mamy
wiec
tgh(d)(eI —1)

\r—&— e)? — 4tgh?®(d)e!

= arc COS

co nalezalo pokazaé.

Wracajac do opisu pél wielokatéw W (L, d), dostajemy
PWy(l,d) =2m—2- g— —2y(1,d) = 7 — 2y(l, d)

Okreslmy wielokat Wy, (I, d) jako sume n wielokatéw postact Wi (#, d). Jego !
pole wyraza sie zatem jak ponizej.

P(W,(l,d)) =n-(m—2v( L)

Po podstawieniu w powyzszym odpowiedniego wyrazenia na «y ciag P(W,, (I, d)) |
przedstawia sie nastgpujaco

tgh(d) er —1)
J(1 +e)? — dtgh?(d)er

Wyliczymy teraz jego granice przy n — oo.

P(W;(l,d)) =n- (r — 2arccos(

tgh(d)(ex — 1)
+en)? — 4tgh” (d)en

lim P(W, (l,d)) = lim - (m — 2arccos(\[
1

i
(r —2arc cos(\/ftg}:(‘?(e“‘lj =)) s,
1aem)2—digh?(d)en 7
= lim [- (l+e) il = | {8 | =
e n e
h(d)(e®—1)
(m — 2 arc cos( & =))
= lim (- T (3 * * * %)
z—0F T
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nym typu [%], wyliczymy ja sto-

Powyzsza granica jest symbolem nieoznaczo
owniez wyrazenie na pochodna,

sujac regule de 'Hospitala. Przypomnijmy r
funkcji arcus cosinus:
d () —1
— arccos(z) = ——-
dx . V1 — 2
(% % * #) = lim (I (—2)(—1) .
z—0T 1 tgh?(d)(e?—1)?

T (1te")2—4tgh®(d)e”

teh z, /(] BT 2 z _ 1Y), ;2(1+e$)eh4tghz@gﬂ_
teh(d)e JO+ e — ateh’(d)e — teh(d)(e — 1) 2 e )

(1+e%)? — 4 tgh?(d)e”

2 sinh(d
teh(d)y/4 —4tgh®(d)  2ltgh(d)  _ el

=[-2: = =
4 — 4tgh*(d) Ji—dtgn’(d) 1S |
|
F

= pinh{d) = [sinh(d
\Joosh?(d) — sinb®(d) @

Dla dowolnych naturalnych ny i ng mamy
w,.(l,d) C W(l,d) C W, (1,d),

ek ekwidystanty (odlegtej od prostej bazowe] |

gdzie W(l,d) oznacza wycin
7, monotonicznoéci funkeji pole otrzymujemy

o d) dla odcinka bazowego l.
PWz(1,d) < PW() < PW; (1, d))-

Poniewaz

lim P(W (1, d) = lim PWg(Ld) = [ sinh(d),

n]—e

to ze znanego twierdzenia o trzech ciagach dostajemy

P(W(l,d)) = lsinh(d).

W ten sposob Twierdzenie 3.3.2 zostalo udowodnione.

kwidystanty odleglej od swojej prostej bazowej o d,

Wniosek 3.3.4. Dla e
7§ WYNost

pole wycinka opartego na jej tuku dlugosc

s tgh(d)
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Dowéd : Rozwazmy ekwidystante odlegla od prostej bazowej o d i jej tuk
dowolnej dlugoéci s. Oznaczmy przez | dlugoé¢ odcinka bazowego dla tego ‘
luku ekwidystanty. Wtedy z Twierdzenia 3.1.1

s = [ cosh(d),

czyli
s

cosh(d)’ i

7 Twierdzenia 3.3.2 mamy tes pole wycinka opartego na tym tuku (czyli dla
odcinka bazowego diugosci [):

P(W(l,d)) = Lsinh(d).

Po podstawieniu w powyzszym za | wyrazenie s / cosh(d) otrzymujemy

P(W(s,d)) = -sinh(d) = stgh(d).

S
cosh(d)

Whiosek 3.3.5. Dla ekwidystanty o krzywinie k pole wycinka opartego no
jej tuku diugodci s wynosi

Dowéd : Rozwazmy ekwidystante o krzywiznie k 1 je] tuk o dowolnej diu-
godci s. Oznaczmy przez d odleglos¢ tej ekwidystanty od prostej bazowe].
7 Twierdzenia 3.2.1 mamy

tgh(d) = k.

Podstawiajac za tgh(d) zmienna k w P(W (s, d)) z Wniosku 3.3.4 otrzymu-
jemy

P(W(s, k) = sk.
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4. Okrag hiperboliczny

W niniejszym rozdziale przeprowadzimy obliczenia diugodci okregu hi-
perbolicznego, jego krzywizny w dowolnym punkcie oraz pola kola przezeit
ograniczonego. W tym celu rozwazmy okrag o dowolnym promieniu dlugosci
R. 7 izometrycznodci wszystkich okregéw o ustalonym promieniu wynika,
ze dla naszych rozwazai mozemy dowolnie wybraé jego polozenie w ukltadzie
wspolrzednych w modelu péiplaszezyznowym. Polézmy zatem ten okrag tak,
by jego $rodek hiperboliczny S miat wspélrzedne (0, e?). Z ogélnego réwnania
okregu hiperbolicznego w modelu dostajemy:

Or: 7° + (y — ef cosh(R))? = e*sinh?(R) (4.1)

Poprowadzmy teraz prosta o réwnaniu z = (. Pomocniczo wyznaczamy
wspoélrzedne punktu P przeciecia tych dwoch krzywych, jak na Rysunku
4.1. Niech P = (zp,yp). Oczywiscie xp = 0. Bioragc pod uwage fakt, ze
|SP|n = R, z bezposredniego rachunku z uzyciem wzoru na cosinus hiperbo-
liczny miary odcinka, (ktérego wykonanie pozostawiamy Czytelnikowi) otrzy-
mujemy yp = 1, czyli P = (0,1).

Rysunek 4.1.
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ezjanskie punktu o zadanej

4.1. Wspélrzedne kart
kregu hiperbolicznym

wspolrzednej katowej na o

Ponizej wyprowadzimy wyrazenia na odpowiednie wspolrzedne, zacho-
wujac §cisty zwigzek migdzy oznaczeniami z wprowadzenia do tego rozdziatu
(lacznie 2 Rysunkiem 4.1) a wezelkimi obiektami, 0 ktoérych mowa w poniz-

szym lemacie.
Lemat 4.1.1. Wspélrzedne Lartezjaniskie dowolnego punktu X na okregu hi-
perbolicznym 0 promieniu R 1 érodku w (0,e") w saleznosci od kgta grodko-
wego ¢ opartego na hku X P, mierzonego przeciwnie do ruchu wskazowek

zegara WYnoszy
2R _ 2R 442 (2) + 2R
X(¢) = (eRctg(?i) ; _f___l__)?__i_g_(ﬁ_)i?—— . (42
9’ e2Rctg?($) + 1 2R ctg?(2) + 1

Dowéd : Niech
X(¢) = (z(¢),y(@))-

Wykrelmy dwusieczna kata ¢ 1 przyjmijmy oznaczenia jak na Rysunku 4.1.
Dwusieczna ta reprezenowana jest w modelu przez okrag euklidesowy o érod-
ku w punkeie O 1 promieniu dtugoéci 7. Zauwazmy, se |LSOP'| = ¢ /2 (wynika
to » faktu, iz kat miedzy prostg styczng W punkcie S, a promieniem laczacym
Oz S jest prosty). Dalej z tego, z6 ASP'O jest prostokatny oraz |SP'|le=¢

(bo to rzedna punktu S), otrzymujemy

0P, = e ote(2)

senia Pitagorasa zastosowancgo do APP'O tatwo wyliczamy

|OP|. = {/¢*® ctgz(%) + 1.

Aplikujac to samo twierdzenie do ASP'O, dostajemy

r=|08l.= \/emctgz(%) $e?B

ent euklidesowy, inwersje wzgledem okregu, ktory re-
kata ¢. Inwersja ta jest przyktadem hiperbolicznej izo-
dbiciem wzgledem wspomnianej prostej dwusiecznej.
ledem dowolnej proste] hiperbolicznej przechodzace]

dza ten okrag na siebie wynika

bolicznego przeprowa
gu musi by¢ punkt réwniez nale-

achowuje katy, to jedynym
te pozwalaja nam obliczy¢

7 twierd

Rozwazmy przez moI
prezentuje dwusieczng
metrii, dokladnie jest 0
7, faktu, iz odbicie Wzg

przez srodek okregu hiper
w szezegdlnosci, ze obrazem punktu z okre

zacy do tego okregu. Ponadto, jako ze inwersja %
mozliwym obrazem punktu P moze byé X . Uwagl

|0X|e z definicji inwersji. Mamy
lOPEWOXE=Ta
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czyli

T'Q

0X|,= )
10Xl = oA,

Mamy zatem
eZR cth(%) _|_ ezR

e2R ctg?(2) + 1

Wyznaczmy z(¢) = |P'X'|.. Dzigki réwnoleglosci odcinkéw PP' i XX’
z twierdzenia Talesa dostajemy:

|OX|e - |OP15 _ Sc(qb)

|0X]. =

|OP|. o)
skad otrzymujemy
OXle — |OP|
: = 0P|, - |——e

Po podstawieniu i prostych uproszczeniach wynik przedstawia si¢ nastgpujaco

gt 1

L P
z(¢) = e ctg(7) - PR (@) 1

2

W podobny sposéb uzyskamy wyrazenie na y(¢) = | X X'|..

v(@) _ 0X].
PP~ [OP.
To jest rownowazne
i [0X]e
= | PP, s :

Po wstawieniu wezeéniej wyliczonych diugosci dostajemy

e2R ctgz(g) 4 82R
e2R ctgz(%) £

y(d) =

4.2. Dlugoséé okregu hiperbolicznego

Znajdziemy najpierw dtugosé tuku okregu hiperbolicznego o promieniu
R, ktéry wyznaczony jest przez dowolny kat érodkowy ¢. Z izometrycznoéci
wszystkich takich tukéw dostajemy mozliwodé rozpatrzenia dogodnego dla
nas potozenia takiego tuku. Rozwazaé bedziemy zatem tuk ~ PX (Rys.4.1)
dla kata érodkowego /PSX mierzonego przeciwnie do ruchu wskazowek ze-
gara.

Twierdzenie 4.2.1. Dla dowolnego kgta Srodkowego ¢ w okregu hiperbolicz-
nym o promieniu R diugosé odpowiadajgcego mu tuku wynosi:

¢ - sinh(R).
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Dla dowodu tego twierdzenia udowodnimy wezedniej ponizszy fakt.

Fakt 4.2.2. Dla dowolnego kgta Srodkowego ¢ w okregu hiperbolicznym o pro-
mieniu R diugos¢ odpowiadajacej mu cigciwy wynosi

ar cosh(1 + sin?(g)(cosh@R) —1)).

Dowéd : Obliczmy dlugosé cigciwy PX korzystajac ze wzoru na cosinus hi-
perboliczny miary odcinka. Mamy

_ 2 _ 2
COSh(|PX|h) oy | + (g"l .Tz) + (yl y?) :
24112

gdzie(zy, 1) = (0,1), (22,42) = (z(¢),y(4)). Po wstawieniu odpowiednich
wspolrzednych otrzymujemy nastepujacy ciag réwnosci.

2Ry g $y\2 _ eRetg?()+e2R
(m ectg($))* + (1 PR (B )

cosh(|PX|,) =1+ -

e2R ctg2(9)+523
e2R ctgz(g)—l-l

2R_1 R _2R—1
(m} e Ctg(g))z + (el’R:tgz(%)-l—l)z

=1+ 2R ctgz(g)-i-e:R =
. ‘egﬂctg2(§2)+1
RN et Vi Gtz ) et R (R -1
AR aig(3) + ) (@Petg (D) +1) 2Motg’ (D) + )
_ 2e* P ctg?(§) + et +1  2ePctg($) et 41 _

2e2R(ctg?($) +1)  2e2R(ctg?($) +1)  2e2R(ctg?() +1)
Cth(%g) e?R | ¢—2R 1
ctg?(2) +1 2 ctg?(2) + 1

= 0082(%) + cosh(2R) SiHQ(g) -

=] = s'mz(g) + sinz(%ﬁ) cosh(2R) =1+ Sinz(g)(cosh(ZR) —1)
Ostatecznie mamy zatem
cosh{| PX|s) =1+ sinz(g)(cosh(ZR) i

skad
|PX|p = arcosh(1 + sinz(g)(cosh@R) —1)).

Dowdd Twierdzenia 4.2.1: Rozwazmy tuk —~ PX i obliczmy z definicji jego
dtugosé. Najpierw dzielimy go na n przystajacych tukéw wyznaczonych przez
katy srodkowe o mierze ¢/n. Dla kazdego takiego tuku obliczamy dlugosé jego
cieciwy, dalej sumujemy te dlugosci i przechodzimy z takim wyrazeniem do
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granicy przy m — oo. Jako, ze wszystkie takie cigciwy sg réwnej miary, to
wspomniana suma wyraza si¢ iloczynem n i diugosci jednej z nich. Opisany
powyzej ”zabieg” sprowadza sie do nastepujacych obliczen.

lim n - arcosh(1 + SlIlz(-—)(COSh(zR) —1)) =

¢
. ar COSh(l e Siﬂz(zi)(cosh(QR) _ 1)) r ="
" x — 0t
- i O e G R 1)) _
L—¥ T

Ostatnia granica przyjmuje postaé symbolu nieoznaczonego postaci [%] Ob-
liczenia zatem kontynuujemy stosujac regule de I'Hospitala, rozniczkujac
licznik i mianownik. Przypomnijmy tu, ze pochodna funkeji arcus cosinus
hiperboliczny wyraza si¢ nastepujaco:

d
= & cosh(z) = ="

Zgodnie z powyzszymi uwagami mamy dalej
(cosh(2R) — 1) - 2sin(%) cos(§) -
=9 — \/(1 + sin®(%)(cosh(2R) — 1))* —
_ 4. lim (cosh(2R) — 1) sin(£) cos($) _
o=0* , /sin’(%)(cosh(2R) — 1)y/sin?(%)(cosh(2R) — 1) +
. lim (cosh(2R) — 1) cos(3) _
BT \/(cosh(ZR) - 1)\/sin2(§)(cosh(2R) -1)+2

‘ cosh@R)—1 ¢ /————cosh(QR) =
\/cosh(2R) — 1v/2
f€2R+e—2R \/62R+8—2R 2 _
/ = —R
=¢- £TF ypo = ¢ sinh(R

To konczy dowdd twierdzenia.

1
2
1

Il
ASS

“a

S

Whiosek 4.2.3. Diugosé okregu hiperbolicznego o promieniu R wynosi

27 - sinh(R).

Dowéd Wniosku 4.2.3
Dlugosé okregu dostajemy stosujac Twierdzenie 4.2.1 dla ¢ = 2w, co wynika
z faktu, ze okrag to tuk dla kata érodkowego 2.
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4.3. Krzywizna okregu hiperbolicznego

Rysunek 4.2,

Twierdzenie 4.3.1. Krzywizna w dowolnym punkcie okregu hiperbolicznego
o promieniuv R wynosi

ctgh(R)

Dowdd : Wiemy, ze kazdy punkt okregu hiperbolicznego mozemy przekszta-
cié¢ na dowolnie wybrany inny punkt tego samego okregu przez odpowiednio
dobrang, izometrie, tak ze i caly okrag przejdzie na siebie. Krzywizna okregu
hiperbolicznego jest wiec jednakowa bez wzgledu na wybér punktu. Rozwaz-
my zatem umiejscowienie okregu Or jak na Rys. 4.1 i zbadajmy =z definicji
jego krzywizne w punkcie P (0zn.K(Og, P) - patrz Rys. 4.2. Mamy

o ol(X)
Ko P) = 2y

gdzie a(X) = a to kat migdzy stycznymi do okregu w punktach P i X.

Poniewas miara « zalezy od polozenia punktu X na okregu, za$ to poloze-
nie jest zdeterminowane przez kat érodkowy ¢, wiec a jest zdeterminowana
przez miare ¢ (a = a(@)). Zauwazmy réwniez, ze X — P dokladnie wtedy,
gdy ¢ — 0F. Z Twierdzenia 4.2.1 mamy tez diugosé tuku PX: ¢ - sinh(R).
Poczynione uwagi pozwalaja nam przepisaé wezesniejszg, rownosé do postaci:

. a(¢)
K(Op, P) = Jlim ==t (4.3)

Musimy zatem znalez¢é wyrazenie na kat o w zaleznoscei od ¢.
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Fakt 4.3.2. Miara kgta migdzy stycznymi do okregu hiperbolicznego o pro-
mieniu R w koricach ramion jego kgta érodkowego o mierze ¢ wynost

arccos(1 — 2 cosh(R) sinz(%)).

Dowdd : Poczyhmy nastepujace spostrzezenie. Kat o to kgt miedzy hiperbo-
licznymi prostymi, reprezentowanymi w modelu przez przecinajace sig okregi
cuklidesowe. Jego znalezienie mozemy wiec oprzeé na rozwazaniu obiektow
euklidesowych w modelu. Kat miedzy okregami euklidesowymi rowny jest
katowi miedzy promieniami tych okregdéw poprowadzomnyml z punktu ich prze-
ciecia (u nas to punkt T7). Zatem

a = [LPTY].

Miare tego kata obliczymy stosujac twierdzenie kosinuséw do APTY.
Mamy
|P'Y 2= |P'T|? + ITY|? — APT|.|TY e cos(a),

skad
|\P'T2 + |TY 2 - |P'Y |2
— e e e : 44
cos(a) AP TIITY | (4.4)
Widzimy, ze
|P'T|. = |P'Ple=1. (4.5)

Dalej (np. z podobienstwa trojkatow)

5Pl — y(9) _ u(0)
| XS | XY’

7 czego po przeksztatceniu otrzymujemy

| X5 ey(®)
X¥.=— 7.5
XYl = 15T, —y(9)
Poniewaz
ITY| = | XY
oraz

|S'P'|. = e® cosh(R), |X 5’| = e sinh(R)

(patrz (4.1)), to
e sinh(R)y(¢)
eF cosh(R) — y(¢)

ITY e =

W podobny sposOb uzyskujemy wyrazenie na |P'Y|e:

o €feosh(R)z(¢)
PY e = R eosh () - u(d)
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Dokonamy teraz przeksztalcenia dwu powyzszych wyrazen, wykorzystujac
znaleziong wezedniej parametryzacje punktu X (¢) (patrz Lemat 4.1.1) oraz
definicje funkeji hiperbolicznych sinus oraz cosinus.

R_,—R echtgz(gﬂ)-{-g?R

R_ e*—e
TY|, = ef sinh(R)y(¢) _ €T TaRag?(d)+1 _
e eR COSh(R) — ’y(qﬁ) B efpeR er-’Rctg2(923)+32R
2 echth(-';i)+l

_ R(e — 1)(ctg 2) + 1) _
(2R + 1)(e*R ctg( £) + 1) — 2e2R(ctg! H+1)
_ 2R(e?R — 1)(ctg £) + 1) _
edR ctgl 923) —e2Retp(2) — 2R+ 1
_ 2R (2R — 1)(ctg( £) + 1) _ e2R(ctg( L) + 1)
(2R — 1)(e2Rctgl 2) —1)  (e*F ctgl £) — 1)

Ostatecznie
e*B(ctgl ) + 1)

(€Rctgld) — 1)

1TV, =

Podobnie poczyfimy z |[P'Y|e.
B eBqe R eFetg 2 (e2R-1)
efcosh(R)z(¢) ¢ 2 em ct;2(gi)+1

6R COS].].(R) — y(¢) - SR . eRye R _ EZRCth(i){—eZR =
2 2R ctg?($)+1

1PrYle =

B (e*f — 1)efctg S

" T D@ (D) + 1) 2§ T D
_ (e*R — 1)efctg £ B
 etRetg? € 4 €2 + e?Potg’ $ +1 -2 ctg’ $ _9g2R

_ (e — 1)e” ctg § _ 2R th ¢ Q2R _ (e'F — 1)ef ctg g _

elf ctg? 2 T eRetg? 2(e2R — 1) — (2P - 1)

B (e2F — 1)(e*R + 1)ef ctg% _ (e2F + 1)eft (:1:g5“2é
T (2R —1)(e*Rctg?(2) — 1 e?Rctg?($) — 1

Podsumowujgc
(e® + L)efctg = (4

Retg?($) —1
Podstawmy teraz znalezione dlugoéci bokéw trojkata AP'TY ((4.5), (4.6),

(4.7)) do wyrazenia (4.4) na cosinus kata a.
Otrzymamy

|P'Y|e =

ctg2( 2 +1) (e2F+1)e Rt
§ (Caery (s o

COS(OL‘) e2R ctg? 33) 1
e2R(ctg?(£)+1)
2.1. S
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o

(e2R ctgz(%-)—1)2+e4R(ctg2(%)+1)2~(32R+1)252R ctg? %
(e2R ctgz(%)—l)Q
2e2R (ctg? (%)+1) (e2R ctg?( %)—1)
(e2R ctg%%’-)—l)z

_ Ca ctgz(%) — 1?2+ e4R(ctg2(%) +1)2 — (2R + 1)2e2f ctg? %

) 23 (ctg?(Z) + 1) (R ote?(3) — 1)

2etf ctgt € 4 ctg? (—eF —3e®F) + et 41
2e2R(ctg?(%) + 1)(e?R ctg?($) — 1) B

2ehl ot % + ctg? %—’(466}2 — 3Ry +etf 41
2etR ctg? £ + ctg? §(2eF — 2e28) — 227 B

— ctg? %(ﬁeﬁR — 9¢*R _ g2R) 4 (AR 962k | 1 _

L @RISR 1)
QBZR(cth(%) +1)(e2R Ctg2(g’—) 1)
1 _ (e + 1)2(e2R ctgz(%) — 1] L (2R 4+ 12 )
2R(ctg’(3) + D(Eetg(3) — 1) 2eR(cte’(5) + 1)
_ 1 _ (233(5114-2_‘2'3,))2 1 4e2R COShg(R) _
ZezR(ctg2(%) +1) 282R(Ctg2(92§) 1)
2 cosh?®(R) .
=1~ g ~ 2B ()
sin2{2)
Podsumowujac

cos(a) = 1 — 2 cosh(R) Siﬂz(%),

zatem
a = a¢) = arccos(l — 2 cosh(R) Siﬂz(gm

co konezy dowdd faktu.

Wstawiamy teraz otrzymang wielkosé a(¢) do wyrazenia (4.3) i wyliczamy
krzywizne jak ponize].
arccos(1 — 2 cosh(R) sin®(%))

K(OR) 'P) = ¢1LI€+ qb . sinh(R) N

i ZC cos(1 — 2 cosh(R) sin?(£))
= —— i

sinh(R) ¢—0+ ¢

Fakt 4.3.3.

= (w)

i 25C cos(1 — 2 cosh(R) sin*(3)) _ cosh(R)

x—0F T
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Dowéd : Powyzsza granica jest symbolem nieoznaczonym typu [%] , obliczamy
ja stosujac regule de I'Hospitala. Dla przypomnienia:

-1

d
@ arccos(m) = —]-\/__T—-w—z

Mamy zatem

L1

lim (—1)(—2cosh®(R)) - 2sin(§) cos(§) - 3
o \/17— (1 — 2cosh®(R) sin?(Z))?

im 2 cosh(R) sin(3) cos(3) ]
o=0" /(1 ~ 1+ 2cosh*(R) sin*(3))(1 +1 = 9 cosh?(R) sin®(%
? 2

= lim 2 cosh®(R) sin($) cos(§)
z—0+ \/ZCOShQ(R) Slﬂz(%)(l . COShQ(R) S-IHZ(%))

_ 2 cosh?(R) sin(%) cos(§)
im
70" 9 cosh(R) sin(2)4/1 — cosh?(R) sin®(%)

h(R) cos($
= lim coshi(R) coe(;) = cosh(R)
el \ﬁ — cosh?(R) sin®*(%)
|
Korzystajac z powyzszego faktu, wyliczamy krzywizne.
(3x) = - cosh(R) = ctgh(R)
~ sinh(R) " D
Twierdzenie 4.3.1 zostalo udowodnione.
i

4.4. Pole kola hiperbolicznego

ny, a mianowicie wyznaczymy

Rozwigzemy od razu problem bardziej ogol
R i dowolngo kata érodkowego

pole wycinka kolowego dla okregu o promieniu
¢, ktory ten wycinek wyznacza.

Twierdzenie 4.4.1. W kole hiperbolicznym o promieniu R pole wycinka ko-
towego dla dowolnego kgta $rodkowego ¢ wynost

2¢sinh?(§)
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Rysunek 4.3.

Dowdd : Przywolajmy sytuacje z Rysunku 4.1 i rozwazmy (mniejszy) z wy-
cinkéw PSX (patrz Rys. 4.3). W celu obliczenia jego pola skonstruujmy
dwa ciagi wielokatéw, jeden beda stanowily wielokaty o polach wiekszych
(W(#, R)), drugi - wielokaty o polach mniejszych (W, (¢, R)) od pola roz-
wazango wycinka. Dokladniej, interesowaé nas bedg dwa ciagl liczbowe - ciggi
pél tych wielokatéw, dla ktérych pokazemy, Zze posiadajg te sama granice.
Dalej korzystajac z monotonicznogei funkeji " pole” oraz znanego twierdzenia
o trzech ciagach, wyliczymy pole omawianego wycinka kotowego.

Opiszmy najpierw wielokaty W;F (¢, R). Wielokat Wit (¢, R) to zacienio- ‘

Rysunek 4.4.

wana figura SPNX na Rys. 4.4. Jego boki stanowia dwa ramina kata $rod-
kowego ¢ oraz dwa odcinki stycznych do okregu w koncach tych ramion.
Wielokat ten ma cztery katy: ¢, dwa proste (bo taki jest zawsze kat miedzy

51




promieniem okregu a styczng w koficu tego promienia) oraz kat o mierze
7 —a, gdzie o to kat z Faktu 4.3.2, zalezny od ¢. Ze wzoru na pole wielokata
hiperbolicznego mamy

P(W; (¢, B) =27 — (¢+2 - 5 + (r — a(9)).

Po uproszczeniu i odpowiednim podstawieniu za « otrzymujemy

P(W; (¢, R)) = arccos(l — 2 cosh’®(R) sinz(%)) — ¢.

Wielokat W (¢, R) bedzie skladal si¢ z n wielokatéw analgicznych do Wi,
ale zbudowanych dla katéw érodkowych o mierze ¢/n. Jego pole wyliczamy
zatem jak ponizej.

POV (6, B)) = n{asceos(1 ~ 2cosh?(R) s (22) ~ £)
n n
Wryliczmy granice ciggu P (WH(¢, R)) przy n — oo. Mamy
lim n(arccos(l — ZCOShz(R) sinz(ﬂ)) — f) -
oo 2n n
_ R
— g+ lim ¢ arccos(l — Zcozhg(R) sin?(2)) N i
n T — 0+
= —¢+ ¢ lim — cos(1 — 2cosh*(R)sin*(5) _ , _
x— T

Granica w powyzszym wyrazeniu to granica z Faktu 4.3.3. Uwzgledniajac
sktadnik —¢ oraz czynnik ¢, dostajemy

(x % %) = —¢ + ¢pcosh(R) = ¢(cosh(R) — 1) =

R -

eR+eB_2 e?—eT)Q

=Sl 2¢(—

= 2¢ sinhz(g)

Zajmiemy sie teraz opisaniem ciagu wielokatéw W (¢, R) i ich pdl. Wie-
lokat Wy (¢, R) to zacieniowana figura na Rysunku 4.5. ograniczona dwoma
ramionami kata §rodkowego ¢ oraz sieczng, kota, ktéra przechodzi przez konce
ramion wycinka. Posiada zatem trzy katy: jeden o mierze ¢ i dwa o pewnej
mierze 3 (oczywiscie § = 8(¢)), ktora musimy wyliczy¢.

Fakt 4.4.2. W kole hiperbolicznym o promieniu R sieczna przechodzgea przez
kofice ramion kgla $rodkowego ¢ tworzy z kazdym z tych promiens kqt o mierze

1

arctg(m).
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Rysunek 4.5.

Dowdd : Prosta sieczna, o ktérej mowa w tresci lematu, reprezentowana jest
w modelu przez euklidesowy okrag - patrz Rys. 4.6. Oznaczmy jego érodek
przez O = (zo,yo). Oczywiscie yo = 0. Wyznaczymy Zo, prowadzac rozwa-
sania na obiektach euklidesowych w modelu. Punkt O lezy na prostej SO,
gdzie O' jest srodkiem odcinka PX. Stad

41
( 2 ! 2 )
Przypomnijmy (patrz: réwnanie (4.1)), ze

S" = (0,ef cosh(R)).

Latwo wyliczyé, ze réwnanie proste] przechodzace]j przez te dwa punkty ma

postaé
y(¢) + 1 — 2eft cosh(R) -
Y= z + e cosh(R).
z(4)
v Aby wyliczyé zo podstawiamy w powyzszm réwnaniu 0 za y i otrzymujemy
z(¢)e? cosh(R)

:l': =—-3 i
@™ 2eRcosh(R) — y(¢) — 1
Nastepnie przeksztatcimy powyzsze wyrazenie, wstawiajac na poczatku wspol-
rzedne punktu X (¢).

eRetg($)(e2R-1)

R
razgn ¢ o)
zeR(eR;-e*R) _ eRetg?($)+) 1

2R ctg?($)+1

To —

2R ctg (L) (e2F—1) cosh(R)

B R ctg? ()41 _ Ctg(g)(EZR -1) COSh(R) _
~ S-SR | (g (§) + 1) — () + )
e2R ctg?(5)+1
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Rysunek 4.6.

_ ctg(%)(e* — 1) cosh(R) _ cosh(R)
Ctgz(fg(eZR —1) B ctg(%)

Zauwazmy hastepnie, ze miarg J ma réowniez LPOP'. Zatem

= tg(%) cosh(R)

czyli

Fakt zostal udowodniony.

Mozemy teraz wyliczyé P(Wy (¢, R)).
PV (6, R) =7 (8+26) = 7~ 2arctelorgrs)
2

Wielokat W, (¢, R) bedzie suma n wielokatéw postaci W, (¢/n, R). Jego pole
wynosi zatem

P (6, ) =i — £~ 2asete(gy )

Wryliczmy i teraz odpowiednia granice.

: . _ =% : =
T}E&P(Wn (¢, R)) = ,}1_,1130”(” n gamtg(tg(%) COSh(R)))
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= 0.9 — =

T —* 60

_¢ _ 1 —¢
Tt =& Zarctg(w) {a: n}

r — 0T

7T —x — 2are tg(ﬁ cosh(R))
2

= ¢ lim

Lim, . = (% % *ok)

Powyzsza granica jest symbolem nieoznaczonym typu [%] , zastosujemy zatemn
regute de 'Hospitala. Przypomnijmy tez wyrazenie na pochodna funkcji arcus
tangens.

1

d 4l
—arcteg(z) =
B 14 22

dx

Otrzymujemy zatem

(=1)- # - cosh(R) - 5517 .1
(ko Hk) = ¢ lim+ (—1—2- (te(3) h(iaf_ : 2(T) " 2
20 14 (tg(%) cosh(R))

=

cosh(R)
t1g2(Z) cos?(Z) cosh?(R) 1

= ¢ lim, (

oot VT tg2(Z)coshZ(R)+L 1)= ¢mli%l+ costiL 1) cos?(2)(tg*(3) cosh?(R) + 1)

tg?(£) cosh*(R)

= ¢(cosh(R) — 1) = 2¢ sinhQ(g)

Na koniec zauwazmy, ze dla dowolnych naturalnych n; i ny zachodzi
W,, (¢, R) C W(¢, R) C W (¢ R),

gdzie W (¢, R) oznacza wycinek kola hiperbolicznego o promieniu R. Dalej
z monotoniczno$ci funkcji pole otrzymujemy

P(W,, (¢, R)) < P(W (¢, R)) < P(W,,(¢, R))-

Ostatecznie, jako ze
. = . + . 2 R
lim P(W3 (6 R)) = lim P(W} (6, R)) = 2¢sinh’(5),
T —00 T2 —00 2
to z twierdzenia o trzech ciggach réwniez

P(W(9, B)) = 29sint?(3),

co konczy dowéd Twierdzenia 4.4.1

Whniosek 4.4.3. Pole hiperbolicznego kota o promieniu R wynosi

47 sinh?(£)
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Dowéd Wniosku 4.4.3
7 tego, ze kolo jest wycinkiem dla kata srodkowego ¢ = 27 oraz z Twierdzenia

4.4.1 od razu dostajemy teze wniosku.

Whiosek 4.4.4. Pole wycinka kota hiperbolicznego o promieniu R opartego
na tuku dlugosci s wynost

s(ctgh(R) — )

Dowéd : Rozwazmy kolo o promieniu R i jego tuk dowolnej diugodei s.
Oznaczmy przez ¢ kat srodkowy tego kota odpowiadajacy tukowi s. Z Twier-
dzenia 4.2.1 mamy

s = ¢sinh(R),
czyli )
¢ = sinh(R)’

Ponadto z Twierdzenia 4.4.1 pole wycinka opartego na tym tuku (czyli dla
kata grodkowego ¢) wynosi

R
P(W($,R)) = 2¢»sinh2(§) = ¢(cosh(R) — 1).
podstawiajac w powyZzszym za ¢ wyrazenie s /sinh(R) dostajemy

s'm}f(R) (cosh(R) — 1) = s(ctgh(R) — sinli(R))'

P(W(Sa R)) =

Whiosek 4.4.5. Dla kola hiperbolicznego o krzywinie k brzegowego okregu
pole jego wycinka opartego na luku dlugosci s wynost

s(k —vk?—1

Dowéd : Rozwazmy koto hiperboliczne z okrggiem brzegowym o krzywiznie
k i jego tuk dowolnej diugosci s. Oznaczmy przez R promiefi tego okregu.

Wtedy z Twierdzenia 4.3.1
k = ctgh(R).

Wyrazmy pomocniczo wyrazenie 1/ sinh(R) przez ctgh(R). Mamy

cosh?(R) — sinh*(R) =1

oraz
__ cosh(R)
WS = Ry
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7 dwoch powyzszych wyrazen wyliczamy

h*(R) sinh*(R)+1 1
coh?(R) = &% _ _
ctgl (%) sinh®(R) sinh?(R) * sinh®(R)’
skad
- tgh?(R) — 1

—_— = —

sinh®(R) 5 ’
czyli

Sinli(R) = +/ctgh®(R) — 1.

7 Wniosku 4.4.4 mamy

1
P = _—_— ] = — 2 — .
(W (s, R)) = s(ctgh(R) sinh(R)) s(ctgh(R) — y/ctgh®(R) — 1)
Po podstawieniu w powyzszym za ctgh(R) zmienna k dostajemy

P(W(s,R)) = s(k — Vk* —1).
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5. Uwagi koncowe

W rozdziale tym przedstawimy trzy twierdzenia, ktére w pewnym sensie
laczg wszystkie rozwazania i obliczenia przeprowadzone w tej pracy. Pierwsze
dwa dotycza krzywizny krzywych kotowych.

Twierdzenie 5.0.6. Dla dowolnego k > 0 istnieje krzywa kolowa o krzywiz-
nie k.

Dowdd : Ustalmy dowolna krzywizne k > 0.

o Jedli k = 0 to rozwazamy prosta. Krzywizna prostej wynosi 0, co wprost
wynika z definicji krzywizny (styczne do proste] s ta prosta, wiec tworza kat
Zerowy).

e Jedli 0 < k < 1, to rozwazamy ekwidystante odlegla od swojej proste]
bazowej o artgh(k). Wtedy, z Twierdzenia 3.2.1, krzywizna ekwidystanty
wynosi tgh(ar tgh(k)) = k, czyli tyle ile zadamy.

o Jedli k = 1, to rozwazamy horocykl. Jego krzywizna wynosi wlasnie 1,
o czym méwi Twierdzenie 2.2.1.

e Jedli zag k > 1, to rozwazamy okrag o promieniu ar atgh(k). W swietle
Twierdzenia 4.3.1 jego krzywizna wynosi wiedy ctgh(ar ctgh(k)) = k.

W ten sposéb wyczerpaliSmy wszystkie mozliwoscl na wartosé krzywizny.

Ponize] przedstawiamy Rysunek 5.1 obrazujacy Twierdzenie 5.0.6 z dodatko-
wym warunkiem stycznosci wszystkich rozwazanych krzywych kotowych do
prostej w jej ustalonym punkcie X . Prawdziwe jest tez nastgpne Twierdze-

<}——— chrggiik>1

A// haracykl: k=1

L phAIyStANt O <K<

prosta; k= 0 —— =

Rysunek 5.1.

nie 5.0.7, ktérego dowéd pomijamy ze wzgledu na to, iz wymaga bardziej
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zaawansowanych narzedzi matematycznych, wykraczajacych poza standardy
tej pracy.

Twierdzenie 5.0.7. Proste, ekwidystanty, horocykle i okregi sq w geometrii
hiperbolicznej jedynymi krzywymi o stalej krzywiZnie.

Ostatnie ciekawe spostrzezenie odnoszace sie do krzywych kolowych laczy
wszystkie wyliczane atrybuty trzech krzywych kotowych jednoczesnie.

Twierdzenie 5.0.8. Dla krzywych kolowych w geometrii hiperbolicznej pole
wycinka opartego na tuku ustalonej diugosci s jest funkcjq cigglg zmiennej
k, oznaczajgcej krzywizne krzywej zawierajgcej ten tuk.

Dowéd : Niech Py(k) : Ry — Ry bedzie funkcjg zmiennej k , przyporzad-
kowujaca liczbie k pole wycinka, ktéry odpowiada tukowi diugosci s krzywej
kolowej o krzywiznie k, tzn. Py(k) = P(W (s, k)). Wtedy z Twierdzenia 2.3.2
oraz Wniosku 3.3.5 1 Wniosku 4.4.5 mamy:

sk 0<k<l
Pilk)=< & k=1 =
s(k—vk:-1) k>1
| sk 0<k<1
Tl s(k—vk2—1) k>1

Obydwie funkcje skladowe sa funkcjami cigglymi, jedynym punktem, w kto-
rym ciggtoéé nalezy sprawdzic, jest k = 1. Mamy

P(ly=5-1=3s;
lim P,(k) = lim sk=s-1=3s,
k—1— k—1—

361117{1+ P(k) = klixa s(k—vk2-1)=s(1-v12-1)=s.
Zatem granica rozwazanej funkcji w punkcie k = 1 jest rowna wartoéci tej
funkeji w tym punkcie, wiec funkcja Ps(k) jest ciggla w argumencie 1. Osta-
tecznie funkeja P;(k) jest ciagla na calej swojej dziedzinie, co konczy dowdd
twierdzenia.

Ponizej przedstawiamy wykres funkcji Ps(k).

P(k)

- P

Rysunek 5.2.
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