ZADANIA Z TOPOLOGII ALGEBRAICZNEJ 1
LISTA 1

Zaktadamy, ze wszystkie rozpatrywane przestrzenie topologiczne sa drogowo spdjne.

. Uzasadnij, ze sktadanie drég spetnia nastepujacy warunek skreslen: jesli fo-go >~ f1-91

oraz go ~ g1 to fo =~ fi.

Pokaz bezposrednio z definicji, ze dla petli f,g w X zbazowanych w zg € X zachodzi

rownowaznos¢ f ~ g < f - g ~ const,,, gdzie const,, to petla stala zbazowana w z,

zas g to petla odwrotna do g - zadana wzorem g(t) = g(1 — t).

Uzasadnij, ze dla dowolnej przestrzeni topologicznej X nastepujace trzy warunki sa

rownowazne:

(a) kazde odwzorowanie S' — X jest homotopijne ze statym;

(b) kazde odwzorowanie S — X rozszerza sie do odwzorowania D? — X, gdzie D?
to 2-wymiarowy dysk, ktrego brzegiem jest nasze S!;

(¢) m(X,z0) = 0 dla dowolnego zg € X.

Wywnioskuj stad, ze przestrzen X jest jednospdjna wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie

odwzorowania S' — X sa homotopijne.

Jesli m1 X = 0 (grupa podstawowa jest trywialna) to kazde dwie drogi taczace dowolnie

wybrane dwa punkty zg,x; € X sa homotopijne.

Moéwimy, ze przestrzen topologiczna X jest sciggalna, jesli istnieje odwzorowanie F :

X x I — X takie, ze F(z,0) = z oraz F(z,1) = zy dla dowolnego z oraz pewnego

ustalonego xg. Uzasadnij, ze jesli X jest przestrzenia $ciagalng to jest tez drogowo

spéjna, oraz m1 X = 0 (innymi stowy, X jest wtedy jednospdjna).

Uzasadnij, ze kazdy wypukly podzbiéor w R™ jest $ciagalny.

Niech T bedzie skonczonym drzewem, tzn. spdjnym skoriczonym grafem nie zawiera-

jacym zamknietych cykli krawedzi. Uzasadnij, ze mT = 0.

Uzasadnij, ze homomorfizm g : m1(X, xg) — 71 (X, x1) (zwiazany ze zmiana, punktu

bazowego) zalezy tylko od klasy homotopii drogi d od xg do .

Niech G bedzie grupa topologiczng, czyli grupa zaopatrzona w topologie, dla ktérej

odwzorowania m : G x G — G oraz r : G — G okreSlone przez m(g,h) = g-h i

r(g) = g~ ! sa ciagle. Uzasadnij, ze m1(G, e) jest grupa przemienna,

Wolna homotopia pomiedzy petlami f i ¢ w X (zaczepionymi niekoniecznie w tym
samym punkcie) nazywamy rodzine petli f; : ¢ € I w X zalezna w sposéb ciagly od t
(tzn. taka ze odwzorowanie (s,t) — fi(s) jest ciagle), taka ze fo = f i f1 = g, zas punkt
zaczepienia petli f; moze sie zmieniaé wraz z t.

10. Jedli kazda petla w X jest wolno homotopijna z pewna petla stala, to m X = 0.

11.

UWAGA: na ogdt, wolno homotopijne petle zaczepione w tym samym punkcie nie
musza, by¢ homotopijne (poréwnaj nastepne zadanie).

Niech [S1, X] bedzie zbiorem klas wolnej homotopii petli w X (o dowolnym punkcie
zaczepienia). Niech ® : m1(X,x9) — [S!, X] bedzie naturalnym odwzorowaniem
zadanym przez fakt ze kazda homotopia petli jest ich wolna homotopia. Uzasadnij, ze
(a) @ jest surjekcja;

(b) ©([f]) = ®([g]) wtedy i tylko wtedy, gdy elementy [f] i [¢g] sa sprzezone w grupie

71 (X, o) (tzn. istnieje h € w1 (X, x0) taki, ze [g] = h=L[f]h).
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Dla podprzestrzeni A C X, retrakcja X na A nazywamy takie ciagle odwzorowanie
r: X — A dla ktérego r|4 = ida (tzn. r(z) = = dla kazdego = € A).

12.

13.

Niech A C X bedzie retraktem, tzn. taka podprzestrzenia, dla ktérej istnieje retrakcja
R : X — A. Uzasadnij, ze dla dowolnego xg € A naturalne odwzorowanie 71 (A, xg) —
m1 (X, z9) indukowane przez wlozenie A — X jest réznowartosciowe.

Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze podprzestrzen o nietrywialnej grupie podsta-
wowej nie moze by¢ retraktem przestrzeni jednospdjne;.

Retrakcja deformacyjna to taka retrakcja r : X — A, dla ktérej istnieje homotopia

Ty

X — X,t € I (ciagla jako odwzorowanie X x I — X) taka, ze: (1) rqg = idx,

(2) 11 =r, (3) dla kazdego t € I mamy r|A = ida.

14.

15.

16.

17.

Pokaz, ze jedli r : X — A jest retrakcja deformacyjna, to r. : mX — m A jest
izomorfizmem.

Wywnioskuj z poprzedniego zadnia, ze gdy m1 (Y, yo) # 0, to X x {yo} nie jest retrak-
tem deformacyjnym w produkcie X x Y.

Z izomorfizmu 71 (X X Y, (x0,y0)) = m (X, z0) X m1(Y,y0) wynika, ze dwie petle z
podprzestrzeni X x {yo} oraz {xo} X Y reprezentuja komutujace elementy w grupie
podstawowej 71 (X X Y, (20, y0)). Opisz jawna homotopie petli ilustrujaca, ten fakt.
Niech A bedze drogowo spéjnym podzbiorem przestrzeni X zawierajacym punkt bazo-
wy xo. Uzasadnij, ze homomorfizm i, : 71 (A, z9) — m (X, z) indukowany przez
wlozenie ¢ : A — X jest surjekcja wtedy i tylko wtedy gdy kazda droga w X o
koncach w A jest homotopijna z pewna, droga w A.



