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ZADANIA Z TOPOLOGII ALGEBRAICZNEJ 1
LISTA 2

. Pokaz, ze kazdy homomorfizm 718" — mS? realizuje sie jako indukowany homomor-

fizm @, dla pewnego odwzorowania ¢ : ST — S1.

. Okreslmy odwzorowanie f: 8' x I — S x I wzorem f(e'?, s) = (e484273) o) tak ze

na brzegowych okregach S x {0} i ST x {1} jest ono identycznoscia. Uzasadnij, ze f
jest homotopijue z identycznoscia przez homotopie f; bedaca identycznodcia na okregu
51 x {0} dla wszystkich ¢, lecz nie jest homotopijne z identycznoscia przez homotopig
f; bedaca dla kazdego ¢ identycznoscia na obu okregach brzegowych. Wskazdwka:
rozwaz co f robi ze zbiorem punktéw (1,5):s € 1.

Pokaz, ze nie istnieja retrakcje r» : X — A gdy:

(a) X = R3 zas$ A jest dowolna podprzestrzenia homeomorficzna z S Le

(b) X = 8! x D? jest pelnym torusem za$ A = S' x §" jest jego brzegowym torusem;
() X = 8§ x D? zaé A jest okregiem jak na rysunku ponizej;
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(d) X jest suma dwéch dyskow D? polaczonych jednym brzegowym punktem, zad A
jest, sumg, ich brzegowych okregdw.
Uzasadnij, #c nastepujace pary przestrzeni nie sa homeomorficzne:

(a) 821 D% (b) §?i 8" dlan+#2

. Niech X bedzie przestrzenia otrzymana, z dysku D? przez sklejenie dwoch réznych

punktéw brzegowych.

(a) Wykaz, ze m;y X = Z.

(b} Czy podzbiér A ¢ X otrzymany z brzegu dysku D? i homeomorficzny z dwoma
okregami sklejonymi jednym punktem jest retraktem X7

Czy brzeg wstegi Mobiusa jest retraktem calej wstegi?

Uzasadnij, 2e kazde otwarte spGjne otoczenie U punktu x na plaszczyznie, po usunigciu

tego punktu, ma nietrywialna grupe podstawowa,.

Skorzystaj z podanego na wykltadzie lematu pomocniczego do dowodu homotopijnej

niezmienniczoéci grupy podstawowej i udowodnij nastepujacy fakt. Niech fy: X — X

bedzie homotopia, dla ktérej odwzorowania fp i fi sa identycznodciami. Wowczas dlka

dowolnego zp € X petla fi(xy) reprezentuje clement z centrum grupy podstawowej

! (X ) :EO)'

. Niech M bedzie macierza rozmiaru 3 x 3 o wszystkich wyrazach dodatnich. Uzasadnij,

ze macierz ta ma wektor wlasny o dodatniej wartosci wlasnej, Wskazdwka: rozwaz
trojkat 7 = {{@,v,2) : 2 +y + 2z = L,z > O,y > 0,z > 0} oraz odwzorowanie h :
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T — T bedacc zlozeniem odwzorowania liniowego o macierzy m oraz rzutu centralnego
wzgledern punktu (0,0, 0); zastosuj twierdzenie Brouwera.

Komentarz: jest to fragment tzw. twierdzenia Perrona-Frobeniusa.

Niech A bedzie retraktem drogowo spéjnej przestrzeni X, i zatézmy ze m A jest
podgrupa normalna w m X . Uzasadnij, ze wowcezas m X = m A X [y X/m Al
Uzasadnij bezposrednio, bez korzystania z twierdzenia van Kampena, ze jesli X jest
suma, dwoch otwartych jednospdjnych podzbioréw, X = UUV, ktorych przekrdj UNV

jest drogowo spéjny, to m X = 0.

Zastosuj poprzednie zadanie do alternatywnego dowodu jednospdjnosci sfer S dla
n>2

Uzasadnij, ze dlan > 31 dla dowolnego skoriczonego zbioru P punktéw z R™ przestrzen
R™\ P jest jednospdjna. Uzasadnij ta sama teze dla sfery §™ wystepujacej w miejsce
przestrzeni K™,

Niech X bedzie sumga skoriczone]j rodziny prostych w R przechodzacych przez 0 € R™.
Uzasadnij, ze dla n > 4 mamy m (R" \ X) = 0.

Zadania dotyczace homotopijnej réwnowaznosci

Rozwiaz Cwiczenia (exercises) nr 1-6 oraz 9-13 ze stron 18-19 ksiazki A. Hatchera

“Algebraic Topology” (z zestawu ¢wiczer na koticu Chapter 0), oraz zadania ponizej.

Dla ciaglego odwzorowania f : X — Y rozwazmy przestrzen zwana cylindrem odw-

zorowania f, oznaczong przez My, okreélona jako iloraz sumy roztacznej (X x[0,1])uy
zadany utozsamieniami postaci (z,1) ~ f(x) : € X (7 topologia ilorazowa). Rozwazmy
tes stosek odwzorowania f, oznaczony przez Cp, jako iloraz Cy := My /(X x {0}), gdzie
X x {0} traktujemy jako podzbiér w Mjy.
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Uzasadnij, ze przestrzedi Y traktowana w naturalny sposob jako podprzestrzen w
cylindrze M (dla f : X — Y} jest jego retraktem deformacyjnym. Dlaczego ten sam
argument nie dziata dla ¥ C Cy7?

Wrykorzystaj fakt, ze m1(S?) # 0 dla pokazania, ze dal odwzorowania f: X =Y
stozek Cy na ogdl nie jest homotopijnie réwnowazny z Y.

Uzasadnij, ze jedli f : X — Y jest homotopiing réwnowaznoscia. to odwzorowanie
h: X — My zadanc przez h{z) = (2,0) € X x {0} C My takic jest homotopijna
réwnowaznoscia.

Uzasadnij, 7e jeéli odwzorowania f, g : X — Y sg homotopijne, to stozki Cy 1 C; sa
homotopijnie réwnowazne.

Uzasadnij bezposrednio z definicji, ze kazdy spdjny skonczony graf X jest homotopijnie
réwnowany z bukietem 1 —x(X) okregéw, gdzie x(X) to charakterystyka Bulera grafu
X. WSKAZOWK A: na rozgrzewke uzasadnij najpierw, ze graf o ksztalcie litery 8 jest
homotopijnie réownowazny 7 bukietem dwdch okregbw.



