ZADANIA Z TOPOLOGII ALGEBRAICZNEJ 1
LISTA 4. Zastosowania Twierdzenia van Kampena i nie tylko...

1. Niech X bedzie spéjnym skoticzonym grafem.

(a) Uzasadnij, ze m X jest grupa wolna Fy, dla pewnego n. Wskazéwka: rozwaz
dowolne drzewo maksymalne T' w grafie X, oraz przedstawienie X jako sumy T
oraz cykli C w X zawierajacych poszczeglne krawedzie X znajdujace si¢ poza T
(a dokladniej male otwarte otoczenia T' oraz ¢ykli C' w X); pomocne moze by¢
zastosowanic indukeji wzgledem liczby krawedzi poza drzewem maksymalnym.

(b) Pokaz, ze jesli X jest zawarty w plaszczyinie, to n jest réwne liczbie ograniczonych
komponent dopelnienia R? \ X.

(¢) Udowodnij, ze w ogdlnym przypadku liczba n zalezy tylko od charakterystyki
Eulera grafu, i znajd? ta zaleanosc.

2. Niech X bedzie przestrzenia otrzymana ze sfery 52 przez utozsamienie bieguna péinoc-
nego N z biegunem poludniowym S. Wyznacz m X albo stosujac twierdzenie van
Kampena, albo przedstawiajac X jako 2-wymiarowy kompleks komdrkowy, np. kom-
pleks prezentacyjny dla pewnej prezentacji.

3. Niech Y bedzie przestrzenig otrzymana z drogowo spéjnej przestrzeni X przez dok-
lejenic n-wymiarowej komérki dla pewnego n > 3. Uzasadnij, ze wlozenie X — Y
indukuje izomorfizm grup podstawowych (w szczegdlnosci, grupa podstawowa si¢ nie
zmienia). Zréb to samo dla operacji doklejenia naraz dowolnej rodziny n-wymiarowych
komorek.

Butelka Kleina K to powierzchnia, ktéra otrzymuje sie przez sklejenie bokéw kwadratu
zgodnie z rysunkiem ponize].

4. Uzasadnij, ze grupa podstawowa butelki Kleina ma prezentacje (a, blaba™'b).
5. Niech G = (a,blaba~1b) bedzie grupa podstawowa butelki Kleina.

(a) Stosujac homomorfizm G — Z wyznaczony przez przyporzadkowania a — 1 oraz
b — (0 wykaz, zc element wyznaczony przez a ma rzad nieskoniczony w .

(b) Wykaz, ze podgrupy {(a) i (b) w G generowane przez clementy a i b sa obie
normalne.

(¢) Sprawdi, ze prayporzadkowanie elementowi a funkeji rzeczywistej f{z} = —=,
zad elementowi b funkeji g(x) = z + 1 przedhuza sie do homomorfizmu grupy G w
grupe bijekeji zbtoru liczb rzeczywistych.

(d) Wykorzystaj homomorfizm z punktu {c) do pokazania, ze element b w grupie G
ma nieskonczony rzad.

(e) Uzasadnij, ze okrag odpowiadajacy petli b w butelce Kleina K nie jest retraktem
K. Skorzystaj z zadania 2 oraz poprzednich punktéw tego zadania. ‘
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(f) Wykaz, ze grupa G jest niccabclowa.

Uzasadnij algebraicznie, ze grupy zadane prezentacjami {a, blaba b} oraz (c, d|c*d?)
sq izomorficzne. Uzasadnij, ze druga z tych grup jest grupa podstawowg przestrzeni
Y otrzymanej przez sklejenic dwaich wsteg Mébiusa za pomocs homeomorfizmu ich
brzegéw. Pokaz, e przestrzen Y jest homeomorficzna z butelkg Kleina, i wywnioskuj
powyzsza izomorficznos$é grup topologicznie.

7. (a) Niech X bedzie przestrzenia otrzymana z torusa T’ przez usuniecie wnetrza malego

dysku D ¢ T. Uzasadnij, ze nic istnieje retrakcja X na brzegows krzywa
zamknieta 0X = 0D,
(b) Zréb to samo dla orientowalnej powierachni Mg dowolnego genusu g > 1.

8. (a) Niech C bedzie krzyws zamknigta rozdzielajacy powierzchnie M, na dwie kom-
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ponenty homeomorficzne z powierachniami Mp i M} z usunigtymi wnetrzami
dyskow, gdzie h > 11 k > 1 (patrz rysunek ponizej). Uzasadnij, Ze nie istuieje
retrakcja M, na C.

(b} Niech C’ bedrzie zamknigta krzywa nierozspajajaca powierzchni M, obejmujaca
jedna, z raczek tej powierzchni, jak na rysunku ponizej. Pokaz, ze C' jest retrak-
tem M,.
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Uzasadnij, ze z dysku z dwoma dziurami, sklejajac ze soba wszystkie trzy komponenty
brzegu przez homeomorfiziny, mozna otrzymaé dwic nichomeomorficzne przestrzenic.
Uzyj abelianizacji grup podstawowych do rozréznienia tych przestrzeni.

Rozwaz huki v i 8 w cylindrze D? x I, jak na rysunku ponizej. Krzywa vy jest oczywisdcie
$ciagalna do punktu w tym cylindrze, ale intuicja podpowiada, Ze nie jest dciagalna w
dopehiienin sumy hikéw « U 3. Udowodnij ten fakt.
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