ZADANIA Z TOPOLOGII ALGEBRAICZNEJ 1
LISTA 5. Nakrycia, podniesienia i podgrupy odpowiadajace nakryciom

. Dla nakrycia p : Y — X oraz dla podprzestrzeni A C X, niech B = p~!(A). Pokaz,
ze obciecie p : B — A jest nakryciem.

. Niech p1 : Y1 — X7 1ip2: Yy — X5 beda nakryciami. Uzasadnij, ze odwzorowanie
produktowe p; X ps : Y] X Yo — X7 X X5 jest tez nakryciem. Jaka jest krotnos¢ tego
nakrycia (gdy X; i X5 sa spdjne)?

. Niech X bedzie przestrzenia lokalnie spéjna (tzn. w kazdym otwartym otoczeniu
dowolnego punktu z X zawiera sie spéjne otwarte otoczenie tego punktu). Niech
p : Y — X bedzie nakryciem. Uzasadnij, ze obciecie p do dowolnej komponenty
spéjnosci w Y jest tez nakryciem X.

. Niech p : Y — X bedzie nakryciem, ktérego wszystkie wiékna p~1(z), z € X, sa
skonczone. Uzasadnij, ze jesli X jest zwarta, to Y tez jest zwarta.

. Rozwazmy podprzestrzen ¥ C R? (z topologia indukowana), zwana warszawskim
okregiem, okreslona we wspdlrzednych biegunowych (7, 0) jako

2

5= {(1+ %sin%,@) .0 € (0,27} U {(r,0) : r € [%, ;]}.

7

Odwzorowanie (r,0) — ¢ obciete do ¥ daje ciagle odwzorowanie f : ¥ — S1.
Uzasadnij, ze
(a) ¥ nie jest lokalnie drogowo spéjna;

(b) f nie podnosi sie do nakrycia R — S*.
Korzystajac z tego przykladu uzasadnij, ze zalozenie lokalnej drogowej spdjnosci jest
istotne w kryterium istnienia podniesienia.

. Na przyktadzie warszawskiego okregu pokaz, ze spdjne nakrycie drogowo spdjnej prze-
strzeni nie musi by¢ drogowo spdjne.

. Uzasadnij, ze spdjna i lokalnie drogowo spéjna przestrzen jest drogowo spéjna. Wy-
wnioskuj, ze kazde spdjne nakrycie przestrzeni lokalnie drogowo spéjnej jest drogowo
spéjne.

. Rozwazmy odwzorowanie p : C'\ {0} — C \ {0} (gdzie C to zbiér liczb zespolonych)
zadane przez p(z) = 22,

(1) Uzasadnij, ze p jest nakryciem.

(2) Wybér podniesienia € p~!(u) liczby u wzgledem nakrycia p to wybér jed-
nego z jej pierwiastkéw kwadratowych (czyli spierwiastkowanie tej liczby). Niech
X bedzie spéjna i lokalnie drogowo spdjna, przestrzenia, i niech f : X — C'\
{0} bedzie ciagla funkcja zespolona. Podaj warunek (w terminach topologio-
algebraicznych) na to, by funkcja f dala sie w sposéb ciagly spierwiastkowac.

. Niech G bedzie spéjna i lokalnie drogowo spéjna grupa, topologiczna,. Niech p : G—G
bedzie dowolnym spéjnym nakryciem G, i niech é € p~1(e).

(1) Niech m : GxG— G bedzie zadane przez m(x,y) = p(x) - p(y). Uzasadnij, ze
my [T (G x G, (€,€))] zawiera si¢ w p.[m1(G, €)].

(2) Wywnioskuj, ze na nakryciu G istnieje (jednoznaczna) struktura grupy topolog-
icznej, dla ktérej € jest jednoscia, i dla ktérej p jest grupowym homomorfizmem.
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Niech X bedzie przestrzenia spdjna i lokalnie drogowo spdjna, i niech X bedzie jed-

nospojnym nakryciem X.

(1) Uzasadnij, ze X jest jednoznaczna z dokladnoscia do izomorfizmu zbazowanych
nakryc¢. B

(2) Uzasadnij, ze kazde spdjne nakrycie X jest nakrywane przez X (stad nazwa
nakrycie uniwersalne).

Opisz spdjne i jednospéjne nakrycia nastepujacych przestrzeni (wraz z odwzorowani-

ami nakrywajacymi):

(a) suma sfery S? oraz jednej z jej $rednic;

(b) torus S x S z wklejonym dyskiem D? x {sg};

(c) suma sfery i przecinajacego ja w dwéch punktach okregu;

(d) iloraz sfery S? powstay poprzez sklejenie bieguna péinocnego z potudniowym.

Niech p : Y — X bedzie drogowo spéjnym nakryciem, i niech yo,y1 € p~ ‘(o).

Uzasadnij, ze podgrupy p.«(m1 (Y, y0)) 1 p«(m1(Y,y1)) sa sprzezone w grupie m (X, xg).

Niech p : Y — X bedzie jednospdjnym nakryciem, niech A C X bedzie spdjna,

i lokalnie drogowo spdéjna podprzestrzenia, i niech B bedzie komponenta drogowej

spéjnosci w p~t(A). Wykaz, ze obcigcie p : B — A jest nakryciem, i ze zwiazana

z nim podgrupa p.(m B) < m A pokrywa sie z jadrem homomorfizmu m A — m X

indukowanego przez wilozenie.

Niech S, bedzie okregiem o $rodku (0,1) i promieniu 1, i niech X = U2,S,, z

topologia indukowana, z topologii plaszczyzny (jest to tzw. hawajski kolczyk). Uza-

sadnij, ze X nie posiada spdjnego i jednospdjnego nakrycia.

Rozwazmy nakrycie p: Y — X x [0, 1] przestrzeni produktowej X x [0, 1]. Uzasadnij,

ze dla i = 0,1 obciete nakrycia p; : p~1(X x {i}) — X x {i} sa izomorficzne jako

nakrycia X (wzgledem naturalnych utozsamien przestrzeni X x {i} z przestrzenia X).

Niech p : X > X bedzie nakryciem, i niech f : Y — X bedzie ciaglym odw-

zorowaniem. Zdefiniujmy przestrzen

FX) ={(y,2) €Y x X| f(y) = p(2)},

z indukowana, z produktu topologia. Okreslmy tez odwzorowanie f*(p) : f *()Z' ) —Y,

jako obciecie rzutowania Y x X Y.

(1) Uzasadnij, ze f*(p) : f*()?) — Y jest nakryciem. Nakrycie to nazywa sie
cofnieciem (pullback) nakrycia p : X > X wzgledem f.

(2) Pokaz, ze jesli f,f" : Y — X sa odwzorowaniami homotopijnymi, to cofniecia
nakrycia p : XX wzgledem f oraz f’ sa nakryciami izomorficznymi.

(3) Uzasadnij, ze jesli odwzorowanie f : Y — X jest homotopijne z odwzorowaniem
stalym to cofniecie nakrycia p : XX wzgledem f jest nakryciem trywialnym.

(4) Niech yo € Y, 2o = f(y0), oraz niech Ty € p~!(x¢). Uzasadnij, ze podgrupa w
71 (Y, yo) odpowiadajaca cofnietemu nakryciu f*(p) : (f*(X), (yo, &0)) — (Y, 0)
ma postac

L (0))e [ (f*(X), (o, %0))] = fo Hpe(m1 (X, o)),

gdzie fi : m(Y,y0) = m1 (X, x0) jest homomorfizmem indukowanym przez odw-
zorowanie f.



