ZADANIA Z TOPOLOGII ALGEBRAICZNEJ 1

LISTA 6. Klasyfikacje nakry¢, reprezentacje permutacyjne,
nakrycia normalne, dzialania nakrywajace.

1. Znajdz wszystkie spéjne nakrycia przestrzeni (S x S1) U (D? x {so}).

2. Niech a i b beda generatorami grupy m1(S! V S!) odpowiadajacymi poszczegdlnym

Sl-skadnikom bukietu.

(1) Niech ©4 bedzie grafem o dwéch wierzchotkach, i o czterech krawedziach, z
ktorych kazda laczy oba te wierzchotki. Opisz odwzorowanie nakrycia p : ©4 —
S1v St i uzasdanij, ze pogrupa w grupie wolnej 7 (S'V.S1) = F, , odpowiadajaca
temu nakryciu to podgrupa @ sktadajaca sie z wszystkich elementow reprezen-
towanych slowami nad alfabetem a,b,a™!,b~! o parzystej dlugosci.

(2) Znajdz nakrycie bukietu S'VS! odpowiadajace podgrupie normalnej generowane;
przez elementy a?,b? i (ab*), wraz z uzasadnieniem.

3. Niech p : XX bedzie spéjnym, lokalnie drogowo spéjnym i pétlokalnie jedospdjnym
nakryciem, i niech p bedzie reprezentacja permutacyjna, tego nakrycia, jako dziatlaniem
grupy podstawowej 7(X, xg) przez permutacje na widknie p~!(zq).

(1) Pokaz, ze komponenty sp6jnosci nakrycia X odpowiadaja orbitom dziatania grupy
71 (X, 20) na p~(xg). W szczegdlnosei, X jest spéjne dokladnie wtedy gdy
dziatanie 71 (X, x¢) na p~1(xo) jest tranzytywne.

(2) Niech &y € p~!(z0), i niech X, bedzie komponenta, X zawierajaca . Uzasadnij,
ze ]o|)~5O . (Xo,%0) — (X,z0) jest nakryciem. Pokaz, ze podgrupa w (X, zo)
odpowiadajaca temu nakryciu pokrywa sie ze stabilizatorem T, tzn. z podgrupa,
zlozona z tych wszystkich elementéw g € m1 (X, xg), dla ktérych p(g)(Zo) = Zo.

4. Zmajdz wszystkie spéjne 2-krotne i 3-krotne nakrycia bukietu SV S* z doktadnoscia do
izomorfizmu nakryé¢ bez punktéw bazowych, a takze z doktadnoscia do izomorfizmu z
punktem bazowym. Zréb to dwoma sposonami: (1) recznym elementarnym sposobem
ad hoc, (2) korzystajac z permutacyjnych reprezentacji nakryé¢ o ustalonej krotnosci.

5. Przypomnijmy, ze plaszczyzna rzutowa RP? ma grupe podstawowa, dwuelementowa,
m1RP? = Z,, i ze jej spéjnym dwukrotnym nakryciem jest sfera S?. Znajdz wszystkie
spéjne nakrycia bukietu RP?V RP? dwéch plaszczyzn rzutowych. Ktoére spoéréd tych
nakry¢ nie sa normalne?

6. Skonstruuj nienormalne (nieregularne) nakrycia butelki Kleina torusem oraz butelki
Kleina butelka Kleina.

7. Niech X bedzie spdjna, lokalnie drogowo sp6jna i pétlokalnie jednospdjna przestrzenia,.
Powiemy, ze spojne nakrycie X — X jest abelowe, jesli jest normalne i ma abelows,
grupe deck-transformacji. Uzasadnij, ze X posiada takie abelowe nakrycie, ktére jest
nakryciem kazdego innego abelowego nakrycia X, i ze nakrycie o takiej wlasnosci jest
jednoznaczne z dokladnoscia do izomorfizmu. Bedziemy je nazywaé¢ uniwersalnym
abelowym nakryciem. Opisz abelowe uniwersalne nakrycia bukietéw S' Vv S! oraz
St v St v Sl Opisz tez wszystkie abelowe nakrycia bukietu plaszczyzn rzutowych
RP? Vv RP?, w tym abelowe nakrycie uniwersalne.
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Majac dane nakrywajace dzialania grupy (i na przestrzeni X; oraz grupy G2 na
przestrzeni Xo, rozwazmy dziatanie GG; x G2 na X; X X5 zdefiniowane przez

(91,92)(171,332) = (91(331)792(-%2))-

Uzasadnij, ze jest to takze dzialanie nakrywajace. Pokaz, ze iloraz (X1 x X3)/(G1 xG2)

jest homeomorficzny z produktem ilorazéw (X1/G1) x (X2/G2).

Majac dane nakrywajace dziatanie grupy G na spodjnej lokalnie drogowo spdjnej prze-

strzeni X, kazda podgrupa H < G wyznacza nakrycia X — X/H oraz X/H — X/G.

Uzasadnij, ze

(a) kazde spdjne nakrycie posrednie pomiedzy X i X/G jest izomorficzne (jako nakry-
cie X/G) z X/H — X/@G, dla pewnej podghrupy H < G;

(b) dwa nakrycia X/H; i X/H, jak wyzej sa izomorficzne dokladnie wtedy gdy pod-
grupy H; sa sprzezone w G}

(c) nakrycie X/H — X/G jest normalne dokladnie wtedy gdy H jest normalna
podgrupa, w G, a grupa deck-transformacji tego nakrycia jest wtedy grupa ilo-
razowa G/H.

Dane jest nakrycie p : X 5 X spéjnej lokalnie drogowo spdjnej pollokalnie jedno-

spojnej przestrzeni X, z reprezentacja permutacyjna p, : 71(X, zo) — Sym[p~!(z0)].

Niech f : (Y,y0) — (X,x0) bedzie odwzorowaniem ciagtym okreslonym na spéjnej

lokalnie drogowo spdjnej potlokalnie jednospdjnej przestrzeni Y. B

(1) Uzasadnij, ze wiékno [f*(p)]~(yo) cofnietego nakrycia f*(p) : f*(X) — Y ma
naturalne utozsamienie z wtéknem p~!(zg).

(2) Opisz reprezentacje prezentacyjna pg-(p : m1(Y,%0) — Sym[f*(p)~*(yo)] cofnie-
tego nakrycia f*(p) : f*()? ) — Y, w terminach reprezentacji p,, korzystajac z
utozsamienia widkien z punktu (1).



