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LISTA 6. Klasyfikacje nakryć, reprezentacje permutacyjne,
nakrycia normalne, dzia lania nakrywaja

‘
ce.

1. Znajdź wszystkie spójne nakrycia przestrzeni (S1 × S1) ∪ (D2 × {s0}).
2. Niech a i b be

‘
da

‘
generatorami grupy π1(S1 ∨ S1) odpowiadaja

‘
cymi poszczególnym

S1-skadnikom bukietu.
(1) Niech Θ4 be

‘
dzie grafem o dwóch wierzcho lkach, i o czterech krawe

‘
dziach, z

których każda  la
‘
czy oba te wierzcho lki. Opisz odwzorowanie nakrycia p : Θ4 →

S1∨S1 i uzasdanij, że pogrupa w grupie wolnej π1(S1∨S1) = Fa,b odpowiadaja
‘
ca

temu nakryciu to podgrupa Q sk ladaja
‘
ca sie

‘
z wszystkich elementów reprezen-

towanych s lowami nad alfabetem a, b, a−1, b−1 o parzystej d lugości.
(2) Znajdź nakrycie bukietu S1∨S1 odpowiadaja

‘
ce podgrupie normalnej generowanej

przez elementy a2, b2 i (ab4), wraz z uzasadnieniem.

3. Niech p : X̃ → X be
‘
dzie spójnym, lokalnie drogowo spójnym i pó llokalnie jedospójnym

nakryciem, i niech ρ be
‘
dzie reprezentacja

‘
permutacyjna

‘
tego nakrycia, jako dzia laniem

grupy podstawowej π(X,x0) przez permutacje na w lóknie p−1(x0).

(1) Pokaż, że komponenty spójności nakrycia X̃ odpowiadaja
‘
orbitom dzia lania grupy

π1(X,x0) na p−1(x0). W szczególności, X̃ jest spójne dok ladnie wtedy gdy
dzia lanie π1(X,x0) na p−1(x0) jest tranzytywne.

(2) Niech x̃0 ∈ p−1(x0), i niech X̃0 be
‘
dzie komponenta

‘
X̃ zawieraja

‘
ca

‘
x̃0. Uzasadnij,

że p|
X̃0

: (X̃0, x̃0) → (X,x0) jest nakryciem. Pokaż, że podgrupa w π1(X,x0)

odpowiadaja
‘
ca temu nakryciu pokrywa sie

‘
ze stabilizatorem x̃0, tzn. z podgrupa

‘
z lożona

‘
z tych wszystkich elementów g ∈ π1(X,x0), dla których ρ(g)(x̃0) = x̃0.

4. Znajdź wszystkie spójne 2-krotne i 3-krotne nakrycia bukietu S1∨S1 z dok ladnościa
‘
do

izomorfizmu nakryć bez punktów bazowych, a także z dok ladnościa
‘
do izomorfizmu z

punktem bazowym. Zrób to dwoma sposonami: (1) re
‘
cznym elementarnym sposobem

ad hoc, (2) korzystaja
‘
c z permutacyjnych reprezentacji nakryć o ustalonej krotności.

5. Przypomnijmy, że p laszczyzna rzutowa RP 2 ma grupe
‘

podstawowa
‘
dwuelementowa

‘
,

π1RP
2 = Z2, i że jej spójnym dwukrotnym nakryciem jest sfera S2. Znajdź wszystkie

spójne nakrycia bukietu RP 2∨RP 2 dwóch p laszczyzn rzutowych. Które spośród tych
nakryć nie sa

‘
normalne?

6. Skonstruuj nienormalne (nieregularne) nakrycia butelki Kleina torusem oraz butelki
Kleina butelka

‘
Kleina.

7. Niech X be
‘
dzie spójna

‘
, lokalnie drogowo spójna

‘
i pó llokalnie jednospójna

‘
przestrzenia

‘
.

Powiemy, że spójne nakrycie X̃ → X jest abelowe, jeśli jest normalne i ma abelowa
‘

grupe
‘

deck-transformacji. Uzasadnij, że X posiada takie abelowe nakrycie, które jest
nakryciem każdego innego abelowego nakrycia X, i że nakrycie o takiej w lasności jest
jednoznaczne z dok ladnościa

‘
do izomorfizmu. Be

‘
dziemy je nazywać uniwersalnym

abelowym nakryciem. Opisz abelowe uniwersalne nakrycia bukietów S1 ∨ S1 oraz
S1 ∨ S1 ∨ S1. Opisz też wszystkie abelowe nakrycia bukietu p laszczyzn rzutowych
RP 2 ∨RP 2, w tym abelowe nakrycie uniwersalne.
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8. Maja
‘
c dane nakrywaja

‘
ce dzia lania grupy G1 na przestrzeni X1 oraz grupy G2 na

przestrzeni X2, rozważmy dzia lanie G1 ×G2 na X1 ×X2 zdefiniowane przez

(g1, g2)(x1, x2) := (g1(x1), g2(x2)).

Uzasadnij, że jest to także dzia lanie nakrywaja
‘
ce. Pokaż, że iloraz (X1×X2)/(G1×G2)

jest homeomorficzny z produktem ilorazów (X1/G1)× (X2/G2).

9. Maja
‘
c dane nakrywaja

‘
ce dzia lanie grupy G na spójnej lokalnie drogowo spójnej prze-

strzeni X, każda podgrupa H < G wyznacza nakrycia X → X/H oraz X/H → X/G.
Uzasadnij, że
(a) każde spójne nakrycie pośrednie pomie

‘
dzy X i X/G jest izomorficzne (jako nakry-

cie X/G) z X/H → X/G, dla pewnej podghrupy H < G;
(b) dwa nakrycia X/H1 i X/H2 jak wyżej sa

‘
izomorficzne dok ladnie wtedy gdy pod-

grupy Hi sa
‘
sprze

‘
żone w G;

(c) nakrycie X/H → X/G jest normalne dok ladnie wtedy gdy H jest normalna
‘

podgrupa
‘

w G, a grupa
‘

deck-transformacji tego nakrycia jest wtedy grupa ilo-
razowa G/H.

10. Dane jest nakrycie p : X̃ → X spójnej lokalnie drogowo spójnej pó llokalnie jedno-
spójnej przestrzeni X, z reprezentacja

‘
permutacyjna

‘
ρp : π1(X,x0) → Sym[p−1(x0)].

Niech f : (Y, y0) → (X,x0) be
‘
dzie odwzorowaniem cia

‘
g lym określonym na spójnej

lokalnie drogowo spójnej pó llokalnie jednospójnej przestrzeni Y .
(1) Uzasadnij, że w lókno [f∗(p)]−1(y0) cofnie

‘
tego nakrycia f∗(p) : f∗(X̃) → Y ma

naturalne utożsamienie z w lóknem p−1(x0).
(2) Opisz reprezentacje

‘
prezentacyjna

‘
ρf∗(p) : π1(Y, y0) → Sym[f∗(p)−1(y0)] cofnie

‘
-

tego nakrycia f∗(p) : f∗(X̃) → Y , w terminach reprezentacji ρp, korzystaja
‘
c z

utożsamienia w lókien z punktu (1).
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