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Rozdziat 1

Wstep

1 Niedodatnia krzywizna symplicjalna

Kompleksy i grupy systoliczne zostaly wprowadzone przez T. Januszkiewicza
i J. Swiatkowskiego w [6] i, niezaleznie, przez F. Haglunda w [4]. Kompleksy
systoliczne to jednospojne kompleksy symplicjalne spetniajace pewnie warun-
ki na linki (zobacz Definicje 3.2). Niektore z ich wtasnosci sa bardzo podobne
do wlasnosci przestrzeni metrycznych CAT(0) (tzn. niedodatnio zakrzywio-
nych w sensie metrycznym, lub w sensie Aleksandrowa), w zwiazku z tym
nazywamy je kompleksami o niedodatniej krzywiznie symplicjalnes. Z drugiej
strony, grupy systoliczne (czyli grupy, ktére dziataja w sposéb wlasciwy i
kozwarty na kompleksach systolicznych) posiadaja pewne egzotyczne wla-
snosci, ktore sprawiaja, ze w wymiarach > 3 réznia si¢ one od do tej pory
badanych rodzin grup. Wér6d grup systolicznych sa grupy dowolnie duzego
wirtualnego wymiaru kohomologicznego [6].

Skupmy sie na poczatek na podobienstwach miedzy kompleksami i grupa-
mi systolicznymi, oraz przestrzeniami i grupami CAT(0). Najpierw zwrdéémy
uwage, ze kompleks symplicjalny wymiaru 2 jest sytoliczny wtw kiedy jest
CAT(0) dla kawatkami Euklidesowej metryki, dla ktorej krawedzie maja dtu-
gosé 1 (co czyni trojkaty réwnobocznymi). Jednakowoz, w wyzszych wymia-
rach istnieja przyktady grupy G dziatajacej przez automorfizmy symplicjalne
na kompleksie sytolicznym X w taki sposob, ze nie istnieje G—niezmiennicza
kawatkami Euklidesowa metryka na X, ktora jest CAT(0). Nie wiadomo,
czy wszystkie grupy systoliczne dziataja wlasciwie i kozwarcie na pewnych
przestrzeniach CAT(0).

Jedno z najwazniejszych podobienstw to fakt, ze kompleksy systoliczne
sa Sciagalne (Twierdzenie 4.1(1) w [6]). Mozna to twierdzenie uwazaé za od-



powiednik w kontekscie systolicznym twierdzenia Cartana—Hadamarda. Co
wiecej, kazdy niedodatnio zakrzywiony symplicjalnie kompleks grup jest roz-
wijalny [6]. To twierdzenie powinno sie poréwnywaé z Twierdzeniem 4.17,
Rozdzial II1.C w [1], ktére mowi, ze kazdy metrycznie niedodatnio zakrzy-
wiony kompleks grup jest rozwijalny. Januszkiewicz i Swiatkowski otrzymali
powyzsze rezultaty dotyczace kompleksoéw systolicznych wprowadzajac i wy-
korzystujac pojecie wypuktoéci w kompleksach systolicznych. Znalezli oni
takze bardzo wygodny system geodezyjnych (tzw. bi—uczesanie), ktéry spet-
nia tak zwang "fellow traveller property”. W szczeg6lnosci udowodnili, ze
grupy systoliczne sa biautomatyczne [6]. To pociaga, na przyktad, ze wolne
podgrupy abelowe (ktére jak sie okazuje musza mie¢ range < 2, patrz nizej)
grup systolicznych sg niezdystortowane.

Ten kierunek rozwinely prace T. Elsnera [2], [3]. W [2] Elsner dowiddt, ze
jesli H = 72 jest grupa dziatajaca wladciwie na kompleksie systolicznym X,
to stowarzyszona z nig jest tzw. plaszczyzna systoliczna w X, ktora jest H—
niezmiennicza. W kontekscie przestrzeni CAT(0) ten wynik jest znany jako
Twierdzenie o Ptaskim Torusie, Twierdzenie 7.1, Rozdzial I11.7 w [1]. Elsner
dowiodt takze, ze dla grupy H = 7Z dzialajacej wlasciwie na kompleksie
systolicznym X istnieje geodezyjna w 1-szkielecie X, ktora jest niezmiennicza
wzgledem pewnej podgrupy skonczonego indeksu w H (por. [3]).

Nasza praca, ktéra dotyczy twierdzenia o punkcie stalym dla skonczo-
nych grup automorfizmoéw, jest czescig programu szukania analogii pomiedzy
kompleksami systolicznymi, a przestrzeniami metrycznymi CAT(0). W czesci
2 prezentujemy streszczenie naszych rezultatow.

Zwr6éémy uwage, ze kompleksom systolicznym nie jest daleko do bycia
hiperbolicznymi przestrzeniami metrycznymi w sensie Gromowa. Mianowi-
cie, dowolny kompleks sytoliczny bez ptaszczyzn systolicznych jest hiperbo-
liczna przestrzenia metryczna, jak wykazano w [10] i niezaleznie w [2]. Na
przyktad, jesli natozy sie troche silniejszy warunek na linki kompleksu sy-
stolicznego (warunek 7-duzosci, zobacz Definicje 3.2), kompleks okazuje sie
by¢ hiperboliczny, jak pokazano w [6]. Co wiecej, dla kazdej liczby natural-
nej n istnieje liczba k(n) taka, ze jesli linki kompleksu sytolicznego wymiaru
< n sa k(n)-duze, to ten kompleks jest CAT(0) dla metryki kawatkami Eu-
klidesowej, dla ktérej krawedzie majg dlugosé 1, zobacz [6]. Chociaz wiele
znanych konstrukeji grup systolicznych (na przykltad konstrukcja w [6]) daje
grupy hiperboliczne w sensie Gromowa, to w ogdélnosci grupy systoliczne nie
sg hiperboliczne.

Teraz opiszemy pewne egzotyczne wtasnosci grup systolicznych. Janusz-
kiewicz i Swiatkowski zaobserwowali w [7], ze wszystkie pelne podkompleksy
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komplekséw systolicznych sg asferyczne. Ma to nastepujace konsekwencje. Po
pierwsze, dla grup 7-systolicznych (ktére sa hiperboliczne w sensie Gromo-
wa) mozemy rozwaza¢ brzeg Gromowa. D. Osajda dowiodl w [9], ze ten brzeg
jest dziedzicznie asferyczny. Oznacza to, w przyblizeniu, ze domkniete pod-
przestrzenie brzegu sa asferyczne. Niedawno Swigtkowski uzyskal podobny
rezultat, udowodnit mianowicie, ze dla domknietej podprzestrzeni F' brze-
gu Gromowa 0G grupy 7-systolicznej G morfizm indukowany przez inkluzje
F C 0G na odpowiednich pro—grupach podstawowych jest monomorfizmem.
Zobacz [15] po wiecej szczegdtéw. Obie z wymienionych powyzej whasnosci
brzegéw sa egzotyczne dla przestrzeni topologicznych wymiaru > 2, czyli dla
grup wirtualnego wymiaru kohomologicznego > 3.

Innym zastosowaniem asferycznosci pelnych podkompleksow kompleksu
systolicznego jest uzyskanie wtasnosci tzw. asymptotycznej dziedzicznej as-
ferycznodei dla grup systolicznych [7]. Nalezy o niej mysleé jak o zgrubnym
odpowiedniku pojecia dziedzicznej asferycznosci omawianego powyzej. Gru-
py, ktore sg asymptotycznie dziedzicznie asferyczne nie dopuszczaja podgrup
izomorficznych z grupami podstawowymi zamknietych rozmaitosci rieman-
nowskich wymiaru > 3 o niedodatniej krzywiznie sekcyjnej. W szczegélnosci
nie dopuszczaja one podgrup, ktére s wolnymi grupami abelowymi rangi
> 3.

2 Rezultaty rozprawy

W tej czesci omowimy gtéwne rezultaty rozprawy doktorskiej. Zawartosé roz-
prawy, z doktadnoscig do reorganizacji materiatu, pokrywa sie z zawartoscia
[10] oraz [11].

Gtéwnym przedmiotem rozprawy jest rozwazanie systolicznych odpowied-
nikéw nastepujacego twierdzenia o punkcie staltym dla przestrzeni CAT(0).
Mianowicie, jesli X jest zupelna przestrzenia CAT(0), a G skonczona gru-
pa izometrii X, to zbiér punktéw stalych G jest niepusty i wypukly, za-
tem Sciggalny (Wniosek 2.8, Rozdziat 11.2 w [1]). W kontekscie systolicznym
pytanie brzmi, czy dla kazdej skonczonej grupy G dzialajacej przez auto-
morfizmy symplicjalne na kompleksie sytolicznym X zbiér punktow statych
tego dziatania jest niepusty. Podczas gdy dowdd twierdzenia o punkcie sta-
tym dla przestrzeni CAT(0) jest dosyé prosty, w kontekscie systolicznym jest
ono wysoce nietrywialne. W rzeczywistosci, jestesmy w stanie otrzymac tylko
zgrubny odpowiednik twierdzenia o punkcie stalym dla ogdélnych kompleksow
systolicznych, ktory na szczescie wystarcza do zastosowan. Mianowicie, do-
wodzimy, ze dla kazdej skonczonej grupy G dzialajacej przez automorfizmy



symplicjalne na kompleksie systolicznym X istnieje G-niezmienniczy pod-
kompleks X o Srednicy < 5. Jako wniosek dowodzimy, ze grupy systoliczne
zawieraja tylko skonczenie wiele klas sprzezonosci skonczonych podgrup.

Natomiast dla lokalnie skonczonych komplekséw 7—systolicznych dowo-
dzimy uczciwego twierdzenia o punkcie staltym. Uzywamy go, aby pokazac,
ze rodzina grup k-systolicznych, dla k > 7, jest zakmknieta na amalgamacje
i HNN rozszerzenia wzgledem podgrup skonczonych. Uczciwe twierdzenie o
punkcie statym dla ogolnych kompleksow systolicznych wydaje si¢ by¢ po-
za zasiegiem naszych obecnych metod. Dysponujemy pewnymi czesciowymi
rezultatami, ktore moga sie okaza¢ przydatne w przysztosci.

Mozna dalej analizowaé strukture zbioru punktow statych. Dowodzimy
mianowicie, ze dla dowolnej grupy G dziatajacej przez automorfizmy sympli-
cjalne na kompleksie sytolicznym X, zbioér punktéw statych tego dziatania
jest pusty lub Sciagalny. Co wiecej, to sformutowanie pozostaje prawdziwe,
jesli zastgpimy kompleks X jego kompleksem Ripsa X,,, dlan > 1, gdzie X,,
otrzymuje si¢ z X poprzez dodanie symplekséw rozpietych na podzbiorach
wierzchotkéw X Srednicy < n.

Zestawiajac nasze zgrubne twierdzenie o punkcie stalym z powyzsza al-
ternatywa dla komplekséw Ripsa, otrzymujemy co nastepuje. Niech GG bedzie
grupa dziatajaca wlasciwie na kompleksie systolicznym X. To dzialanie roz-
szerza sie¢ do wlasciwego dziatania G na X,,. Wtedy dla n > 5 zbiér punktow
statych w X, dla dowolnej skonicznej podgrupy grupy G jest zbiorem Sciagal-
nym. CW-kompleksy wyposazone we wtasciwe dziatanie grupy G spetniajace
te ostatnig wlano$é nazywa sie modelami dla EG, zobacz [8]. Wobec tego X,
jest skonczenie wymiarowym modelem dla EG. Co wiecej, jesli dzialanie G
na X jest kozwarte (czyli G jest systoliczna), to X, jest tzw. skonczonym
modelem dla EG.

EG jest takze nazywana przestrzenia klasyfikujaca dla skonczonych pod-
grup (lub dla dziatan wtasciwych). Geometria EG odpowiada algebraicznym
wlanosciom grupy G, patrz [8]. W szczegdlnosci, EG pojawia sie w sformuto-
waniu stynnej Hipotezy Baum’a—Connes’a. Co wiecej, wéréd geometrycznych
metod dowodzenia Hipotezy Nowikowa, istnieje metoda przez konstrukcje
brzegu modelu dla EG, zobacz [13]. Brzegi nadajace sie do tego podejscia
muszg posiadaé¢ wtasnosci podobne do wtasnosci brzegéw Gromowa grup hi-
perbolicznych. Jest to obszar obecnych badan D. Osajdy i autora.

Opiszmy w sposob zwarty, jak zorganizowana jest rozprawa doktorska.
W czesci 3 rozdziatu I przypominamy podstawowe definicje i whasnosci kom-
pleksow i grup systolicznych.

W rozdziale II dowodzimy, ze dla dziatania grupy skonczonej G na sy-



stolicznym kompleksie X istnieje G-niezmienniczy podkompleks X Srednicy
< 5. Wnioskujemy, ze grupy systoliczne zawieraja tylko skonczenie wiele klas
sprzezonosci skonczonych podgrup. Dla lokalnie skoniczonych komplekséw 7—
systolicznych dowodzimy, ze istnieje punkt staly dzialania dowolnej skon-
czonej grupy G. Wnioskujemy, ze produkty wolne z amalgamacja (i HNN
rozszerzenia) grup 7-systolicznych wzgledem podgrup skonczonych sg takze
T—systoliczne.

W rozdziale 111 dowodzimy, ze zbior punktow statych dziatania dowolnej
grupy na kompleksie systolicznym lub jego kompleksie Ripsa jest pusty lub
Sciagalny. Wnioskujemy, ze jesli grupa G dziata w sposoéb wtasciwy na kom-
pleksie systolicznym X, to X, jest skoniczenie wymiarowym modelem dla EG
dla n > 5.

Dziekuje mojemu promotorowi, Jackowi Swigtkowskiemu, za postawienie
powyzszych problemow i za nieustajacg pomoc, Tomaszowi Elsnerowi, Frede-
ricowi Haglundowi, Tadeuszowi Januszkiewiczowi i Damianowi Osajdzie za
rozmowy, Pawlowi Zawislakowi za zapoznanie mnie z podejsciem bedacym
trescia Uwagi 5.1, oraz Jolancie Stominskiej za pokazanie mi metod cytowa-
nych w czesci 13.

3 Kompleksy systoliczne
Przypomnijmy (za [6]) definicje kompleksu i grupy systoliczne;.

Definicja 3.1. Podkompleks K kompleksu symplicjalnego X nazywamy pet-
nym w X, jesli kazdy sympleks w X rozpiety przez wierzchotki z K lezy w
K. Uzupetnieniem podkompleksu K C X nazywamy najmniejszy petny pod-
kompleks X zawierajacy K. Oznaczamy go przez span(K). Kompleks sym-
plicjalny X nazywamy flagowym, jesli kazdy zbiér jego wierzchotkow parami
potaczonych krawedziami rozpina sympleks w X. Kompleks symplicjalny X
nazywamy k-duzym, k > 4, jesli X jest flagowy i nie ma pelnych podkom-
plekséw bedacych cyklami dtugosci < k, (i.e. X jest flagowy i kazda petla
symplicjalna dtugosci < ki > 4 "ma przekatna”).

Definicja 3.2. Kompleks symplicjalny X nazywamy systolicznym, jesli jest
spojny, jednospdjny, oraz linki wszystkich sympleksow X sa 6-duze. Grupe
G nazywamy systoliczng, jesli dziata w sposéb kozwarty i wlasciwy przez au-
tomorfizmy symplicjalne na kompleksie systolicznym X. ( Wiasciwe dzialanie
oznacza, ze X jest lokalnie skonczony i ze dla kazdego zwartego podkomplek-
su K C X zbiér g € G takich, ze g(K) N K # () jest skonczony.) Jesli linki



wszystkich sympleksow X sa dodatkowo k—duze, gdzie k > 6, nazywamy
kompleks (i grupe) k—systolicznym.

Przypomnijmy [6], Stwierdzenie 1.4, ze kompleksy systoliczne sa same
6—duze. W szczegolnosci sg flagowe. Co wiecej, spojne i jednospojne pelne
podkompleksy komplekséw systolicznych (odpowiednio k—systolicznych) sa
same systoliczne (odpowiednio k—systoliczne). Okazuje sie, ze kompleks sym-
plicjalny jest k—systoliczny dla k& > 6 wtw kiedy jest spojny, jednospdjny i
k—duzy.

Teraz w sposob zwarty przypomnijmy definicje i wtasnosci wypuktych
podkompleksow.

Definicja 3.3. Dla lazdej pary podkompleksow (zazwyczaj wierzchotkéw)
A, B kompleksu symplicjalnego X oznaczamy przez |A, B| (|ab| dla wierz-
chotkéw a,b € X) kombinatoryczng odlegtoéé miedzy A, BO) w XM tzn.
w 1-szkielecie X. Srednicg diam(A) nazywamy maksimum wartodci |a;as| po
wierzchotkach aq,a, w A.

Podkompleks K kompleksu symplicjalnego X nazywamy 3-wypukiym je-
$li jest pelnym podkompleksem X i dla kazdej pary krawedzi ab, be, takiej
ze a,¢ € K,|ac| = 2, mamy b € K. Niepusty podkompleks K kompleksu
systolicznego X nazywamy wypuktym, jesli jest spojny i jesli linki wszystkich
symplekséw w K sa 3-wypuklymi podkompleksami linkéw tych symplekséw
w X.

W Lemacie 7.2 w [6] autorzy otrzymuja, ze wypukte podkompleksy kom-
pleksu systolicznego X sa Sciggalne, petne i 3-wypukte w X. Dla podkom-
pleksu Y C X, n > 0, kombinatoryczng kulg B,(Y) o promieniu n wo-
kot Y nazywamy uzupetnienie {p € X©: |p, Y| < n}. (Podobnie S,(Y) =
span{p € X©: |p, Y| = n}.) Jedli Y jest wypukly (w szczegélnodci, jedli Y
jest sympleksem) to B, (Y) jest tez wypukta, jak dowiedziono w [6], Wniosek
7.5. Przeciecie rodziny wypuktych podkompleksow jest wypukte i definiu-
jemy uwypuklenie podkompleksu Y C X jako przeciecie wszystkich wypu-
ktych podkomplekséw X zawierajacych Y. Oznaczamy uwypuklenie Y przez
conv(Y').

Praca [5] F. Haglunda and J. Swiatkowskiego zawiera dowéd nastepuja-
cego stwierdzenia (Stwierdzenie 4.9), jest wykorzystywane w rozprawie.

Stwierdzenie 3.4. Niepusty pelny podkompleks Y kompleksu systolicznego
X jest wypukly wtedy i tylko wtedy kiedy YV jest geodezyjnie wypukly w X
(i.e. kiedy wszystkie geodezyjne w XV lgczace wierzcholki 2 Y sq zawarte w
Yy,
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