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W niniejszej pracy zajmujemy si¦ brzegami Gromowa grup hiperbolicznych, konstruuj¡c dla nich
przedstawienia typu kombinatorycznego, które pozwalaj¡ na opisanie w rekurencyjny sposób topologii
∂G poprzez ró»nego rodzaju struktury sko«czone.

Naszym gªównym celem (twierdzenie 0.1) b¦dzie przedstawienie brzegu Gromowa ∂G z dokªadno±ci¡
do homeomor�zmu jako kompaktu Markowa (de�nicja 1.9). Poj¦cie kompaktu Markowa zostaªo wpro-
wadzone w [4] przez Dranishnikova (wedªug którego zasadnicza idea pochodzi od Gromowa) i odnosi
si¦ do granic odwrotnych ci¡gów wielo±cianów z dodatkowymi warunkami regularno±ci. Istnienie takiej
prezentacji jest ogólnie znane ([8], [10]), jednak wydaje si¦, »e do tej pory nie podano jego dowodu.

Badanie przedstawie« tego typu mo»na postrzega¢ � ze wzgl¦du na kombinatoryczn¡ natur¦ kompak-
tówMarkowa� jako krok w kierunku klasy�kacji przestrzeni b¦d¡cych brzegami grup hiperbolicznych.
Chocia» wszystkie brzegi grup s¡ kompaktami Markowa, zdanie przeciwne jest w jasny sposób faª-
szywe, poniewa» poj¦cie kompaktu Markowa zezwala na caªkowity brak topologicznego podobie«stwa
pomi¦dzy dwoma wybranymi otoczeniami, podczas gdy brzeg ∂G musi by¢ niemal jednorodny (orbity
dziaªania G s¡ g¦ste). Prowadzi to w naturalny sposób do pytania o warunki konieczne lub dostatecz-
ne, aby dany system odwrotny z wªasno±ci¡ Markowa zadawaª kompakt homeomor�czny z brzegiem
pewnej grupy hiperbolicznej.

Jako »e tematyka kompaktów Markowa nie jest szeroko badana, pytanie to w du»ej mierze pozosta-
je otwarte, niemniej pewne kryteria zostaªy ju» dowiedzione lub zostaªy postawione jako hipotezy.
W pracy [9] okre±lono pewn¡ klas¦ spo±ród drzew rozmaito±ci, stanowi¡c¡ szczególny rodzaj kom-
paktów Markowa, i wykazano, »e s¡ one wszystkie brzegami grup hiperbolicznych. Z drugiej strony,
w [4] wykazano, »e istniej¡ kompakty Markowa o wymiarze kohomologicznym 1 nad Q i równocze±nie
dowolnie wysokim nad Z, podczas gdy Mladen Bestvina przypuszcza, »e nie mo»e tak by¢ dla brzegów
grup; taki wniosek wynikn¡ªby równie» (przynajmniej w przypadku beztorsyjnym) z negatywnej odpo-
wiedzi w problemie Davisa (numer 4) na li±cie [8]. Ta sama lista zawiera równie» analogiczny problem
dla grup Coxetera, postawiony przez Dranishnikova (numer 10). Z omawianym zagadnieniem wi¡»e
si¦ te» podany we wst¦pie pracy [10] postulat stworzenia poj¦cia stopnia zªo»ono±ci topologicznej,
który odró»niaªby drzewa rozmaito±ci (i ogólniej, okre±lone w [10] drzewa wielo±cianów) od ogólnych
kompaktów Markowa, oraz (co dla nas najciekawsze) zbadania, jak w takiej hierarchii zªo»ono±ci pre-
zentowaªyby si¦ brzegi grup hiperbolicznych.

W tym kontek±cie naturalne wydaje si¦ równie» poszukiwanie przedstawie« brzegów grup jako kompak-
tów Markowa wyznaczonych przez systemy odwrotne z jak najsilniejszymi dodatkowymi wªasno±ciami,
poczynaj¡c od intuicyjnie spodziewanej wªasno±ci rozdrabniania (de�nicja 1.10), poprzez najprostsz¡
jednorodno±¢ wyra»on¡ w jednakowym wymiarze wszystkich maksymalnych sympleksów, a ko«cz¡c
na rozmaitych symplicjalnych analogiach topologicznej jednorodno±ci ∂G, zapewnionej przez dziaªanie
grupy G. Niniejsza praca zawiera pewne wyniki zmierzaj¡ce w tym kierunku, które pozwalaj¡ przy-
puszcza¢, »e na kompaktach Markowa reprezentuj¡cych brzegi grup mo»na wymusi¢ ró»nego rodzaju
nietrywialne warunki o takim charakterze.

Organizacja pracy

Gªówny wynik pracy brzmi nast¦puj¡co:

Twierdzenie 0.1. Brzeg Gromowa ∂G dowolnej grupy hiperbolicznej G ma z dokªadno±ci¡ do home-
omor�zmu struktur¦ kompaktu Markowa z wªasno±ci¡ rozdrabniania (de�nicja 1.10).

Wªa±ciwy dowód twierdzenia 0.1 podajemy w rozdziaªach 3 i 4, po uprzednich przygotowaniach.
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Rozdziaª 1 gromadzi de�nicje oraz najwa»niejsze wªasno±ci kluczowych dla nas obiektów takich, jak
grupy hiperboliczne, geodezyjne, oraz brzeg Gromowa. Podajemy w nim równie» de�nicj¦ kompaktu
Markowa wraz z istotnymi dla nas wzmocnieniami. W rozdziale 2 przywoªujemy na podstawie [2] teori¦
typów sto»kowych i kulowych w grupach hiperbolicznych, która b¦dzie stanowi¢ jedno z podstawowych
narz¦dzi w naszych rozumowaniach. Podamy te» dowody prostych faktów pomocniczych, zwi¡zanych
z tymi typami.

Rozdziaª 3 po±wi¦cony jest przedstawieniu brzegu ∂G jako granicy odwrotnej ci¡gu wielo±cianów;
skorzystamy tu z twierdzenia 3.2 zasadniczo pochodz¡cego z [6], które pozwala na zbudowanie takiego
przedstawienia na podstawie odpowiedniego ci¡gu pokry¢ otwartych ∂G. W rozdziale 3.2 okre±limy
quasi-niezmiennicze systemy pokry¢ (de�nicja 3.8), zapewniaj¡ce w szczególno±ci wykonalno±¢ owej
konstrukcji (co sprawdzimy w rozdziale 3.4), a ponadto dodatkowe wªasno±ci regularno±ci, przydatne
w pó¹niejszych rozdziaªach. Natomiast w rozdziale 3.3 skonstruujemy system pokry¢ przestrzeni ∂G
speªniaj¡cy owe wªasno±ci.

W rozdziale 4 sprawdzimy, »e system odwrotny otrzymany z twierdzenia 3.2 dla systemu quasi-
niezmienniczego speªnia warunki de�nicji 1.9, tym samym zamykaj¡c dowód twierdzenia 0.1.

Celem rozdziaªu 6 jest podanie innego opisu kombinatorycznego ∂G o charakterze rekurencyjnym,
zde�niowanego w [3] jako przestrze« semi-markowowska (intuicyjnie jest to mocniejszy analog auto-
matyczno±ci grupy; patrz de�nicja 6.5). Stanowi to uogólnienie gªównego rezultatu z [3], gdzie roz-
patrywany jest tylko przypadek grup hiperbolicznych beztorsyjnych. Nasze rozumowanie w ogólnym
zarysie opiera si¦ na dowodzie z [3]; kluczowe mody�kacje wi¡»¡ si¦ ze wzmacnianiem typów kulowych
w G, które opisujemy w rozdziaªach 5 i 6.4.

W kolejnych dwóch rozdziaªach powracamy do tematu kompaktów Markowa, staraj¡c si¦ dobra¢
system odwrotny z wªasno±ci¡ Markowa reprezentuj¡cy ∂G tak, by jego wªasno±ci symplicjalne jak
najwierniej odzwierciedlaªy wybrane wªasno±ci topologiczne samego brzegu grupy. W rozdziale 7 wy-
kazujemy, »e mo»na ograniczy¢ wymiar kompleksów w owym systemie przez wymiar brzegu grupy.
Natomiast w rozdziale 8 usiªujemy uchwyci¢ w strukturze systemu odwrotnego analogi wybranych
wªasno±ci samopodobie«stwa brzegu (g¦sto±¢ orbit przy dziaªaniu G oraz homeomor�czno±¢ bardzo
du»ych i bardzo maªych podzbiorów otwartych). Cel ten osi¡gniemy w zamian za dopuszczenie poje-
dynczej osobliwo±ci w poprawionej strukturze (de�nicja 8.6), która jednak oka»e si¦ wci¡» dopuszcza¢
opis kombinatoryczny o charakterze sko«czonym.

Podzi¦kowania

Bardzo dzi¦kuj¦ moim promotorom Jackowi �wi¡tkowskiemu i Damianowi Osajdzie za zaproponowanie
tematyki, rady i inspiruj¡ce rozmowy oraz du»¡ »yczliwo±¢, a tak»e Olkowi Zabªockiemu za bycie
pierwszym sªuchaczem i ostatnim korektorem.
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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

1.1 Przestrzenie i grupy hiperboliczne

De�nicja 1.1. Przestrze« metryczn¡ X z metryk¡ d oraz wybranym punktem bazowym e nazwiemy
δ-hiperboliczn¡, je±li dla dowolnej trójki punktów x, y, z ∈ X zachodzi nierówno±¢

(x, y) ≥ min
(
(x, z), (z, y)

)
− δ,

gdzie wyra»enie
(x, y) = 1

2

(
d(x, e) + d(y, e)− d(x, y)

)
nazywamy produktem Gromova punktów x, y.

Ponadto warto±¢ d(x, e) b¦dziemy oznacza¢ |x| i nazywa¢ dªugo±ci¡ elementu x.

De�nicja 1.2. Sko«czenie generowan¡ grup¦ G z wybranym zbiorem generatorów S b¦dziemy uto»-
samia¢ z jej grafem Cayleya Γ(G,S), w którym:

• wierzchoªki uto»samiamy z elementami grupy G;

• wierzchoªki g 6= h s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy g−1h lub gh−1 nale»y do S.

W gra�e tym rozwa»amy naturaln¡ metryk¦ (zadan¡ przez najkrótsz¡ dªugo±¢ krzywej ª¡cz¡cej dwa
punkty, przy zaªo»eniu, »e ka»da kraw¦d¹ jest izometryczna z odcinkiem jednostkowym). W szcze-
gólno±ci odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma wierzchoªkami w sensie takiej metryki jest taka sama, jak w sensie
teorii grafów (ilo±¢ kraw¦dzi na najkrótszej ª¡cz¡cej ±cie»ce).

De�nicja 1.3. Geodezyjn¡ w gra�e Cayleya Γ(G,S) nazywamy formalnie izometryczne wªo»enie
w Γ(G,S) jednej z przestrzeni

R, R+, [0, n].

Uwaga 1.4. W praktyce, poniewa» interesuj¡ nas gªównie elementy G, czyli wierzchoªki w Γ(G,S),
b¦dziemy traktowa¢ geodezyjne jako izometryczne zanurzenia odpowiednio Z, N lub {0, . . . , n} w zbiór
wierzchoªków, które z kolei b¦dziemy opisywa¢ jako ci¡gi o odpowiednich zbiorach indeksów. (Takie
�geodezyjne dyskretne� pozostaj¡ oczywi±cie w jednoznacznej odpowiednio±ci z �geodezyjnymi ci¡gªy-
mi� γ takimi, »e γ(0) jest wierzchoªkiem w Γ(G,S)).

Oznaczenie 1.5. Dla x, y ∈ G symbolem [x, y] oznaczymy dowoln¡ sko«czon¡ geodezyjn¡ o ko«cach
w x oraz y (nie musi ona by¢ jedyna).
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Uwaga 1.6. W niniejszej pracy b¦dziemy rozpatrywa¢ sko«czenie generowan¡ grup¦ G wraz z wy-
branym i ustalonym zbiorem generatorów S, dla uproszczenia notacji uto»samiaj¡c grup¦ G z grafem
Cayleya Γ(G,S).

W szczególno±ci, zakªadaj¡c, »e G jest δ-hiperboliczna, b¦dziemy mie¢ na my±li δ-hiperboliczno±¢
grafu Γ(G,S). Dla ustalenia uwagi i bez straty ogolno±ci przyjmiemy, »e δ jest caªkowita i dodatnia.
Analogicznie nale»y rozumie¢ poj¦cie geodezyjnej w G, dªugo±ci elementu G itp. Równie» stwierdzenia,
»e dana wielko±¢ �zale»y jedynie od G�, nale»y rozumie¢ tak, »e mo»e ona zale»e¢ od wyboru zbioru
generatorów S.

De�nicja 1.7. Przez GN oznaczmy zbiór (jednostronnie niesko«czonych) ci¡gów elementów G. Dla
zadanej grupy hiperbolicznej G niech Geo ⊆ GN b¦dzie zbiorem ci¡gów wyznaczaj¡cych geodezyjn¡
w G. Zde�niujmy w Geo relacj¦ blisko±ci ∼:

(xn) ∼ (yn) ⇔ ∃C>0 ∀n≥0 d(xn, yn) < C.

Wiadomo, »e ∼ jest relacj¡ równowa»no±ci. Brzegiem (Gromova) grupy G (oznaczenie: ∂G) nazywa-
my zbiór ilorazowy Geo/∼. (Poni»ej wprowadzamy na nim topologi¦ oraz potrzebne nam wªasno±ci
metryczne).

Dla dowolnego ci¡gu (xn) ∈ Geo jego klas¦ abstrakcji [(xn)] ∈ Geo/∼ = ∂G nazywamy granic¡
geodezyjnej (xn); mówimy tak»e, »e (xn) ª¡czy e z [(xn)]. Powiemy tak»e, »e geodezyjna obustronnie
niesko«czona geodezyjna (yn)n∈Z ª¡czy punkty [(yn)n≥0] i [(y−n)n≥0].

De�nicja 1.8. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a > 1 okre±lamy w ∂G funkcj¦ odlegªo±ci z parametrem
a wzorem

d
(
[(xn)], [(yn)]

)
= a−l,

gdzie l jest najwi¦ksz¡ mo»liw¡ odlegªo±ci¡ mi¦dzy e, a dowoln¡ geodezyn¡ ª¡cz¡c¡ xn z yn. Pomijamy
w notacji parametr a, poniewa» b¦dzie on zawsze ustalony.

Z rozdziaªu 1.4 w [3] wiemy, »e istnieje a0 > 1 takie, »e dla dowolnego 1 < a < a0 istnieje metryka
wizualna na G (oznaczenie: dv; ponownie pominiemy w notacji parametr a) taka, »e:

• okre±lona powy»ej funkcja odlegªo±ci (z parametrem a) jest bi-lipschitzowsko równowa»na z
metryk¡ wizualn¡ z tym samym parametrem a;

• topologia zadana na ∂G przez metryk¦ wizualn¡ z parametrem a (a wi¦c te» przez nasz¡ funkcj¦
odlegªo±ci) nie zale»y od wyboru a.

Przestrze« ∂G b¦dziemy rozpatrywa¢ z topologi¡ opisan¡ w powy»szym punkcie. Wiadomo, »e ∂G
jest w tej topologii zwarta, z czego b¦dziemy kilkakrotnie korzysta¢.

1.2 Kompakty Markowa

De�nicja 1.9 ([4, de�nicja 1.1]). Przestrze« topologiczn¡ V nazywamy kompaktem Markowa, je±li
jest granic¡ systemu odwrotnego przestrzeni Ki i odwzorowa« fi : Ki+1 → Ki dla i ≥ 0, posiadaj¡cego
wªasno±¢ Markowa, to znaczy speªniaj¡cego warunki:

(i) Ki s¡ sko«czonymi kompleksami symplicjalnymi, speªniaj¡cymi sup dimKi <∞;

(ii) dla ka»dego sympleksu σ w Ki+1 obraz fi(σ) zawiera si¦ w pojedy«czym sympleksie nale»¡cym
do Ki oraz obci¦cie fi|σ jest przeksztaªceniem a�nicznym;
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(iii) sympleksom w qKi mo»na przyporz¡dkowa¢ sko«czenie wiele typów tak, by dla dowolnych sym-
pleksów s ∈ Ki i s′ ∈ Kj tego samego typu istniaªy izomor�zmy kompleksów ik : (f i+ki )−1(s)→
(f j+kj )−1(s′) dla k ≥ 0 takie, »e poni»szy diagram jest przemienny:

s

i0

��

f−1
i (s)

fioo

i1

��

. . .oo (f i+ki )−1(s)oo

ik

��

(f i+k+1
i )−1(s)

fi+koo

ik+1

��

. . .oo

s′ f−1
j (s′)

fjoo . . .oo (f j+kj )−1(s′)oo (f j+k+1
j )−1(s′)

fj+koo . . .oo

(1.1)

gdzie fab (dla a ≥ b) oznacza zªo»enie fb ◦ fb+1 ◦ . . . ◦ fa−1 : Ka → Kb.

De�nicja 1.10 (cf. [4, lemat 2.3]).

(a) Ci¡g (An)n≥0 rodzin podzbiorów zwartej przestrzeni metrycznej X ma wªasno±¢ rozdrabniania,
je±li

lim
n→∞

max
A∈An

diamA = 0.

(b) Kompakt Markowa X ma wªasno±¢ rozdrabniania, je±li w de�nicji 1.9 mo»na dobra¢ system
odwrotny (Kn, fn) tak, by dla dowolnego i ≥ 0 ci¡g (Fn)n≥i rodzin podzbiorów przestrzeni Ki

miaª wªasno±¢ rozdrabniania, gdzie

Fn =
{
fni (σ)

∣∣ σ jest sympleksem w Kn

}
.

Uwaga 1.11. De�nicj¦ 1.10a mo»na równowa»nie sformuªowa¢ w nast¦puj¡cy (czysto topologiczny)
sposób: dla dowolnego pokrycia otwartego U przestrzeni X istnieje takie n ≥ 0, »e dowolny zbiór
A ∈ An zawiera si¦ w pewnym zbiorze U ∈ U .
Wynika st¡d w szczególno±ci, »e znaczenie de�nicji 1.10b nie zale»y od wyboru metryki (zgodnej
z topologi¡) w kompleksie Ki.

De�nicja 1.12. Kompakt Markowa X zadany przez system (Ki, fi) nazwiemy barycentrycznym, je±li
dla ka»dego i ≥ 0 wierzchoªki z kompleksu Ki+1 przechodz¡ przy przeksztaªceniu fi w wierzchoªki
podziaªu barycentrycznego kompleksu Ki.

De�nicja 1.13. Kompakt Markowa X zadany przez system (Ki, fi) nazwiemy wªa±ciwym, je±li dla
ka»dego i ≥ 0 oraz sympleksu s ∈ Ki wszystkie sympleksy w przeciwobrazie f−1

i (s) maj¡ parami ró»ne
typy.

Uwaga 1.14. Wa»n¡ motywacj¡ dla powy»szych dwóch de�nicji jest spostrze»enie, »e wªa±ciwe i bary-
centryczne kompakty Markowa s¡ sko«czenie opisywalne. Konkretniej, je±li system (Ki, fi)i≥0 speªnia
warunki z de�nicji 1.9, 1.12 i 1.13, oraz je±li N jest tak du»e, »e kompleksy K0, . . . , KN zawieraj¡
sympleksy wszystkich mo»liwych typów, to caªy system (Ki, fi)

∞
i=0 mo»na odtworzy¢ na podstawie

podsystemu pocz¡tkowego (sko«czenie opisywalnego ze wzgl¦du na barycentryczno±¢):

K0 K1
f0oo . . .

f1oo KN
fN−1oo KN+1.

fNoo

Uzasadnienie jest indukcyjne: dla dowolnego n ≥ N + 1 kompleks Kn+1 wraz z odwzorowaniem
fn : Kn+1 → Kn jest wyznaczony jednoznacznie przez podsystem K0 ←− . . .←− Kn. Jest tak, gdy»:
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• dla dowolnego sympleksu s ∈ Kn istnieje sympleks wzorcowy σ ∈ Km tego samego typu, gdzie
m < n, a wówczas przeciwobraz f−1

n (s) wraz z typami sympleksów oraz obci¦ciem fn
∣∣
f−1
n (s)

jest wyznaczony przez przeciwobraz f−1
m (σ) oraz obci¦cie fm

∣∣
f−1
m (σ)

, które s¡ ju» nam znane (co
wynika z samej de�nicji 1.9);

• dla dowolnej pary sympleksów s′ ⊆ s ∈ Kn wybór wªo»enia f−1
n (s′) → f−1

n (s) jest caªkowicie
wyznaczony przez fakt, »e wierzchoªki w f−1

n (s) maj¡ parami ró»ne typy (na mocy de�nicji 1.13);

• poniewa» kompleksKn+1 jest sum¡ rodziny przeciwobrazów postaci f−1
n (s) dla s ∈ Kn, która jest

zamkni¦ta na przeci¦cia, znajomo±¢ owych przeciwobrazów oraz wªo»e« pomi¦dzy nimi pozwala
jednoznacznie odtworzy¢ Kn+1; oczywi±cie ª¡cz¡c wyznaczone obci¦cia odtwarzamy równie» fn.
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Rozdziaª 2

Typy elementów grupy

Celem tego rozdziaªu jest zaznajomienie czytelnika z wªasno±ciami typów sto»kowych (de�nicja 2.4)
i kulowych (de�nicja 2.12) elementów grupy w zakresie potrzebnym w dalszych rozdziaªach pracy.

Zwi¡zek mi¦dzy typami sto»kowymi (opisuj¡cymi naturalnie struktur¦ grupy oraz jej brzegu) a kulowy-
mi (stanowi¡cymi w oczywisty sposób informacj¦ sko«czon¡) w grupieG zostaª opisany po raz pierwszy
w [1] w celu opisania wªasno±ci funkcji wzrostu w grupie. Wynik ten okazuje si¦ istotnym narz¦dziem
w uzyskiwaniu ró»nych sko«czonych prezentacji brzegu Gromova: w [2] wykorzystano go do okre±lenia
struktury automatycznej ∂G, za± w [3] do przedstawienia ∂G jako przestrzeni semi-markowowskiej
w przypadku beztorsyjnym (co uogólnimy w rozdziale 6). Nie zaskakuje wi¦c wykorzystanie go przez
nas do zbudowania na przestrzeni ∂G struktury kompaktu Markowa.

2.1 Wªasno±ci geodezyjnych w G

Fakt 2.1. Niech α = [e, x] i β = [e, y], przy czym |x| = |y| = n oraz d(x, y) = k. Wówczas dla
0 ≤ m ≤ n zachodzi

d
(
α(m), β(m)

)
≤ 8δ + max

(
k + 8δ − 2(n−m), 0

)
.

W szczególno±ci dla 0 ≤ m ≤ n− k
2
− 4δ zachodzi d(α(m), β(m)) ≤ 8δ.

Dowód. Rozwa»my punkty α(m), β(m) le»¡ce na bokach 4δ-w¡skiego trójk¡ta geodezyjnego [e, x, y].
Rozpatrujemy dla nich trzy przypadki.

Je±li α(m) le»y w odlegªo±ci co najwy»ej 4δ od β, to mamy d(α(m), β(m′)) ≤ 4δ dla pewnego m′;
wówczas z nierówno±ci trójk¡ta w trójk¡cie [e, α(m), β(m′)] wnioskujemy, »e |m′ −m| ≤ 4δ, a wi¦c

d(α(m), β(m)) ≤ d(α(m), β(m′)) + |m′ −m| ≤ 8δ,

sk¡d wynika teza.

Je±li β(m) le»y w odlegªo±ci co najwy»ej 4δ od α, rozumujemy analogicznie.

Do rozwa»enia pozostaje przypadek, gdy α(m), β(m) s¡ odlegªe o co najwy»ej 4δ odpowiednio od
pewnych a, b ∈ [x, y]. Wówczas |a|, |b| ≤ m + 4δ, co oznacza, »e punkty a, b s¡ odlegªe przynajmniej
o D = n−m− 4δ od obu ko«ców odcinka [x, y]. St¡d d(a, b) ≤ k − 2D, a zatem

d
(
α(m), β(m)

)
≤ d
(
α(m), a

)
+ d(a, b) + d

(
b, β(m)

)
≤ 8δ + k − 2D = 16δ + k − 2(n−m).
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Wniosek 2.2. Niech α = [e, x] i β = [e, y], przy czym |x| = n oraz d(x, y) = k. Wówczas dla
0 ≤ m ≤ min(n, |y|) zachodzi

d
(
α(m), β(m)

)
≤ 8δ + max

(
2k + 8δ − 2(n−m), 0

)
.

Dowód. Zauwa»my, »e z nierówno±ci trójk¡ta mamy
∣∣n− |y|∣∣ =

∣∣|x| − |y|∣∣ ≤ k. Niech n′ = min(n, |y|);
twierdzimy, »e d(α(n′), β(n′)) ≤ 2k. Istotnie: je±li n′ = n, mamy

d(α(n′), β(n′)) ≤ d(x, y) + d(y, β(n)) ≤ k +
∣∣|y| − n∣∣ ≤ 2k,

za± w przeciwnym razie n′ = |y| i wobec tego

d(α(n′), β(n′)) ≤ d(α(|y|), x) + d(x, y) ≤
∣∣|y| − n∣∣+ k ≤ 2k.

Pozostaje zastosowa¢ fakt 2.1 dla geodezyjnych α, β obci¦tych do odcinka [0, n′] oraz podwojonej
warto±ci k.

Fakt 2.3. Niech (αk)k≥0 b¦dzie ci¡giem geodezyjnych w G, rozpoczynaj¡cych si¦ w e. Oznaczmy xk =
limn→∞ αk(n). Wówczas istnieje podci¡g (αki)i≥0 oraz geodezyjna α∞ taka, »e αki pokrywa si¦ z α∞
na odcinku [0, i]. Co wi¦cej, punkt x∞ = limn→∞ jest granic¡ ci¡gu (xki).

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ tezy wynika z prostego argumentu przek¡tniowego: poniewa» dla ka»dego n ≥ 0
zbiór {x ∈ G | |x| ≤ n} jest sko«czony, zbiór mo»liwych obci¦¢ {αk

∣∣
[0,n]
| k ≥ 0} równie» musi by¢

sko«czony. Pozwala to okre±li¢ indukcyjnie α∞: przyjmujemy α∞(0) = e, a nast¦pnie dla kolejnych
n > 0 dobieramy α∞(n) tak, by α∞ byªo zgodne na odcinku [0, n] z niesko«czenie wieloma spo±ród αk.
Taki wybór jest zawsze mo»liwy i gwarantuje istnienie podci¡gu (αki).

Otrzymany ci¡g α∞ jest geodezyjn¡, poniewa» ka»dy jego odcinek pocz¡tkowy α∞
∣∣
[0,i]

pokrywa si¦

z odcinkiem pocz¡tkowym geodezyjnej αki
∣∣
[0,i]

. (Zauwa»my, »e mo»emy przy tym wymaga¢, aby ci¡g
(ki) byª rosn¡cy). W tej sytuacji z lematu 5.2.1 w [3] oraz de�nicji 1.8 wynika, »e w brzegu ∂G zachodzi
x∞ = limi→∞ xki . Z drugiej strony, mamy γ∞(k) = g, a wi¦c x = [γ∞] ∈ span(g).

2.2 Typy sto»kowe i ich odpowiedniki w ∂G

De�nicja 2.4 (por. [2]). Typ sto»kowy T c(x) elementu x ∈ G okre±lamy jako zbiór y ∈ G takich, »e
istnieje geodezyjna prowadz¡ca z e do xy przechodz¡ca przez x.

Elementy zbioru xT c(x) b¦dziemy nazywa¢ potomkami elementu x.

Fakt 2.5 ([2, rozdziaª 12.3]). Relacja potomno±ci jest przechodnia: je±li y ∈ T c(x) i w ∈ T c(xy), to
yw ∈ T c(x).

Fakt 2.6. Je±li y ∈ T c(x), to typ sto»kowy T c(xy) jest wyznaczony przez T c(x) oraz y.

Dowód. Wynika to z wielokrotnego zastosowania lematu 12.4.3 w [2]. Z tym zastrze»eniem, »e w do-
wodzie tego lematu nale»y poprawi¢ literówk¦, de�niuj¡c σ′′ jako odcinek geodezyjny prowadz¡cy z e
do γ′xy przez γ′.

De�nicja 2.7. Zasi¦giem elementu g ∈ G (ozn. span(g)) jest zbiór takich x ∈ ∂G, »e istnieje geode-
zyjna z e do x przechodz¡ca przez g.
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Fakt 2.8. Zbiór span(g) jest domkni¦ty.

Dowód. Niech |g| = k i niech xi b¦dzie ci¡giem w span(g) zbie»nym do pewnego x ∈ ∂G. Poka»emy,
»e x jest równie» w span(g). Niech γi b¦dzie geodezyjn¡ w G wychodz¡c¡ z e, zbiegaj¡c¡ do xi i tak¡,
»e γi(k) = g. Na mocy faktu 2.3 istnieje podci¡g (γij), który staje si¦ coraz bardziej zgodny z pewn¡
geodezyjn¡ γ∞; w szczególno±ci mamy γ∞(0) = e oraz γ∞(k) = g. Ponadto fakt 2.3 zapewnia, »e
punkt [γ∞] ∈ ∂G jest granic¡ ci¡gu xij , czyli jest równy x. To za± oznacza, »e x ∈ span(g).

Fakt 2.9. Dla dowolnego g ∈ G, span(g) jest zbiorem granic w ∂G wszystkich promieni geodezyjnych
w G wychodz¡cych z g i zawartych w gT c(g).

Dowód. Oznaczmy |g| = k. Niech α b¦dzie promieniem geodezyjnym wychodz¡cym z g i zawartym
w gT c(g). Z de�nicji zbioru T c(g) wynika, »e dla dowolnego n > 0 zachodzi |α(n)| = n+k. To oznacza
z kolei, »e dla dowolnej geodezyjnej β ª¡cz¡cej e z g krzywa β ∪ α jest geodezyjn¡, poniewa» dla
dowolnego m > k jej obci¦cie do odcinka [0,m] ª¡czy punkty e oraz α(m−k) odlegªe od siebie wªa±nie
o m. W takim razie limn→∞ α(n) = limm→∞ β(m) nale»y do span(g).

Zawieranie przeciwne jest oczywiste.

Ustalmy (w zale»no±ci od grupy G) staª¡ a > 1 u»yt¡ w de�nicji metryki wizualnej na ∂G (patrz [3,
rozdz. 1.4]).

Fakt 2.10. Niech g ∈ G. Je±li |g| = n, to diam span(g) ≤ C · a−n, gdzie C jest staª¡ zale»n¡ jedynie
od G.

Dowód. Niech x, y ∈ span(g) i niech α, β b¦d¡ geodezyjnymi prowadz¡cymi z e poprzez g odpowiednio
ku x oraz y. Na mocy lematu 12.3.1 w [2] ±cie»ka β, zbudowana poprzez poª¡czenie obci¦¢ α

∣∣
[0,n]

i

β
∣∣
[n,∞)

, jest geodezyjn¡, oczywi±cie zbie»n¡ do y. Z drugiej strony, β na odcinku [0, n] pokrywa si¦
z α. Wówczas, je±li γ jest niesko«czon¡ geodezyjn¡ ª¡cz¡c¡ x z y, na mocy lematu 5.2.1 w [3] mamy
d(e, γ) ≥ n− 12δ, co na mocy de�nicji 1.8 ko«czy dowód.

2.3 N-typy kulowe

Oznaczenie 2.11. Dla dowolnego x ∈ G oraz r > 0 przez Br(x) oznaczamy zbiór {y ∈ G | d(x, y) ≤
r}.

De�nicja 2.12 ([2, rozdziaª 12]). Niech x ∈ G orazN > 0.N-typem kulowym elementu x (ozn. T bN(x))
nazywamy funkcj¦ f bx,N : BN(e)→ Z, okre±lon¡ wzorem

f bx,N(y) = |xy| − |x|.(2.1)

Lemat 2.13 ([2, lemat 12.3.3]). Istnieje staªa N0 zale»na tylko od G taka, »e dla dowolnych N ≥ N0

oraz x, y ∈ G z równo±ci T bN(x) = T bN(y) wynika równo±¢ T c(x) = T c(y).

Fakt 2.14. Niech x, y ∈ G, N, k > 0 oraz |y| ≤ k. Wówczas T bN(xy) zale»y wyª¡cznie od T bN+k(x), y
oraz N .

Dowód. Niech f , f ′ oznaczaj¡ odpowiednio funkcje (N + k)-typu dla x oraz N -typu dla xy. Niech
z ∈ BN(e). Wówczas zarówno yz, jak y nale»¡ do BN+k(e), czyli dziedziny funkcji f , przy czym

f ′(z) = |xyz| − |xy| = |xyz| − |x| − (|xy| − |x|) = f(yz)− f(y).
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Lemat 2.15. Niech N0 oznacza staª¡ z lematu 2.13. Niech N > N0 + 8δ, M ≥ 0, x ∈ G oraz
y ∈ T c(x), gdzie |y| ≥M + 4δ. Wówczas T bM(xy) zale»y wyª¡cznie od T bN(x), y oraz N , M .

Zwracamy uwag¦, »e warto±¢ M ≥ 0 w lemacie jest zupeªnie dowolna.

Dowód. Niech x, x′ ∈ G b¦d¡ takie, »e T bN(x) = T bN(x′). Oznaczmy n = |x|.
Niech z ∈ BM(e). Nale»y wykaza¢, »e

|xyz| − |xy| = |x′yz| − |x′y|.(2.2)

Niech α, β b¦d¡ geodezyjnymi ª¡cz¡cymi e odpowiednio z xy oraz xyz, przy czym mo»emy zaªo»y¢,
»e α przechodzi przez x. Oznaczmy w = x−1β(n). Poniewa» n ≤ |xy| − 2M

2
− 4δ, stosuj¡c wniosek 2.2

dla geodezyjnych α, β otrzymujemy

|w| = d(x, xw) = d(α(n), β(n)) ≤ 8δ.

Wobec tego z równo±ci T bN(x) = T bN(x′) wynika na mocy faktu 2.14 T bN−8δ(xw) = T bN−8δ(x
′w). Korzy-

staj¡c z lematu 2.13 otrzymujemy

T c(x) = T c(x′), T c(xw) = T c(x′w),

przy czym do pierwszego zbioru nale»y y, za± do drugiego w−1yz. St¡d ju» wynika (2.2), poniewa»

|xyz|−|xy| = |xw|+|w−1yz|−(|x|+|y|) = |w−1yz|−|y| = |x′w|+|w−1yz|−(|x′|+|y|) = |x′yz|−|x′y|.

Fakt 2.16. Dla dowolnego r > 0 istnieje Nr > 0 takie, »e dla dowolnych N ≥ Nr oraz g, h ∈ G
z warunków

|h| ≤ r, |gh| = |g|, T bN(gh) = T bN(g)

wynika, »e h jest elementem torsyjnym.

Dowód. Je±li h nie jest torsyjny, na mocy uwagi nast¦puj¡cej po Proposition 1.7.3 w [3] musi by¢ typu
hiperbolicznego (co oznacza, ci¡g (hn)n∈Z jest niesko«czon¡ quasi-gedoezyjn¡ w G). W tej sytuacji
sprzeczno±¢ wynika z dowodu Proposition 7.3.1 w [3], z tym zastrze»eniem, »e wyst¦puj¡c¡ tam staª¡
4δ nale»y zast¡pi¢ przez r. (Mo»e to zwi¦kszy¢ otrzyman¡ warto±¢ Nr, jednak poza tym nie narusza
poprawno±ci rozumowania).
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Rozdziaª 3

Konstrukcja granicy odwrotnej

W tym rozdziale skorzystamy z przytoczonego poni»ej klasycznego twierdzenia 3.2, aby przedstawi¢
brzeg Gromowa ∂G w postaci granicy odwrotnej ci¡gu nerwów odpowiednio dobranych otwartych
pokry¢ Ui przestrzeni ∂G.

3.1 Twierdzenie o nerwach pokry¢

De�nicja 3.1. Gwiazd¡ zbioru U z pokrycia U nazwiemy sum¦
⋃
{Ui |Ui ∈ U , Ui ∩ U 6= ∅}.

Twierdzenie 3.2. Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡, za± (Ui)i≥0 ci¡giem otwartych po-
kry¢ przestrzeni X, speªniaj¡cych warunki:

(i) dla ka»dego i pokrycie Ui jest sko«czone i nie zawiera zbiorów pustych;

(ii) istnieje n ≥ 0 takie, »e rankUi ≤ n dla ka»dego i ≥ 0;

(iii) ci¡g (Ui)i≥0 ma wªasno±¢ rozdrabniania (w sensie de�nicji 1.10a);

(iv) speªniona jest wªasno±¢ gwiazdy: dowolna gwiazda w pokryciu Ui zawiera si¦ w pewnym elemencie
pokrycia Ui−1; formalnie:

∀i>0 ∀U∈Ui ∃V ∈Ui−1

⋃
U ′∈Ui;U∩U ′ 6=∅

U ′ ⊆ V.

Niech Ki oznacza nerw pokrycia Ui, i niech vU oznacza wierzchoªek w tym nerwie odpowiadaj¡cy
zbiorowi U ∈ Ui.
Wówczas istnieje homeomor�zm ϕ : X → lim

←−
(Ki, fi), gdzie fi : Ki+1 → Ki jest okre±lone nast¦puj¡co:

• dla U ∈ Ki+1, fi(vU) jest barycentrum sympleksu rozpi¦tego przez {vV |V ∈ Ki, V ⊇ U};

• dla pozostaªych elementów Ki+1 okre±lamy fi poprzez liniowe rozszerzenie na ka»dym sympleksie,

przy czym dla dowolnego x ∈ X element ϕ(x) jest jedyn¡ nici¡ podsystemu (Ki(x))i≥0, gdzie dla i ≥ 0
przez Ki(x) oznaczamy sympleks w Ki rozpi¦ty przez zbiór {vU |U ∈ Ui x ∈ U}.
Co wi¦cej, zachodzi warunek z de�nicji 1.10b: ci¡g ({f i0(σ) |σ ∈ Ki})i≥0 ma wªasno±¢ rozdrabniania.
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Jest to niewielka mody�kacja twierdzenia [6, tw. 1.13.2] do naszych potrzeb. Podamy teraz, w jaki
sposób nale»y dostosowa¢ podany tam dowód.

• Wprawdzie z naszych zaªo»e« nie wynika prawdziwo±¢ podanego tam warunku (2), jednak ªatwo
sprawdzi¢, »e w oryginalnym dowodzie warunek ten przydaje si¦ jedynie do uzasadnienia wªa-
sno±ci sformuªowanych powy»ej jako (iii) i (iv). Zatem nasze zaªo»enia równie» s¡ wystarczaj¡ce
dla speªnienia tezy.

• Oryginalne sformuªowanie twierdzenia nie stwierdza wªasno±ci rozdrabniania dla ci¡gów rodzin
postaci ({f ji (σ) |σ ∈ Kj})j≥i dla i ≥ 0. Jednak stosuj¡c indukcyjnie nierówno±¢ (6) podan¡
w jego dowodzie, otrzymujemy, »e (przy naszych oznaczeniach):

diam f ji (σ) ≤
(

n
n+1

)j−i
dla dowolnego sympleksu σ w Kj,(3.1)

gdzie n oznacza ograniczenie rz¦du pokrycia z warunku (ii). Ograniczenie po prawej stronie
w (3.1) nie zale»y od wyboru σ, lecz wyª¡cznie od i, oraz zbiega do zera, gdy i→∞, co dowodzi
»¡danej wªasno±ci. (Oczywi±cie podane tu konkretne oszacowanie zachodzi jedynie dla wybranej
metryki na Ki, u»ytej w [6] � jednak na mocy uwagi 1.11 nie ma to dla nas znaczenia).

Oznaczenie 3.3. Przez [v1, . . . , vi] b¦dziemy oznacza¢ (w kontek±cie danego kompleksu symplicjalne-
go) sympleks rozpi¦ty na wierzchoªkach v1, . . . , vi. Przez πi b¦dziemy oznacza¢ naturalne rzutowanie
z przestrzeni X (uto»samionej z lim

←−
Kj poprzez ϕ) do kompleksu Ki.

De�nicja 3.4. Je±li (Ki, fi) jest systemem odwrotnym otrzymanym z twierdzenia 3.2 oraz σ =
[vU1 , . . . , vUm ] jest sympleksem w Ki, de�niujemy no±nik σ jako suppσ =

⋃m
j=1 Uj.

Fakt 3.5. Je±li σ jest sympleksem w Kn, za± σ
′ sympleksem w f−1

n (σ), to suppσ′ ⊆ suppσ.

Dowód. Niech σ = [vU1 , . . . , vUm ] oraz σ′ = [vU ′1 , . . . , vU ′m′ ]. Z de�nicji fn wynika, »e ka»dy ze zbiorów
U ′j zawiera si¦ w pewnym Ui, a st¡d ju» wynika teza.

Fakt 3.6. Je±li σ jest sympleksem w Ki, to π
−1
i (σ) ⊆ suppσ.

Dowód. Niech x ∈ X speªnia πi(x) ∈ σ = [vU1 , . . . , vUk ]. Wówczas z de�nicji rodzina {U ∈ Ui |x ∈ U}
zawiera si¦ w {U1, . . . , Uk}. Jednak skoro Ui jest pokryciem X, musimy mie¢ x ∈ U1 ∪ . . . ∪ Uk =
suppσ.

3.2 Quasi-niezmiennicze systemy podzbiorów

Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ z homeomor�cznym dziaªaniem sko«czenie generowanej
grupy hiperbolicznej G (przypomnijmy, »e zakªadamy, »e grupa jest wyposa»ona w ustalony zbiór
generatorów).

De�nicje 3.8 i podsumowuj¡ warunki, które � jak wyka»emy w rozdziaªach 3.4 i 4 � wystarcz¡,
aby do ci¡gu (U)n≥0 mo»na byªo zastosowa¢ twierdzenie 3.2, a tak»e aby otrzymany system odwrotny
wielo±cianów miaª wªasno±¢ Markowa (w sensie de�nicji 1.9). W nast¦pnym podrozdziale dla grupy G
skonstruujemy pewien ci¡g pokry¢ ∂G, posiadaj¡cy wszystkie wymienione tu wªasno±ci.
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Oznaczenie 3.7. Dla dowolnej rodziny C = {Cx}x∈G podzbiorów przestrzeni X oznaczamy:

Cn =
{
Cx
∣∣ x ∈ G, |x| = n

}
, |C|n =

⋃
C∈Cn

C.

Rodzin¦ C b¦dziemy zazwyczaj uto»samia¢ z ci¡giem podrodzin (Cn)n≥0.

De�nicja 3.8. Rodzin¦ C = {Cx}x∈G podzbiorów przestrzeni X nazywamy systemem quasi-G-
niezmienniczym, je±li istniej¡ staªa s¡siedztwa D > 0 oraz staªa skoku J > 0 takie, »e:

(QI1) ci¡g podrodzin (Cn)n≥0, gdzie Cn =
{
Cx

∣∣ x ∈ G, |x| = n
}
, ma wªasno±¢ rozdrabniania

(w sensie de�nicji 1.10a);

(QI2) dla ka»dego n oraz x, y ∈ G zachodzi implikacja

|x| = |y| = n, Cx ∩ Cy 6= ∅ ⇒ d(x, y) ≤ D;

(QI3) dla ka»dego x ∈ G oraz 0 < k ≤ |x|
J

istnieje y ∈ G takie, »e |y| = |x| − kJ oraz Cy ⊇ Cx;

(QI4) istnieje sko«czenie warto±ciowa funkcja typu T okre±lona naG taka, »e je±li tylko T (x) = T (gx)
dla g, x ∈ G, to:

(a) Cgx = g · Cx;
(b) dla dowolnego y ∈ G takiego, »e |y| = |x| oraz Cx ∩ Cy 6= ∅, zachodzi

Cgy = g · Cy, |gy| = |gx|;

(c) dla dowolnego y ∈ G takiego, »e |y| = |x| + kJ dla pewnego k > 0 oraz ∅ 6= Cy ⊆ Cx,
zachodzi

|gy| = |gx|+ kJ, T (gy) = T (y), a zatem Cgy = g · Cy.

Uwaga 3.9. Zauwa»my, »e z prawdziwo±ci warunku (QI3) dla k = 1 wynika przez indukcj¦ jego
prawdziwo±¢ dla wszystkich k > 0, oraz »e to samo dotyczy warunku (QI4c).

De�nicja 3.10. System C = {Cx}x∈G podzbiorów X nazywamy systemem pokry¢, je±li Cn jest otwar-
tym pokryciem X dla ka»dego n ≥ 0.

3.3 System pokry¢ wn¦trzami gwiazd zasi¦gów

De�nicja 3.11. Dla dowolnego elementu g ∈ G oraz r > 0 oznaczamy

P (x) =
{
y ∈ G

∣∣ |xy| = |y|}, Pr(x) = P (x) ∩Br(e).

Je±li y ∈ P (x) (odp. Pr(x)), powiemy, »e xy jest towarzyszem (odp. r-towarzyszem) elementu x.

Z de�nicji typu kulowego otrzymujemy natychmiast nast¦puj¡c¡ wªasno±¢.

Fakt 3.12. Je±li N ≥ r > 0, zbiór Pr(x) zale»y wyª¡cznie od T bN(x) oraz r, N .
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De�nicja 3.13. De�niujemy zbiór Sg jako wn¦trze gwiazdy zasi¦gów w ∂G wokóª span(g):

Sg = int
( ⋃
h∈I(g)

span(gh)
)
, gdzie I(g) =

{
h ∈ P (g)

∣∣ span(gh) ∩ span(g) 6= ∅
}
.

Dla dowolnego k > 0, okre±lamy rodzin¦

Sk = {Sg | g ∈ G, |g| = k, Sg 6= ∅}.

Fakt 3.14. Dla dowolnego g ∈ G zachodzi span(g) ⊆ Sg.

Dowód. Rozwa»my równo±¢

∂G =
⋃

h∈P (g)

span(gh) =
( ⋃
h∈I(g)

span(gh)
)
∪
( ⋃
h∈P (g)\I(g)

span(gh)
)
.

Poniewa» drugi skªadnik jest rozª¡czny z span(g), a tak»e domkni¦ty (jako sko«czona suma zbiorów
domkni¦tych), wnioskujemy, »e span(g) musi zawiera¢ si¦ we wn¦trzu pierwszego skªadnika, czyli
dokªadnie w Sg.

Wniosek 3.15. Dla ka»dego k > 0 rodzina Sk jest pokryciem przestrzeni ∂G.

Dowód. Wynika to natychmiast z powy»szego faktu i st¡d, »e ∂G =
⋃
g∈G : |g|=k span(g).

Fakt 3.16. Przy oznaczeniach faktu 2.10 dla ka»dego k > 0 oraz U ∈ Sk zachodzi diamU ≤ 3C · a−k.

Dowód. Niech U = Sg dla pewnego g ∈ G, gdzie |g| = k, i niech x, y ∈ Sg. Wówczas x ∈ span(gh1) i
y ∈ span(gh2) dla pewnych h1, h2 ∈ I(g). St¡d, na mocy faktu 2.10,

d(x, y) ≤ diam span(gh1) + diam span(g) + diam span(gh2) ≤ 3C · a−k.

Fakt 3.17. Niech h ∈ P (g). Wówczas:

(a) Je±li span(g) ∩ span(gh) 6= ∅, to |h| ≤ 4δ (czyli: I(g) ⊆ P4δ(g));

(b) Je±li Sg ∩ Sgh 6= ∅, to |h| ≤ 12δ.

Dowód. (a) Niech |g| = |gh| = k oraz x ∈ span(g) ∩ span(gh). Wówczas istniej¡ geodezyjne α, β
wychodz¡ce z e i zbie»ne do x takie, »e α(k) = g, β(k) = gh. Na mocy nierówno±ci (1.3.4.1) w [3]
oznacza to, »e d(g, gh) ≤ 4δ.

(b) Niech teraz x ∈ Sg ∩ Sgh. Wówczas z de�nicji mamy x ∈ span(gu) ∩ span(ghv) dla pewnych
u ∈ I(g), v ∈ I(gh). Korzystaj¡c z punktu a), otrzymujemy

|h| ≤ |u|+ |u−1hv|+ |v−1| ≤ 4δ + 4δ + 4δ = 12δ.

Fakt 3.18. Niech g ∈ G oraz k < |g|. Wówczas:

(a) istnieje f ∈ G dªugo±ci k takie, »e g ∈ fT c(f);

(b) dla ka»dego f ∈ G o wªasno±ciach z punktu (a) zachodzi span(g) ⊆ span(f);

(c) dla ka»dego f ∈ G o wªasno±ciach z punktu (a) zachodzi Sg ⊆ Sf .
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Dowód. (a) Niech α b¦dzie odcinkiem geodezyjnym z e do g. Wówczas f = α(k) ma »¡dane wªasno±ci.

(b) Je±li f ma wªasno±ci z punktu (a), to z faktu 2.5 mamy gT c(g) ⊆ fT c(f), zatem pozostaje
zastosowa¢ fakt 2.9.

(c) Na mocy poprzednich punktów dla ka»dego h ∈ I(g) istnieje pewien element fh o dªugo±ci k taki,
»e span(gh) ⊆ span(fh); przy tym za fe mo»emy przyj¡¢ f . W szczególno±ci wynika st¡d, »e

∅ 6= span(g) ∩ span(gh) ⊆ span(f) ∩ span(fh),

a wi¦c f−1fh ∈ I(f). Z dowolno±ci h ∈ I(g) mamy⋃
h∈I(g)

span(gh) ⊆
⋃

h∈I(g)

span(fh) ⊆
⋃

x∈I(f)

span(fx).

Bior¡c wn¦trza zbiorów po obu skrajnych stronach zawierania, otrzymujemy tez¦.

Lemat 3.19. Niech N0 oznacza staª¡ z lematu 2.13. Zaªó»my, »e N, r ≥ 0 oraz g, x ∈ G speªniaj¡
T bN(gx) = T bN(x). Wówczas:

(a) je±li N ≥ N0, to span(gx) = g · span(x);

(b) je±li N ≥ N0 + r, to span(gxy) = g · span(xy) dla y ∈ Pr(x);

(c) je±li N ≥ N1 := N0 + 4δ, to Sgx = g · Sx;

(d) je±li N ≥ N1 + r, to Sgxy = g · Sxy dla y ∈ Pr(x);

(e) je±li N ≥ N2 := N0 + 16δ oraz y ∈ G speªnia |y| = |x| i Sx ∩ Sy 6= ∅, to

Sgy = g · Sy, a ponadto |gy| = |gx|;

(f) je±li N ≥ N3 := N0 +21δ, k ≥ 0, L > N +k+4δ oraz y ∈ G speªnia |y| = |x|+L i ∅ 6= Sy ⊆ Sx,
to:

Sgy = g · Sy, a ponadto |gy| = |gx|+ L oraz T bN+k(gy) = T bN+k(y).

Dowód. (a) Je±li N ≥ N0, z lematu 2.13 wynika, »e T c(gx) = T c(x), a wi¦c gxT c(gx) = g · xT c(x).
W szczególno±ci lewostronne przesuni¦cie o g, jako izometria, wyznacza jednoznaczn¡ odpowiednio±¢
mi¦dzy geodezyjnymi wG wychodz¡cymi z x i zawartymi w xT c(x) a geodezyjnymi wG wychodz¡cymi
z gx i zawartymi w gxT c(gx). Teza wynika zatem z faktu 2.9 oraz ci¡gªo±ci dziaªania elementem g na
przestrzeni G ∪ ∂G.
(b) Je±li N ≥ N0 + r, to z faktu 2.14 mamy T bN0

(gxy) = T bN0
(xy) dla ka»dego y ∈ Pr(x); pozostaje

skorzysta¢ z (a).

(c) Niech y ∈ I(x). Z faktu 3.17a mamy y ∈ P4δ(x). Skoro N ≥ N0 + 4δ, to z punktu (b) oraz
faktu 3.12 wynika, »e

span(gx) = g · span(x), span(gxy) = g · span(xy), y ∈ P4δ(gx).

Poniewa» span(x) ∩ span(xy) 6= ∅, dziaªaj¡c elementem g otrzymujemy span(gx) ∩ span(gxy) 6= ∅,
a wi¦c y ∈ I(gx). W takim razie mamy

g ·
⋃

y∈I(x)

span(xy) =
⋃

y∈I(x)

span(gxy) ⊆
⋃

y∈I(gx)

span(gxy).
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Przeprowadzaj¡c analogiczne rozumowanie dla elementu odwrotnego g−1 dowodzimy, »e powy»sze
zawieranie jest w istocie równo±ci¡. Co wi¦cej, poniewa» lewostronne dziaªanie elementem g jest ho-
meomor�zmem, musi przeprowadza¢ wn¦trze sumy po lewej stronie (czyli Sx) dokªadnie na wn¦trze
sumy po prawej stronie (czyli Sgx).

(d) Ten punkt wynika z (c) tak samo, jak (b) wynikaªo z (a).

(e) Z faktu 3.17b mamy x−1y ∈ P12δ(x). Wobec tego pierwsza cz¦±¢ tezy wynika z punktu (d),
natomiast druga � z zaªo»enia, »e T bN(x) = T bN(gx) oraz N ≥ 16δ.

(f) Niech |y| ≥ |x| oraz Sy ⊆ Sx. Z faktu 3.18 wynika, »e istnieje z ∈ G takie, »e

|xz| = |x|, y ∈ xzT c(xz), Sy ⊆ Sxz.

W szczególno±ci Sxz ∩ Sx 6= ∅, zatem z faktu 3.17 mamy z ∈ P12δ(x). Z faktów 2.14 oraz 3.12
otrzymujemy

T bN−12δ(gxz) = T bN−12δ(xz), z ∈ P12δ(gx).(3.2)

Z pierwszej z tych wªasno±ci na mocy lematu 2.13 mamy T c(gxz) = T c(xz). Poniewa» element (xz)−1y
nale»y do T c(xz) i ma dªugo±¢ równ¡

|(xz)−1y| = |y| − |xz| = |y| − |x| = L > N + k + 4δ,(3.3)

stosuj¡c do (3.2) lemat 2.15 dla przesuni¦cia o (xz)−1y (i parametrów N − 12δ > N0 + 8δ, N + k)
otrzymujemy

T bN+k(gy) = T bN+k(y),

a st¡d na mocy punktu (c)

Sgy = g · Sy.

Ponadto z warunków (xz)−1y ∈ T c(gxz), (3.3) oraz (3.2) mamy

|gy| = |gxz|+ |(xz)−1y| = |gxz|+ L = |gx|+ L,

co ko«czy dowód.

Wniosek 3.20. Dla N ≥ N3 ci¡g pokry¢ (Sn) z funkcj¡ T = T bN jest quasi-G-niezmienniczym syste-
mem pokry¢.

Dowód. We wniosku 3.15 sprawdzili±my, »e ka»de Sn jest pokryciem przestrzeni ∂G; oczywi±cie jest to
pokrycie otwarte. Kolejne warunki w de�nicji 3.8 wynikaj¡ natychmiast odpowiednio z faktów 3.16,
3.17b i 3.18 oraz lematu 3.19c,e,f (dla k = 0). Przy tym uzyskujemy:

D = 12δ, J0 = 0, J = N3 + 4δ.

3.4 Wykonalno±¢ konstrukcji dla systemów pokry¢

Lemat 3.21. Niech (Un) b¦dzie quasi-G-niezmienniczym systemem pokry¢ w przestrzeni X i niech J
oznacza jego staª¡ skoku. Wówczas istnieje staªa L0 taka, »e dla dowolnego L ≥ L0 podzielnego przez J
ci¡g pokry¢ (ULn)n∈N speªnia wªasno±¢ gwiazdy (patrz twierdzenie 3.2, wªasno±¢ (iv)).
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Dowód. Niech L(i) b¦dzie tak¡ staª¡, »e dowolny zbiór z poziomu i+L(i) lub gª¦bszego wraz ze swoj¡
gwiazd¡ jest zawarty w pewnym zbiorze z pokrycia na poziomie i. Jej istnienie jest natychmiastowym
wnioskiem z istnienia staªej Lebesgue'a dla pokrycia poziomu i oraz ze zbie»no±ci ±rednic zbiorów do 0
wraz ze wzrostem poziomu.

Poniewa» istnieje sko«czenie wiele N -typów w G, istnieje S > 0 takie, »e dla dowolnego g ∈ G istnieje
g′ ∈ G takie, »e |g′| < S oraz T (g) = T (g′). Poka»emy, »e teza lematu jest speªniona przez

L0 = 1 + max{L(i) | i < S}.

Niech |g| = L(k+1) oraz L ≥ L0 b¦dzie podzielne przez J ; chcemy pokaza¢, »e istnieje f̃ ∈ G dªugo±ci
Lk takie, »e Uf̃ zawiera Ug oraz wszystkie zbiory s¡siednie poziomu L(k+ 1). Je±li Lk < S, wynika to
z nierówno±ci L ≥ L0 ≥ L(Lk) oraz de�nicji staªej L(Lk).

W przeciwnym razie na mocy wªasno±ci (QI3) istnieje f dªugo±ci Lk takie, »e Ug ⊆ Uf . Niech f ′ ∈ G
o dªugo±ci j < S speªnia T (f ′) = T (f). Oznaczmy h = f ′f−1. Wówczas, skoro J | L, z (QI4c) mamy

Uhg = h · Ug ⊆ h · Uf = Uf ′ , T (hg) = T (g), |hg| = j + L.(3.4)

Wobec tego, jako »e j < S, istnieje element f̃ ′ dªugo±ci j taki, »e Uf̃ ′ zawiera Uhg razem z caª¡ jego
gwiazd¡. Wówczas z (3.4) mamy Uf̃ ′ ∩ Uf ′ 6= ∅, a wi¦c z wªasno±ci (QI4b) otrzymujemy

Uh−1f̃ ′ = h−1 · Uf̃ ′ , |h−1f̃ ′| = |h−1f ′| = Lk.

Niech teraz |x| = |g| oraz Ux ∩ Ug 6= ∅. Wówczas z (3.4) i (QI4b) otrzymujemy Uhx = h · Ux; w
szczególno±ci Uhx zawiera si¦ w gwie¹dzie zbioru Uhg = h ·Ug, a wi¦c zawiera si¦ w Uf̃ ′ . St¡d z (QI4c):

Ux = h−1 · Uhx ⊆ h−1 · Uf̃ ′ = Uh−1f̃ ′ .

Oznacza to, »e element f̃ := h−1f̃ ′ ma »¡dan¡ wªasno±¢.

Wniosek 3.22. Niech (Un) b¦dzie quasi-G-niezmienniczym systemem pokry¢ G-przestrzeni X. Zde�-
niujmy

Ũn = {U ∈ Un |U 6= ∅}.

Niech L0 oznacza staª¡ otrzyman¡ dla systemu (Un) w lemacie 3.21. Wówczas dla dowolnego L ≥ L0

ci¡g pokry¢ (ŨnL)n≥0 speªnia zaªo»enia twierdzenia 3.2.

Dowód. Oczywi±cie dla ka»dego n rodzina Ũn jest otwartym pokryciem X. Warunek (i) w tre±ci twier-
dzenia 3.2 wynika wprost z de�nicji Ũn. Warunki (iii) oraz (iv) wynikaj¡ odpowiednio z wªasno±ci (QI1)
oraz lematu 3.21.

Natomiast warunek (ii) ªatwo wynika z wªasno±ci (QI2): je±li tylko Ux∩Uy 6= ∅, to mamy d(x, y) ≤ D,
czyli x−1y nale»y do kuli w G o ±rodku w e i promieniu D. Oznacza to, »e rz¡d pokrycia Un (a tym
samym Ũn) nie przekracza liczby elementów w tej kuli, która jest sko«czona i niezale»na od n.
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Rozdziaª 4

Wªasno±¢ Markowa

Naszym celem w tym rozdziale jest wykazanie nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 4.1. Niech (Un)n≥0 b¦dzie quasi-G-niezmienniczym systemem pokry¢ zwartej metrycznej
G-przestrzeni X. Niech L0 oznacza staª¡ otrzyman¡ dla tego systemu w lemacie 3.21, L ≥ L0 i niech
(Kn, fn) b¦dzie systemem odwrotnym kompleksów otrzymanym dla ci¡gu pokry¢ (ŨnL)n≥0.

Wówczas system (Kn, fn) speªnia warunki z de�nicji 1.9, 1.10b oraz 1.12, co oznacza, »e X jest
barycentrycznym kompaktem Markowa z wªasno±ci¡ rozdrabniania.

4.1 Typy i przesuni¦cia

Poni»ej (w de�nicji 4.3) zde�niujemy typ sympleksu, który zostanie u»yty do wykazania wªasno±ci Mar-
kowa dla systemu (Kn, fn). Intuicyjnie, chcieliby±my, aby typ sympleksu s = [vUg1 , . . . , vUgk ] zawieraª
informacj¦ o typach elementów gi (co wydaje si¦ naturalne), lecz tak»e o ich wzajemnym poªo»eniu
w grupie G (co znacz¡co uªatwi, jak przekonamy si¦ w rozdziale 4.2, kontrolowanie przeciwobrazów
przy odwzorowaniach fn).

Obraz ten ulega jednak komplikacji wskutek tego, »e w ogólno±ci nie mamy gwarancji jednoznaczno±ci
wyboru elementu g odpowiadaj¡cego zbiorowi Ug ∈ Ũn. Wobec tego w typie sympleksu umie±cimy
typy i wzajemne poªo»enia wszystkich elementów reprezentuj¡cych jego wierzchoªki.

Efektem powy»szych rozwa»a« jest do±¢ skomplikowana de�nicja typu sympleksu, której jednak prawie
nigdy nie u»yjemy bezpo±rednio. Okazuje si¦ bowiem, »e równo±¢ tak rozumianych typów mo»na
wygodnie opisa¢ poprzez istnienie pomi¦dzy nimi przesuni¦cia, zachowuj¡cego naszkicowan¡ powy»ej
struktur¦ (patrz de�nicja 4.4). Wªasno±¢ t¦ wykorzystamy w wielu dowodach w dalszych rozdziaªach.

Oznaczmy przez Qn nerw pokrycia Ũn). (Wówczas Kn = QnL).

De�nicja 4.2. Dla sympleksu s w Qn de�niujemy graf skierowany Gs = (Vs, Es) nast¦puj¡co:

• wierzchoªkami w Gs s¡ elementy g ∈ G, dla których vUg jest wierzchoªkiem w s (a wi¦c |g| = n);

• ka»dy wierzchoªek g ∈ Vs etykietujemy jego typem T (g);

• kraw¦dziami w Gs s¡ wszystkie pary (g, g′) dla g, g′ ∈ Vs, g 6= g′;

• ka»d¡ kraw¦d¹ (g, g′) etykietujemy elementem g−1g′ ∈ G.
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De�nicja 4.3. Dwa sympleksy s ∈ Qn i s′ ∈ Qn′ nazwiemy podobnymi, je±li istnieje izomor�zm grafów
ϕ : Gs → Gs′ , zachowuj¡cy etykiety wierzchoªków i kraw¦dzi.

Typem sympleksu s ∈ Qn (oznaczenie: T∆(s)) nazwiemy jego klas¦ podobie«stwa.
(Zatem: dwa sympleksy s¡ podobne wtedy i tylko wtedy, gdy maj¡ równe typy).

De�nicja 4.4. Sympleks s′ ∈ Qn′ nazwiemy przesuni¦ciem sympleksu s ∈ Qn o element γ (oznaczenie:
s′ = γ · s), je±li wzór ϕ(g) = γ · g zadaje izomor�zm ϕ speªniaj¡cy warunki z de�nicji 4.3.

Fakt 4.5. Przesuwanie sympleksów speªnia naturalne wªasno±ci (cz¦±ciowego) dziaªania G na zbiorze:

je±li s′ = γ · s i s′′ = γ′ · s′, to s = γ−1 · s′ i s′′ = (γ′ γ) · s.

Fakt 4.6. Dowolne sympleksy s ∈ Qn, s
′ ∈ Qn′ maj¡ równe typy ⇐⇒ s′ = γ · s dla pewnego γ ∈ G.

Dowód. Implikacja (⇐) jest oczywista. W drug¡ stron¦, niech ϕ : Gs → Gs′ b¦dzie izomor�zmem
speªniaj¡cym warunki z de�nicji 4.3. Wybierzmy dowolnie g0 ∈ Vs i okre±lmy γ = ϕ(g0) g−1

0 . Poniewa»
ϕ zachowuje etykiety kraw¦dzi, dla dowolnego g ∈ Vs \ {g0} mamy

ϕ(g0)−1 ϕ(g) = g−1
0 g ⇒ ϕ(g) g−1 = ϕ(g0) g−1

0 = γ ⇒ ϕ(g) = γ · g.

Fakt 4.7. Je±li s′ = γ · s oraz vUx jest wierzchoªkiem w s, to vUγx jest wierzchoªkiem w s′, a przy tym

Uγx = γ · Ux, T (γx) = T (x).

W szczególno±ci, przesuwanie zbiorów z Ũ o element γ zadaje bijekcj¦ mi¦dzy wierzchoªkami s a s′.

Dowód. Wynika to natychmiast z de�nicji 4.2 i 4.4 oraz wªasno±ci (QI4a).

Fakt 4.8. Niech m,n, d ≥ 0, s ∈ Qn oraz γ, x ∈ G speªniaj¡ warunki

supp s ⊆ Ux, T (x) = T (γx), |x| = n− d, |γx| = m− d, d ≥ J,

gdzie J oznacza staª¡ skoku systemu (Un). Wówczas sympleks γ · s istnieje i nale»y do Qm.

Dowód. Niech g ∈ Vs; wówczas Ug ⊆ supp s ⊆ Ux, zatem z wªasno±ci (QI4) mamy

Uγg = γ · Ug, T (γg) = T (g), |γg| = mL.(4.1)

W szczególno±ci je±li s = [vUg1 , . . . , vUgk ], to ªatwo wynika st¡d, »e w Qm istnieje sympleks s′ =
[vUγg1 , . . . , vUγgk ]. Co wi¦cej, dla dowolnego g ∈ Vs mamy Ug = Ugi dla pewnego 1 ≤ i ≤ k, a wówczas
z (4.1) mamy Uγg = γ · Ug = Uγgi , zatem γg ∈ Vs′ . To oznacza, »e lewostronne mno»enie przez γ
zadaje bijekcj¦ mi¦dzy wierzchoªkami grafów Gs i Gs′ . Z (4.1) wynika, »e zachowuje ono etykiety
wierzchoªków; zachowywanie etykiet kraw¦dzi wynika wprost z de�nicji.

Lemat 4.9. �¡czna liczba typów sympleksów we wszystkich kompleksach Qn jest sko«czona.

Dowód. Rozwa»my sympleks s ∈ Kn. Je±li g, g′ ∈ Vs, to wierzchoªki vUg , vUg′ nale»¡ do s, co oznacza
z de�nicji, »e Ug∩Ug′ 6= ∅, a to z wªasno±ci (QI2) oraz de�nicji Vs oznacza, »e |g−1g′| ≤ D. Oznacza to,
»e zarówno liczba wierzchoªków w grafach Gs, jak i liczba mo»liwych etykiet kraw¦dzi pojawiaj¡cych
si¦ we wszystkich takich grafach, nie przekraczaj¡ liczno±ci kuli B(e,D) w grupie G. To ko«czy dowód,
poniewa» etykiety wierzchoªków z zaªo»enia pochodz¡ ze sko«czonego zbioru typów w G.
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4.2 Typ sympleksu wyznacza jego przeciwobraz

Lemat 4.10. Niech s ∈ Kn, s
′ ∈ Kn′ b¦d¡ sympleksami tego samego typu oraz s′ = γ · s dla pewnego

γ ∈ G. Wówczas przeksztaªcenia I : s → s′ oraz J : f−1
n (s) → f−1

n (s′), okre±lone na wierzchoªkach
odpowiednich podkompleksów wzorami

I(vU) = vγ·U dla vU ∈ s, J(vU) = vγ·U dla vU ∈ f−1
n (s),

oraz rozszerzone a�nicznie na sympleksy w tych podkompleksach, maj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• s¡ poprawnie okre±lone (w szczególno±ci γ · U jest elementem odpowiedniego pokrycia);

• s¡ izomor�zmami podkompleksów;

• przeprowadzaj¡ sympleksy na ich przesuni¦cia o γ (w szczególno±ci zachowuj¡ ich typy).

Ponadto nast¦puj¡cy diagram jest przemienny:

s

I

��

f−1
n (s)

fnoo

J

��
s′ f−1

n′ (s′).
fn′oo

(4.2)

Dowód. Niech

s = [vU1 , . . . , vUk ], Ui = Ugi , g′i = γ gi, U ′i = Ug′i .(4.3)

Wówczas z zaªo»e« (korzystaj¡c z de�nicji oraz z faktu 4.7) wnioskujemy, »e

s′ = [vU ′1 , . . . , vU ′k ], U ′i = γ · Ui, T (gi) = T (g′i), |gi| = nL, |g′i| = n′L.

Wynika st¡d w szczególno±ci, »e dla vU ∈ s warto±¢ I(vU) jest poprawnie okre±lona i nale»y do s′; przy
tym I zadaje bijekcj¦ mi¦dzy wierzchoªkami s i s′, a wi¦c jest izomor�zmem. Co wi¦cej, dla dowolnego
podsympleksu σ = [vUi1 , . . . , vUil ] ⊆ s oraz g ∈ Gs na mocy faktu 4.7 mamy równowa»no±¢

vUg ∈ σ ⇔ Ug ∈ {Uij | 1 ≤ j ≤ l} ⇔ Uγg ∈ {γ · Uij | 1 ≤ j ≤ l} ⇔ vUγg ∈ I(σ),

zatem izomor�zm Gs ' Gs′ zadany przez γ obcina si¦ do izomor�zmu Gσ ' GI(σ), a wi¦c I(σ) = γ ·σ.
Pozostaje nam sprawdzi¢ »¡dane wªasno±ci przeksztaªcenia J oraz przemienno±¢ diagramu (4.2).

Sprawd¹my najpierw, »e J jest poprawnie okre±lone. Niech vU b¦dzie wierzchoªkiem w f−1
n (s) i niech

U = Uh dla pewnego h ∈ G dªugo±ci (n + 1)L. Z de�nicji fn wynika, »e Uh ⊆ Ugi dla pewnego
1 ≤ i ≤ k. Wówczas, oznaczaj¡c h′ = γh, z wªasno±ci (QI4c) mamy

Uh′ = γ · Uh ⊆ γ · Ugi = Ug′i , T (h′) = T (h), |h′| = (n′ + 1)L,(4.4)

sk¡d wynika w szczególno±ci, »e γ · Uh ∈ Ũ(n′+1)L, a wi¦c J(vU) = vγ·Uh jest wierzchoªkiem w Kn′+1.

Wyka»emy teraz, »e wierzchoªek J(vU) nale»y do f−1
n′ (s′) oraz »e diagram (4.2) jest przemienny. Z de-

�nicji przeksztaªce« fn, fn′ wynika, »e dla obu tych celów wystarczy wykaza¢, »e{
U ′
∣∣U ′ ∈ Un′L, U ′ ⊇ Uh′

}
=
{
γ · U

∣∣U ∈ UnL, U ⊇ Uh
}
.(4.5)
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Sprawd¹my zawieranie (⊇). Niech Ug = U ⊇ Uh dla pewnego g ∈ G o dªugo±ci nL. Wówczas w szcze-
gólno±ci Ug ∩ Ugi ⊇ Uh 6= ∅, zatem z wªasno±ci (QI4b) mamy

Uγg = γ · Ug ⊇ γ · Uh = Uh′ , |γg| = n′L.

To dowodzi zawierania (⊇) w (4.5). Poniewa» Ug′i = γ ·Ugi ⊇ γ ·Uh = Uh′ , zawieranie przeciwne mo»na
wykaza¢ caªkowicie analogicznie, rozwa»aj¡c tym razem przesuni¦cie o element γ−1. Dowiedli±my
zatem (4.5). Wynika st¡d w szczególno±ci, »e J(vU) ∈ f−1

n′ (s′) dla dowolnego vU ∈ f−1
n (s), a wi¦c J

jest poprawnie okre±lone na wierzchoªkach kompleksu f−1
n (s). Z (4.5) wynika równie» przemienno±¢

diagramu (4.2) po obci¦ciu do wierzchoªków rozwa»anych kompleksów.

Niech teraz σ = [vUh1 , . . . , vUhl ] b¦dzie sympleksem w f−1
n (s). Wówczas mamy

⋂l
i=1 Uhi 6= ∅, a wi¦c rów-

nie»
⋂l
i=1 Uγhi = γ ·

⋂l
i=1 Uhi 6= ∅. Wynika st¡d, »e w f−1

n′ (s′) istnieje sympleks [J(vUh1 ), . . . , J(vUhl )].
Oznacza to, »e rozszerzaj¡c J w sposób a�niczny z wierzchoªków na sympleksy otrzymujemy po-
prawnie okre±lone odwzorowanie kompleksów. Przemienno±¢ diagramu (4.2) wynika w tej sytuacji ze
sprawdzonej ju» przemienno±ci dla wierzchoªków.

Poniewa» zamiana rolami sympleksów s i s′ oraz elementów gi z elementami g′i powoduje zamian¦
rolami elementów γ i γ−1, odwzorowanie J̃ : f−1

n′ (s′) → f−1
n (s) otrzymane w analogiczny sposób dla

takiej sytuacji musi by¢ odwrotne do J . Zatem J jest izomor�zmem.

Do sprawdzenia pozostaªa równo±¢ J(σ) = γ · σ dla dowolnego sympleksu σ w f−1
n (s). W tym celu

wybierzmy dowolny element h ∈ Vσ (tzn. b¦d¡cy wierzchoªkiem w gra�eGσ z de�nicji 4.2) i przyjmijmy
ϕ(h) = γh; element ten byª wcze±niej oznaczony przez h′. Wówczas z (4.4) oraz ju» sprawdzonych
wªasno±ci J wynika, »e

vUγh = vγ·Uh = J(vUh) jest wierzchoªkiem w J(σ), T (γh) = T (h).

Pierwszy z tych faktów oznacza, »e ϕ(h) istotnie nale»y do VJ(σ); drugi zapewnia, »e ϕ zachowuje
etykiety wierzchoªków w grafach. Zachowywanie etykiet kraw¦dzi wynika ªatwo z de�nicji ϕ. Pozostaje
wi¦c jedynie sprawdzenie, »e ϕ zadaje bijekcj¦ mi¦dzy Vσ a VJ(σ), co mo»na ªatwo uzasadni¢ zamieniaj¡c
rolami s, σ z s′, J(σ) i powtarzaj¡c powy»sze rozumowanie dla przeksztaªcenia odwrotnego J−1.

4.3 Dowód twierdzenia 4.1

Barycentryczno±¢ oraz wªasno±¢ rozdrabniania dla systemu (Kn, fn) wynika z twierdzenia 3.2; pozo-
staje sprawdzi¢ wªasno±¢ Markowa dla tego systemu. Prawdziwo±¢ warunku (ii) w de�nicji 1.9 wynika
wprost ze sposobu okre±lenia przeksztaªce« fn w tezie twierdzenia 3.2; warunek (i) jest z kolei wnio-
skiem z zaªo»enia (ii) w tre±ci tego twierdzenia. Pozostaje wi¦c zadba¢ o warunek (iii).

Typem, który przyporz¡dkowujemy sympleksom, jest typ T∆, okre±lony w de�nicji 4.3. Je±li sympleksy
s ∈ Ki, s′ ∈ Kj maj¡ równy typ, to z faktu 4.6 wynika, »e s′ = γ · s dla pewnego γ ∈ G. Wówczas,
stosuj¡c indukcyjnie lemat 4.10 otrzymujemy, »e dla ka»dego k ≥ 0 sympleksy w przeciwobrazie
(f j+kj )−1(s′) pokrywaj¡ si¦ dokªadnie z przesuni¦ciami o γ sympleksów w przeciwobrazie (f i+ki )−1(s),
a ponadto de�niuj¡c

ik(vU) = vγ·U dla k ≥ 0, vU ∈ (f i+ki )−1(s),

otrzymujemy poprawnie okre±lone izomor�zmy podkompleksów, zachowuj¡ce typy sympleksów, takie,
»e diagram w de�nicji 1.9 jest przemienny. To ko«czy dowód.
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4.4 Struktura kompaktu a metryka wizualna

W niniejszym podrozdziale zde�niujemy dla dowolnej grupy hiperbolicznej G now¡ metryk¦ na prze-
strzeni ∂G, opart¡ na systemie odwrotnym (Kn) rozwa»anym we wcze±niejszych podrozdziaªach.
Ze wzgl¦du na zwi¡zek tej metryki ze struktur¡ kompaktu Markowa na ∂G nazwiemy j¡ metryk¡
symplicjaln¡. Podobnie jak metryka wizualna (de�nicja 1.8), b¦dzie ona zale»na od dodatkowego pa-
rametru a > 1, przy czym� jak wyka»emy w twierdzeniu 4.17 � dla warto±ci a dostatecznie bliskich 1
metryki symplicjalna oraz wizualna z parametrem a s¡ bilipschitzowsko równowa»ne.

Aby zrozumie¢ faktyczn¡ wymow¦ tego wyniku, przytoczmy znane wªasno±ci rodziny metryk wizual-
nych na przestrzeni ∂G. De�nicja metryki wizualnej podana w [3] jest zale»na nie tylko od wyboru
parametru a, ale równie» od wyboru wyró»nionego elementu w grupie (w tej pracy jest nim zawsze e)
oraz zbioru jej generatorów. Wiadomo, »e metryki wizualne otrzymane dla ró»nych wyborów tych
parametrów nie musz¡ by¢ wzajemnie bilipschitzowsko równowa»ne, jednak musz¡ wyznacza¢ t¦ sam¡
struktur¦ quasi-konforemn¡ ([7, twierdzenia 2.18 i 3.2]). W tym kontek±cie twierdzenie 4.17 pokazuje,
»e ow¡ naturaln¡ struktur¦ quasi-konforemn¡ na ∂G mo»na okre±li¢ przy pomocy zbudowanej w roz-
dziaªach 3 i 4 struktury kompaktu Markowa. W ±wietle twierdzenia 5.18, które wyka»emy w nast¦p-
nym podrozdziale, daje to mo»liwo±¢ (po±redniego) sko«czonego opisu struktur quasi-konforemnych
na brzegach grup hiperbolicznych.

4.4.1 Metryka symplicjalna na ∂G

Przytoczmy de�nicj¦ metryki na kompleksach symplicjalnych, u»ywanej w twierdzeniu 1.13.2 w [6]
(na którym oparte jest twierdzenie 3.2). Dla dowolnego n ≥ 0 oznaczmy

ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn.

De�nicja 4.11. Niech K b¦dzie kompleksem symplicjalnym, maj¡cym n wierzchoªków. Niech m ≥ n
oraz f : K → Rm b¦dzie przeksztaªceniem a�nicznym przeprowadzaj¡cym ró»nowarto±ciowo wierz-
choªki k w punkty postaci ei (dla 1 ≤ i ≤ m). Okre±lamymetryk¦ l1 naK jako przeci¡gni¦cie metryki l1

przez f :
dK(x, y) = ‖f(x)− f(y)‖1 dla x, y ∈ K.

Uwaga 4.12. Metryka otrzymana za pomoc¡ de�nicji 4.11 nie zale»y od wyboru m oraz f , poniewa»
dowolne inne zanurzenie a�cznie f ′ : K → Rm′ musi by¢ (po obci¦ciu do K) zªo»eniem f z pew-
nym przeksztaªceniem liniowym permutuj¡cym wybrane wspóªrz¦dne w Rm oraz Rm′ i zachowuj¡cym
pozostaªe, za± takie przeksztaªcenia s¡ izometriami w normie ‖ · ‖1.

Uwaga 4.13. Poniewa» w de�nicji 4.11 mamy f(K) ⊆ {(xi) |xi ≥ 0 dla 1 ≤ i ≤ m,
∑m

i=1 xi = 1},
ªatwo wywnioskowa¢ st¡d, »e dowolny kompleks K ma w metryce l1 ±rednic¦ co najwy»ej 2.

De�nicja 4.14. Niech (Ki, fi)i≥0 b¦dzie systemem odwrotnym wielo±cianów. Dla dowolnego rzeczy-
wistego a > 1 okre±lamy metryk¦ dMa na granicy lim

←−
Ki wzorem

dMa
(
(xi)i≥0, (yi)i≥0

)
=
∞∑
i=0

a−i · dKi(xi, yi).

Uwaga 4.15. De�nicja 4.14 sprowadza si¦ w przypadku a = 2 do klasycznej metryki u»ywanej
w produktach przeliczalnych (i w szczególno±ci granicach systemów odwrotnych); w szczególno±ci
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znanym faktem jest zgodno±¢ metryki dM2 z naturaln¡ topologi¡ (tzn. obci¦t¡ produktow¡ Tichonowa)
w granicy odwrotnej. Fakt ten uzasadnia si¦ jednak równie ªatwo dla dowolnej innej warto±ci a > 1
(patrz np. [5, uwaga po twierdzeniu 4.2.2]).

De�nicja 4.16. Metryk¡ symplicjaln¡ dMa na brzegu grupy hiperbolicznej G (z parametrem a > 1)
nazywamy przeniesienie na ∂G metryki dMa na granicy odwrotnej systemu (Ki, fi)i≥0, otrzymanego
z twierdzenia 3.2 dla systemu pokry¢ (Sn) okre±lonego w rozdziale 3.3, przez homeomor�zm ϕ : X →
lim
←−

Ki otrzymany równie» z twierdzenia 3.2.

4.4.2 Bilipschitzowska równowa»no±¢ metryki symplicjalnej z wizualn¡

Twierdzenie 4.17. Niech G b¦dzie sko«czenie generowan¡ grup¡ hiperboliczn¡. Wówczas istnieje
staªa a1 > 1 (zale»na jedynie od G) taka, »e dla dowolnej warto±ci a ∈ (1, a1) metryka symplicjalna
na przestrzeni ∂G z parametrem a (okre±lona powy»ej) jest bilipschitzowsko równowa»na z metryk¡
wizualn¡ z tym samym parametrem a (opisan¡ w de�nicji 1.8).

Uwaga 4.18. Z de�nicji 1.8 wynika natychmiast, »e dla wykazania twierdzenia wystarczy sprawdzi¢
bilipschitzowsk¡ równowa»no±¢ okre±lonej tam funkcji odlegªo±ci d z metryk¡ symplicjaln¡.

Fakt 4.19. Je±li s1, s2 s¡ rozª¡cznymi sympleksami w kompleksie K, to dla dowolnych z1 ∈ S1, z2 ∈ S2

zachodzi dK(z1, z2) = 2.

Dowód. Niech f : K → Rm speªnia warunki de�nicji 4.11. Dla j = 1, 2 niech Aj oznacza zbiór takich
indeksów 1 ≤ i ≤ m, dla których ei = f(v) dla pewnego wierzchoªka v ∈ sj. Wówczas mamy:

f(sj) =
{

(xi) ∈ Rm
∣∣∣ xi ≥ 0 dla 1 ≤ i ≤ m, xi = 0 dla i ∈ Aj,

∑
i∈Aj

xi = 1
}
.

Jednak skoro f jest wªo»eniem, to zbiory A1, A2 s¡ rozª¡czne, a st¡d ªatwo wynika, »e dla dowolnych
pj ∈ f(sj) (dla j = 1, 2) zachodzi ‖p1 − p2‖1 = 2.

Lemat 4.20. Istniej¡ staªe D1, N4 (zale»ne jedynie od G) takie, »e je±li k, l ≥ 0, N > N4 oraz g, x ∈ G
oraz p, q ∈ ∂G speªniaj¡ warunki

|x| = k, |gx| = l, T bN(x) = T bN(gx), p ∈ span(x), d(p, q) ≤ a−(k+D1),

to w ∂G zachodzi

d(g · p, g · q) ≤ a−(l−k) · d(p, q).(4.6)

Uwaga 4.21. Je±li wyka»emy w ogólno±ci nierówno±¢ (4.6), to tym samym zapewnimy, »e mo»na j¡
wzmocni¢ do równo±ci. Jest tak, poniewa» je±li elementy g, x, p, q speªniaj¡ zaªo»enia lematu, to z jego
tezy wynika, »e zaªo»enia te speªniaj¡ równie» elementy g−1, gx, g · p, g · q, za± stosuj¡c lemat dla nich
otrzymujemy, »e d(p, q) ≤ a−(k−l) ·d(g ·p, g ·q), co zapewnia równo±¢ w (4.6). Nie uwzgl¦dniamy jednak
tego faktu w tre±ci lematu, poniewa» nie b¦dzie nam on potrzebny w dalszej cz¦±ci pracy.

Dowód lematu 4.20. Przyjmujemy

D1 = 13δ, N4 = N0 + 64δ,

gdzie N0 oznacza staª¡ z lematu 2.13.
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1. Niech γ oznacza pewn¡ geodezyjn¡ ª¡cz¡c¡ p z q, dla której odlegªo±¢ d(e, γ) jest maksymalna.
Zauwa»my, »e wówczas

d(e, γ) = − loga d(p, q) ≥ k + 13δ.

Poniewa» lewostronne przesuni¦cie o g jest izometri¡ w G, ci¡g g · γ zadaje obustronnie niesko«czon¡
geodezyjn¡, która z de�nicji ª¡czy punkty γ ·p, γ ·q w ∂G. Wobec tego dla uko«czenia dowodu wystarczy
ograniczy¢ z doªu odlegªo±¢ d(e, g · γ).

2. Niech α, β b¦d¡ dowolnymi geodezyjnymi ª¡cz¡cymi e odpowiednio z p i q; mo»emy przy tym
wymaga¢, aby α(k) = x. Oznaczmy te» y = β(k).

Poniewa» α, β, γ tworz¡ trójk¡t geodezyjny (o dwóch wierzchoªkach w niesko«czono±ci), ze stwierdze-
nia 1.3.2 w [3] wynika, »e istnieje element s ∈ β ∪ γ odlegªy o ≤ 12δ od x. Wówczas

∣∣|s| − k∣∣ ≤ 12δ,
sk¡d wynika w szczególno±ci, »e s /∈ γ, a wi¦c s ∈ β. W tej sytuacji mamy

d(x, y) ≤ d(x, s) + d(s, y) ≤ 12δ +
∣∣|s| − k∣∣ ≤ 24δ.

3. Dla dowolnego i ∈ Z wybierzmy teraz geodezyjn¡ ηi ª¡cz¡c¡ e z γ(i). Poniewa» γ(i) musi le»e¢
w odlegªo±ci≤ 12δ od pewnego elementu α lub β, stosuj¡c wniosek 2.2 dla geodezyjnej ηi i odpowiednio
α lub β otrzymujemy, »e punkt zi = η(k) le»y w odlegªo±ci ≤ 40δ odpowiednio od x lub y, a zatem
w ka»dym wypadku mamy

d(x, zi) ≤ 64δ.

4. W dalszym ci¡gu rozpatrujemy dowolne i ∈ Z. Skoro N > N4 oraz T bN(x) = T bN(gx), a tak»e
|x| = |zi| = k, to z faktów 2.14 oraz 3.12 otrzymujemy, »e

T bN0
(zi) = T bN0

(gzi), |gx| = |gzi| = l.

W takim razie zi i gzi maj¡ równe typy sto»kowe na mocy lematu 2.13, a zatem z γ(i) ∈ ziT
c(zi)

wynika gγ(i) ∈ gziT c(gzi), a st¡d

|gγ(i)| = |gzi|+ |z−1
i γ(i)| = |gzi|+ |γ(i)| − |zi| = |γ(i)|+ (l − k).

Bior¡c minimum po wszystkich i ∈ Z otrzymujemy, »e

d(e, g · γ) = d(e, γ) + (l − k),

sk¡d wynika, »e
d(g · p, g · q) ≤ d(p, q) · a−(l−k).

Fakt 4.22. Istnieje staªa D (zale»na jedynie od G) taka, »e dla dowolnego k ≥ 0 liczba Lebesgue'a
pokrycia Sk wynosi przynajmniej D · a−k.

Dowód. Niech N > N4 (gdzie N4 jest staª¡ z lematu 4.20) i niech M > 0 b¦dzie dobrane tak, by
dla ka»dego g ∈ G istniaªo h ∈ G takie, »e T bN(g) = T bN(h) oraz |h| < M . Przez Lj oznaczmy staª¡
Lebesgue'a dla pokrycia Sj dla j < M . Wyka»emy, »e tez¦ faktu speªnia liczba

D = a−D1 ·min
j<M

(ajLj),

gdzie D1 jest staª¡ z lematu 4.20.

Niech k ≥ 0 i B ⊂ ∂G b¦dzie niepustym podzbiorem o ±rednicy co najwy»ej D · a−k. Niech b¦dzie
dowolnym elementem B; wówczas x ∈ span(g) dla pewnego g ∈ G takiego, »e |g| = k. Z de�nicji
staªej M istnieje h ∈ G takie, »e

|h| < M, T bN(g) = T bN(h).
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Z lematu 4.20 otrzymujemy, »e

diam(γ ·B) ≤ D · a−k · a−(|h|−k) ≤ a−|h| ·min
j<M

(ajLj) ≤ L|h|,

co oznacza, »e istnieje h′ ∈ G takie, »e |h′| = |h| oraz γ ·B ⊆ Sh′ .

Zauwa»my teraz, »e z faktu 3.14, a nast¦pnie wªasno±ci (QI4a) wynika, »e

γ · x ∈ γ · span(g) ⊆ γ · Sg = Sh,

zatem γ · x jest punktem wspólnym Sh i Sh′ . W takim razie z (QI4b) otrzymujemy, »e

Sγ−1h′ = γ−1 · Sh′ ⊇ B.

Dowód twierdzenia 4.17. Niech n oznacza maksymalny wymiar sympleksu w systemie (Ki), za±
a0 � staª¡ z de�nicji 1.8. Przyjmujemy

a1 = min
(
a0,

n+1
n

)
.

Niech 1 < a < a1. Oznaczmy przez M ±rednic¦ ∂G wzgl¦dem metryki wizualnej (sko«czon¡ z po-
wodu zwarto±ci ∂G), za± przez C1 staª¡ okre±laj¡c¡ bilipschitzowsk¡ równowa»no±¢ mi¦dzy funkcj¡ d
i metryk¡ wizualn¡.

Niech p, q b¦d¡ dwoma ró»nymi elementami ∂G i niech k ≥ 0 b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡,
dla której d(p, q) > a−k. Zauwa»my najpierw, »e dla k > 0 mamy d(p, q) ≤ a−(k−1), za± w przeciwnym
razie d(p, q) ≤MC1 ≤MC1 · a−(k−1), zatem w ogólno±ci

d(p, q) ≤M ′ · a−(k−1), gdzie M ′ = max(MC1, 1).(4.7)

Najpierw oszacujemy dMa (p, q) z góry. Niech l b¦dzie najwi¦ksz¡ liczb¡ caªkowit¡ nieprzekraczaj¡c¡
k − logaD. Rozpatrujemy dwa przypadki:

• Je±li l < 0, to zachodzi k < logaD, a st¡d na mocy uwagi 4.13

dMa (p, q) =
∞∑
t=0

a−t · dKt
(
πt(p), πt(q)

)
≤

∞∑
t=0

a−t · 2 ≤ 2a

a− 1
≤ 2a

(a− 1)MC1

· d(p, q).

• Je±li l ≥ 0, to na mocy faktu 4.22 istnieje U ∈ Sl zawieraj¡ce oba punkty p, q. Wówczas
w kompleksie Kl punkty πl(p) i πl(q) musz¡ le»e¢ w pewnych (by¢ mo»e ró»nych) sympleksach
zawieraj¡cych wierzchoªek vU , co na mocy uwagi 4.13 oznacza, »e

dKl
(
πl(p), vU

)
≤ 2, dKl

(
πl(q), vU

)
≤ 2.

W tej sytuacji z warunku (3.1) (który mo»emy wykorzysta¢, poniewa» u»ywamy tych samych
metryk w kompleksach Ki, co dowód twierdzenia 1.13.2 w [6]) otrzymujemy:

dKt
(
πt(p), πt(q)

)
≤ 2 · 2 ·

(
n
n+1

)l−t
dla 0 ≤ t ≤ l.

Wówczas z ograniczenia diamKt ≤ 2 dla t ≥ 0 (wynikaj¡cego z uwagi 4.13) oraz nierówno±ci
an
n+1

< 1 otrzymujemy:

dMa (p, q) =
∞∑
t=0

a−t · dKt
(
πt(p), πt(q)

)
≤

l∑
t=0

a−t · 4 ·
(

n
n+1

)l−t
+

∞∑
t=l+1

a−t · 2 ≤

≤ 4a−l ·
l∑

t=0

(
an
n+1

)l−t
+ 2 ·

∞∑
t=l+1

a−t ≤ C2 · a−l ≤ (C2Da) · a−k ≤ (C2Da) · d(p, q),

gdzie C2 jest pewn¡ staª¡ zale»n¡ jedynie od a oraz n (a wi¦c niezale»n¡ od p, q).
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Nierówno±¢ w drug¡ stron¦ otrzymamy przy u»yciu faktu 3.16. Niech C oznacza staª¡ z tego faktu, i
niech l′ b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ caªkowit¡ wi¦ksz¡ ni» k + loga(3C). Wówczas fakt 3.16 zapewnia,
»e dla dowolnych t ≥ l′ oraz U ∈ St zachodzi

diamd U ≤ 3C · a−t ≤ a−k < d(p, q),

zatem punkty p, q nie mog¡ naraz nale»e¢ do »adnego elementu pokrycia St. Wówczas z opisu prze-
ksztaªcenia πt (podanego w tre±ci twierdzenia 3.2) wynika, »e punkty πt(p), πt(q) le»¡ w pewnych
dwóch rozª¡cznych sympleksach w kompleksie Kt, sk¡d na mocy faktu 4.19 wynika, »e ich odlegªo±¢
wynosi 2. W takim razie korzystaj¡c z (4.7) mamy:

dMa (p, q) =
∞∑
t=0

a−t · dKt
(
πt(p), πt(q)

)
≥

∞∑
t=l′

a−t · 2 ≥ 2a−l
′ · a

a− 1
≥ 2

3C(a−1)
· a−k ≥ 2

3CM ′a(a−1)
· d(p, q).

To ko«czy dowód na mocy uwagi 4.18.
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Rozdziaª 5

Wzmocnione typy

W tym rozdziale zajmujemy si¦ zbudowaniem nowych funkcji typu w grupie G (b¡d¹ w otrzyma-
nym dla niej w rozdziale 3 systemie odwrotnym (Kn)) � tzn. przyporz¡dkowa« elementom G (b¡d¹
sympleksom w Kn) warto±ci typu, wybranej z pewnego sko«czonego zbioru � w sposób speªniaj¡cy
warunki regularno±ci, potrzebne w niektórych dowodach w dalszych rozdziaªach.

Podstawowym interesuj¡cym nas warunkiem jest tutaj ró»nie rozumiany �determinizm dzieci¦cy�: typ
elementu (sympleksu) powinien wyznacza¢ typy jego �dzieci� w sposób analogiczny do wªasno±ci typu
kulowego T bN opisanych w lemacie 2.15. Najwa»niejszym usprawnieniem dokonanym w tym rozdziale
jest konstrukcja typu (który nazwiemy B-typem i oznaczymy TB), który oprócz owego determinizmu
cechuje si¦ zwracaniem ró»nych warto±ci dla dowolnej pary r-towarzyszy w grupie G (de�nicja 3.11)
przy pewnej ustalonej warto±ci r. (Dla celów tej pracy przyjmiemy r = 16δ). Wªasno±¢ ta oka»e si¦
kluczowa w trzech w¡tkach dalszej cz¦±ci pracy:

• W rozdziale 5.4 poka»emy, »e umieszczaj¡c typ TB w±ród danych wej±ciowych dla twierdzenia 4.1,
mo»emy zapewni¢, »e otrzymany kompakt Markowa jest wªa±ciwy (de�nicja 1.13), co zapewni
jego sko«czon¡ opisywalno±¢ (uwaga 1.14);

• W rozdziale 6 na wªasno±ci rozró»niania towarzyszy dla typu TB oprzemy przedstawienie brze-
gu ∂G jako przestrzeni semi-markowowskiej (de�nicja 6.5);

• W rozdziale 7 wªasno±¢ ta umo»liwi �quasi-G-niezmiennicz¡ kontrol¦ wymiaru� sympleksów
w systemie (Kn).

Warto tu od razu zaznaczy¢, »e wªasno±¢ t¦ znacznie ªatwiej zapewni¢ w przypadku grup beztorsyjnych
(patrz wst¦p do rozdziaªu 5.3).

Naturalnym przedªu»eniem tematyki tego rozdziaªu b¦dzie te» rozdziaª 6.4, w którym na podstawie
B-typu okre±limy C-typ sªu»¡cy bezpo±rednio za podstaw¦ przedstawienia semi-markowowskiego ∂G.
Jego omówienie umieszczamy w rozdziale 6, poniewa» tylko tam zostanie wykorzystane; dzi¦ki temu
b¦dziemy te» mogli (w rozdziale 6.3) umotywowa¢ de�nicj¦ typu TC poprzez opisanie po»¡danych
wªasno±ci jej wyniku.

Zaªo»enia techniczne

W rozdziaªach 5�7 zakªadamy, »e N i L s¡ ustalonymi i odpowiednio du»ymi staªymi; konkretne ogra-
niczenia dolne dobierzemy w miar¦ dowodzenia kolejnych faktów. (Konkretniej, ostatecznie zaªo»ymy,
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»e N speªnia zaªo»enia wniosku 5.4 oraz lematu 5.17, za± L ≥ max(N + 4δ, 14δ) speªnia zaªo»enia fak-
tu 5.11; niektóre z tych ogranicze« wykorzystamy dopiero w rozdziale 7). Zauwa»my od razu, »e przy
takim doborze zaªo»e« lemat 2.15 zapewnia, »e typ T bN(x) wyznacza typy T bN potomków x o dªugo±ci
≥ |x|+ L.

Konstruowane przez nas b¦d¡ � podobnie jak typ kulowy T b � zale»ne od warto±ci parametru N ,
który jednak (w ±wietle powy»szych ustale«) dla uproszczenia pominiemy w notacji.

Zakªadamy równie», »e wybrany przez nas zbiór S generatorów grupy G jest zamkni¦ty na branie
odwrotno±ci, i ustalamy pewne uporz¡dkowanie elementów S w ci¡g s1, . . . , sQ. (Zostanie to wykorzy-
stane w rozdziale 5.1).

5.1 Przodkowie priorytetowi

De�nicja 5.1. Niech x, y ∈ G. Powiemy, »e y jest potomkiem x, je±li |y| = |x|+d(x, y). (Równowa»nie:
je±li y ∈ xT c(x)). W tej sytuacji powiemy, »e x jest przodkiem y.

Je±li dodatkowo d(x, y) = 1, powiemy, »e y jest dzieckiem x, za± x rodzicem y.

De�nicja 5.2. Rodzicem priorytetowym (albo p-rodzicem) elementu y ∈ G \ {e} nazwiemy takie
x ∈ G, »e x jest rodzicem y oraz x = ysi dla najmniejszego mo»liwego i. Rodzica priorytetowego y
oznaczymy symbolem y↑. Element g′ ∈ G nazwiemy dzieckiem priorytetowym (albo p-dzieckiem) g,
je±li g jest jego p-rodzicem.

Zauwa»my, »e dany element G \ {e} ma dokªadnie jednego p-rodzica, ale mo»e mie¢ wiele p-dzieci.

Relacj¦ p-przodka (odp. p-potomka) de�niujemy jako domkni¦cie zwrotno-przechodnie relacji p-rodzica
(odp. p-dziecka); w szczególno±ci dla dowolnego g ∈ G oraz k ≤ |g| element g ma dokªadnie jednego
p-przodka g′ takiego, »e |g′| = |g| − k, którego oznaczymy przez g↑k.

Niech N0 oznacza staª¡ pochodz¡c¡ z lematu 2.13.

Fakt 5.3. Niech x, y, s ∈ G speªniaj¡ T bN0+2(x) = T bN0+2(y) oraz |s| = 1. Wówczas (xs)↑ = x wtedy
i tylko wtedy, gdy (ys)↑ = y.

Dowód. Poniewa» zbiór S jest zamkni¦ty na odwracanie, mamy s = s−1
i dla pewnego i. Zaªó»my, »e

(xs−1
i )↑ = x, ale (ys−1

i )↑ = z 6= y. Wówczas z = ys−1
i sj dla pewnego j < i. Zauwa»my, »e d(y, z) ≤ 2.

Okre±lmy z′ = xs−1
i sj; wówczas na mocy faktu 2.14 i nast¦pnie lematu 2.13 mamy

T bN0
(z′) = T bN0

(z), sj ∈ T c(z) = T c(z′).

Oznacza to, »e element xs−1
i = z′s−1

j jest dzieckiem z′, a skoro j < i, nie mo»e by¢ p-dzieckiem x.

Wniosek 5.4. Niech N ≥ N5 := 2N0 + 8δ + 2. Wówczas je±li x, y ∈ G speªniaj¡ T bN(x) = T bN(y), to
lewostronne przesuni¦cie o element γ = yx−1 zadaje bijekcj¦ mi¦dzy p-potomkami x a p-potomkami y.

Dowód. Niech z b¦dzie p-potomkiem x; chcemy wykaza¢, »e γz jest p-potomkiem y. Wyka»emy to
przez indukcj¦ ze wzgl¦du na ró»nic¦ |z| − |x|.
Je±li |z| = |x|, teza jest oczywista. Zaªó»my wi¦c, »e |z| > |x| i oznaczmy w = z↑; wówczas w
jest p-potomkiem x, dla którego mo»emy zastosowa¢ zaªo»enie indukcyjne, otrzymuj¡c, »e γw jest
p-potomkiem y. Dla uko«czenia dowodu wystarczy wykaza¢, »e

T bN0+2(w) = T bN0+2(γw),(5.1)
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poniewa» wówczas z faktu 5.3 wyniknie, »e γz jest p-dzieckiem γw, a wi¦c równie» p-potomkiem y.
W tym celu rozwa»amy dwa przypadki:

• Je±li d(z, x) ≤ N − (N0 + 2), (5.1) wynika z równo±ci T bN(x) = T bN(y) oraz faktu 2.14.

• Je±li |z| − |x| ≥ N0 + 4δ + 2, (5.1) wynika (wobec równo±ci T bN(x) = T bN(y) oraz nierówno±ci
N ≥ N0 + 8δ) z lematu 2.15.

Poniewa» d(z, x) = |z| − |x| (jako »e z jest potomkiem x) oraz N ≥ 2N0 + 4δ + 2, co najmniej jeden
z przypadków musi wyst¡pi¢, co ko«czy dowód.

5.2 Typ TA

Niech T bN oznacza zbiór warto±ci typu T bN . Zanim przyst¡pimy do bardziej systemowego wzmacniania
typów, zde�niujmy w G Z-typ TZ tak, by:

• TZ byª zgodny z T bN dla wszystkich elementów g ∈ G o dªugo±ci ≥ L;

• TZ przyporz¡dkowywaª elementom o dªugo±ci < L parami ró»ne abstrakcyjne warto±ci, niewy-
st¦puj¡ce w T bN .

Zauwa»my, »e tak okre±lone wzmocnienie zachowuje wi¦kszo±¢ wªasno±ci typu T bN , w szczególno±ci te
opisane w lemacie 2.15 oraz wniosku 5.4.

Uwaga 5.5. Typ TZ zale»y od warto±ci N , jednak dla uproszczenia notacji pomijamy w niej ten
indeks uznaj¡c, »e N jest ustalone. Nie jeste±my jeszcze gotowi przedstawi¢ dokªadnego ogranicznego
dolnego na jego wybór. Nast¡pi to dopiero w lemacie 5.17.

Niech T Z oznacza zbiór mo»liwych warto±ci typu TZ . Dla dowolnego τ ∈ T Z wybierzmy pewnego
reprezentanta gτ ∈ G tego typu. Dla wygody oznaczamy przez γg lewostronne przesuni¦cie mi¦dzy
elementem g a wybranym reprezentantem jego typu:

γg = gTZ(g) g
−1 dla g ∈ G.

Przypomnijmy, »e na mocy wniosku 5.4 lewostronne przesuni¦cie o γg zadaje bijekcj¦ mi¦dzy p-
potomkami g oraz p-potomkami gTZ(g), a wi¦c równie» bijekcj¦ mi¦dzy p-wnukami tych elementów.

Dla dowolnego τ ∈ T ustalmy w dowolny sposób numeracj¦ wszystkich p-wnuków elementu gτ .

De�nicja 5.6. Numerem potomnym elementu g ∈ G (ozn. ng) nazwiemy dla |g| ≥ L numer nadany
elementowi γg ⇑ · g jako p-wnukowi gTZ(g ⇑). Je±li |g| < L, przyjmujemy ng = 0.

De�nicja 5.7. De�niujemy A-typ elementu g ∈ G jako par¦ TA(g) = (TZ(g), ng).

Zauwa»my, »e zbiór T A mo»liwych A-typów jest sko«czony, poniewa» liczba p-wnuków g zale»y wy-
ª¡cznie od TZ(g).

Fakt 5.8. Dla dowolnych dwóch ró»nych elementów g, g′ ∈ G o równej dªugo±ci istnieje k ≥ 0 takie,
»e g ⇑k i g′ ⇑k istniej¡ i maj¡ ró»ne A-typy.
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Dowód. Niech n = |g| = |g′| i niech k ≥ 0 b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡, dla której g ⇑k 6= g′ ⇑k. Je±li
n− kL < L, to z de�nicji g ⇑k, g′ ⇑k maj¡ ró»ne Z-typy. W przeciwnym razie mamy g ⇑k+1 = g′ ⇑k+1, co
oznacza, »e g ⇑k i g′ ⇑k maj¡ ró»ne numery potomne.

Fakt 5.9. Je±li g, h ∈ G maj¡ równe Z-typy, to lewostronne przesuni¦cie o γ = hg−1 przeprowadza
p-wnuków g na p-wnuków h z zachowaniem ich A-typów.

Dowód. Oznaczmy τ = TZ(g) = TZ(h). Niech g′ b¦dzie p-wnukiem g; wówczas γg′ jest p-wnukiem h na
mocy wniosku 5.4. Ponadto z lematu 2.15 wynika, »e g′ i γg′ maj¡ równe typy kulowe T bN , a poniewa»
oba maj¡ dªugo±¢ ≥ L, wynika st¡d równo±¢ ich Z-typów. Maj¡ równie» równe numery potomne,
poniewa»

γ(γg′)⇑ γg
′ = gτ h

−1 γ g′ = gτ g
−1 g′ = γg′ ⇑ g

′.

5.3 Kuzyni i typ TB

Celem tego podrozdziaªu jest wzmocnienie funkcji typu tak, aby zwracaªa ró»ne warto±ci dla dowolnej
pary bliskich elementów w G maj¡cych równ¡ dªugo±¢. Dla grupy beztorsyjnej nie byªoby takiej
potrzeby, poniewa» po»¡dan¡ wªasno±¢ miaªby ju» typ kulowy T bN (na mocy faktu 2.16). Gªówna idea
polega na zapami¦taniu w typie danego elementu g ∈ Gn kluczowej ró»nicy genealogicznej mi¦dzy
g a jego kuzynami (tj. pobliskimi mu elementami g′ ∈ Gn � patrz de�nicja 5.10), a konkretniej �
A-typów ich p-przodków w najdawniejszym pokoleniu, w którym owi p-przodkowie byli ró»ni. Okazuje
si¦ jednak, »e w celu zachowania po»¡danych wªasno±ci regularno±ci musimy pami¦ta¢ nie tylko dane
odró»niaj¡ce g od jego kuzynów, ale równie» te odró»niaj¡ce kuzynów mi¦dzy sob¡.

Oznaczmy

Tor =
{
g ∈ G

∣∣ |g| ≤ 16δ, g jest torsyjny
}
,

R = max
({
|gn|

∣∣ g ∈ Tor, n ∈ Z
}
∪ {16δ}

)
.

(5.2)

Z nierówno±ci |Tor| <∞ wynika, »e zachodzi R <∞.

De�nicja 5.10. Elementy g, g′ ∈ G nazwiemy kuzynami, je±li |g| = |g′| oraz d(g, g′) ≤ R. Zbiór
kuzynów g oznaczymy przez Cg. (Jest to dokªadnie zbiór gPR(g) wg oznacze« z rozdziaªu 3.3).

Zauwa»my, »e je±li g, h ∈ G s¡ s¡siadami (wg de�nicji 6.11), to s¡ te» kuzynami.

Fakt 5.11. Je±li L ≥ R
2

+ 4δ, to dla dowolnych kuzynów g, g′ ∈ G ich p-dziadkowie s¡ s¡siadami
(a wi¦c równie» kuzynami).

Dowód. Jest to natychmiastowy wniosek z faktu 2.1.

Dla g ∈ G dªugo±ci n oraz dowolnych ró»nych g′, g′′ ∈ Cg niech kg′,g′′ b¦dzie najmniejsz¡ warto±ci¡ k ≥
0, dla której g′ ⇑k i g′′ ⇑k maj¡ ró»ne A-typy (co jest poprawn¡ de�nicj¡ na mocy faktu 5.8). Niech ci¡g
k(g) = (k

(g)
i )

Mg

i=1 powstaje przez uporz¡dkowanie malej¡co elementów zbioru {kg′,g′′ | g′, g′′ ∈ Cg} ∪ {0}.

De�nicja 5.12. B-typem elementu g nazywamy zbiór

TB(g) =
{(
g−1g′, Wg, g′

) ∣∣∣ g′ ∈ Cg}, gdzie Wg, g′ =
(
TA
(
g′
⇑k(g)i

))Mg

i=1
.

(Przypominamy, »e w notacji ukrywamy zale»no±¢ typów od ustalonego parametru N , który zostanie
dobrany w lemacie 5.17).
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Uwaga 5.13. Poniewa» g jest wªasnym kuzynem, za± 0 jest ostatni¡ warto±ci¡ w ci¡gu (k
(g)
i ),

zbiór TB(g) zawiera w szczególno±ci par¦ postaci
(
e, (. . . , TA(g))

)
, a wi¦c B-typ wyznacza A-typ.

Uwaga 5.14. Dla dowolnych ró»nych g′, g′′ ∈ Cg niech i(g)g′,g′′ oznacza indeks warto±ci kg′,g′′ w ci¡gu k(g).
Wówczas z de�nicji wynika, »e indeks ten zale»y jedynie od ci¡gów Wg,g′ i Wg,g′′ , a dokªadniej jest
równy najwi¦kszemu i, dla którego i-te wspóªrz¦dne tych ci¡gów s¡ ró»ne. (Przy okazji widzimy te»,
»e ci¡gi Wg,g′ , Wg,g′′ musz¡ by¢ ró»ne). Fakt ten wykorzystamy w dowodach lematów 5.16 i 5.17.

Fakt 5.15. Istnieje sko«czenie wiele mo»liwych B-typów w G.

Dowód. Sko«czono±¢ A-typu wynika z jego de�nicji. Je±li g′ ∈ Cg, to element g−1g′ nale»y do ku-
li B(e, R) w G, której rozmiar jest sko«czony i niezale»ny od g. Z ograniczenia liczby kuzynów g

wynika zarazem ograniczenie dªugo±ci ci¡gu (k
(g)
i ), co zapewnia sko«czono±¢ wyboru ci¡gówWg,g′ .

Lemat 5.16. Niech g1, h1 ∈ G maj¡ równe B-typy oraz γ = h1g
−1
1 . Wówczas lewostronne przesuni¦cie

o γ przeprowadza p-wnuki g1 na p-wnuki h1 z zachowaniem ich B-typu.

Dowód. 1. Niech g2 b¦dzie p-wnukiem g1 oraz h2 = γg2. Wówczas h1 = h⇑2 na mocy uwagi 5.13
oraz faktu 5.9; pozostaje sprawdzi¢, »e TB(g2) = TB(h2). Poniewa» lewostronne mno»enie przez γ
w oczywisty sposób zadaje bijekcj¦ mi¦dzy kuzynami g2 i kuzynami h2, wystarczy pokaza¢, »e dla
ka»dego g′2 ∈ Cg2 zachodzi

Wg2, g′2
= Wh2, h′2

, gdzie h′2 = γg′2.(5.3)

2. Niech g′2, h
′
2 b¦d¡ jak powy»ej. Oznaczmy g′1 = g′2

⇑; na mocy faktu 5.11 g′1 jest kuzynem g1.
Wówczas element h′1 = γg′1 jest kuzynem h1, za± z równo±ci TB(g1) = TB(h1) oraz g−1

1 g′1 = h−1
1 h′1

wynika, »e

Wg1, g′1
= Wh1, h′1

.(5.4)

Poniewa» 0 jest ostatnim elementem zarówno w ci¡gu (k
(g1)
i ), jak te» w (k

(h1)
i ), wynika st¡d w szcze-

gólno±ci, »e TA(g′1) = TA(h′1). Z faktu 5.9 otrzymujemy:

h′1 = h′ ⇑2 , TA(g′2) = TA(h′2).(5.5)

3. Dla dowolnie wybranych g′2, g
′′
2 ∈ Cg2 przyjmijmy oznaczenia:

h′2 = γ g′2, h′′2 = γ g′′2 , τ ′ = TA(g′2) = TA(h′2), τ ′′ = TA(g′′2) = TA(h′′2).

Ponadto oznaczmy przez g′1, g
′′
1 , h

′
1, h
′′
1 odpowiednio p-dziadków g′2, g

′′
2 , h

′
2, h
′′
2. Wówczas z de�nicji:

kg′2,g′′2 =

{
kg′1,g′′1 + 1, gdy τ ′ = τ ′′,

0, gdy τ ′ 6= τ ′′
oraz kh′2,h′′2 =

{
kh′1,h′′1 + 1, gdy τ ′ = τ ′′,

0, gdy τ ′ 6= τ ′′.
(5.6)

Wynika st¡d, »e ci¡gi (k
(g2)
j ) oraz (k

(h2)
j ) powstaj¡ odpowiednio z (k

(g1)
i ) oraz (k

(h1)
i ) poprzez wy-

kre±lenie niektórych elementów, powi¦kszenie pozostaªych o 1, oraz dopisanie na ko«cu warto±ci 0.
Wobec tego dla dowolnego g′2 ∈ Cg2 ci¡gi Wg2,g′2

i Wh2,h′2
powstaj¡ poprzez wykre±lenie elementów

o odpowiadaj¡cych indeksach odpowiednio z Wg1,g′1
i Wh1,h′1

oraz dopisanie na ko«cu warto±ci TA(g′2)

i odpowiednio TA(h′2), które s¡ identyczne na mocy (5.5). (Powi¦kszanie warto±ci w ci¡gu (k
(g2)
j ) o 1

tªumaczy si¦ na brak zmian warto±ci w ci¡gu Wg2,g′2
ze wzgl¦du na to»samo±¢ g′ ⇑k+1

2 = g′ ⇑k1 ).
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W takim razie dla uko«czenia dowodu (tj. wykazania (5.3)) wystarczy wobec (5.4) sprawdzi¢, »e
z ci¡gów (k

(g1)
i ) oraz (k

(h1)
i ) wykre±lane s¡ elementy o tych samych indeksach.

4. Z (5.6) wynika, »e warto±¢ k(g1)
i + 1 pojawia si¦ w ci¡gu (k

(g2)
j ) wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡

g′2, g
′′
2 ∈ Cg2 takie, »e (u»ywaj¡c oznacze« z poprzedniego punktu):

TA(g′2) = TA(g′′2), i = i
(g1)

g′1,g
′′
1
.(5.7)

Wówczas jednak z uwagi 5.14 oraz równo±ci (5.4) zastosowanej dla par (g′1, h
′
1) i (g′′1 , h

′′
1) wnioskujemy,

»e i(h1)

h′1,h
′′
1

= i
(g1)

g′1,g
′′
1

= i, za± z (5.7) i (5.5) mamy TA(h′2) = TA(h′′2), zatem analogicznie dostajemy wyni-

kanie, »e warto±¢ k(h1)
i + 1 pojawia si¦ w ci¡gu (k

(h2)
j ). Analogicznie dowodzimy implikacji przeciwnej:

je±li k(h1)
i + 1 pojawia si¦ w (k

(h2)
j ), to k(g1)

i + 1 musi wyst¡pi¢ w (k
(g2)
j ).

Otrzymana równowa»no±¢ ko«czy dowód.

Lemat 5.17. Je±li N jest dostatecznie du»e, to dla dowolnych g, h ∈ Gn speªniaj¡cych d(g, h) ≤ 16δ
z równo±ci TB(g) = TB(h) wynika równo±¢ g = h.

Dowód. Przypu±¢my, »e g 6= h, ale TB(g) = TB(h). Wówczas na mocy uwagi 5.13 TA(g) = TA(h),
a st¡d T bN(g) = T bN(h). Oznaczmy γ = g−1h i zaªó»my, »e parametr N jest wi¦kszy ni» staªa Nr

otrzymana w fakcie 2.16 dla r = 16δ. Wówczas z faktu tego wynika, »e γ jest elementem torsyjnym,
czyli (u»ywaj¡c oznacze« (5.2)) γ ∈ Tor, a wi¦c |γi| ≤ R dla wszystkich i ∈ Z. Wobec tego zbiór
A = {gγi | i ∈ Z} ma ±rednic¦ nie wi¦ksz¡ ni» od R, zatem dowolne dwa jego elementy s¡ kuzynami.
Przy tym A zawiera g i h.

Wynika st¡d, »e elementy zbioru K = {kg′,g′′ | g′, g′′ ∈ A, g′ 6= g′′} wyst¦puj¡ zarówno w ci¡gu k(g),
jak i w k(h); co wi¦cej, z uwagi 5.14 wynika, »e w ci¡gu k(g) wyst¦puj¡ one dokªadnie na indeksach
ze zbioru

I1 =
{

max
{
j
∣∣ (W )j 6= (W ′)j

} ∣∣∣ (γi,W ), (γi
′
,W ′) ∈ TB(g), i, i′ ∈ Z, γi 6= γi

′
}
,

gdzie przez (W )j oznaczyli±my j-ty element ci¡gu W . Podobnie, elementy zbioru K wyst¦puj¡ w ci¡-
gu k(h) dokªadnie na indeksach ze zbioru I2, zde�niowanego analogicznie: wystarczy zast¡pi¢ jedyne
wyst¡pienie g przez h. Jednak z zaªo»enia TB(g) = TB(h), a wi¦c musi zachodzi¢ I1 = I2.

Rozwa»my teraz par¦ (γ,Wg,h) wyst¦puj¡c¡ w TB(g); z równo±ci TB(g) = TB(h) wynika, »e

(γ,Wg,h) = (h−1h′,Wh,h′) dla pewnego h′ ∈ Ch.

Poniewa» zbiory indeksów I1, I2 s¡ równe, z równo±ci Wg,h = Wh,h′ wynika w szczególno±ci, »e

TA(h⇑k) = TA(h′
⇑k

) dla ka»dego k ∈ K.

Jednak z h−1h′ = γ wynika, »e h′ ∈ A \ {h}, a wi¦c kh,h′ ∈ K, co przeczy powy»szej równo±ci.

5.4 Wzmocnienie typów w kompaktach Markowa

Twierdzenie 5.18. Niech (Un) b¦dzie quasi-G-niezmienniczym systemem pokry¢ przestrzeni X, w któ-
rym funkcja typu jest mocniejsza od typu TB, za± staªa s¡siedztwa D nie przekracza 16δ. Niech (Kn, fn)
b¦dzie systemem odwrotnym otrzymanym z zastosowania twierdzenia 4.1 dla systemu (Un). Wówczas
typy sympleksów w systemie (Kn, fn) mo»na wzmocni¢ tak, aby speªniaª on równocze±nie warunki z de-
�nicji 1.9 i 1.13. W szczególno±ci, X jest wówczas wªa±ciwym, barycentrycznym kompaktem Markowa
z wªasno±ci¡ rozdrabniania.
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Organizacja dowodu. Rozpatrujemy system odwrotny (Kn, fn) wraz z nowym typem sympleksów
T∆+A, okre±lonym w de�nicji 5.24. Wówczas fakty 5.25 i 5.26 zapewniaj¡, »e system ten speªnia
warunki odpowiednio z de�nicji 1.9 i 1.13. Poniewa» sam system nie ulegª zmianie (zmienia si¦ jedy-
nie funkcja typu), wªasno±ci rozdrabniania oraz barycentryczno±ci wynikaj¡ce (przy funkcji typu T∆)
z twierdzenia 4.1 zachowuj¡ si¦.

Niech T oznacza funkcj¦ typu w systemie (Un), za± T∆ � odpowiadaj¡c¡ jej funkcj¦ typu sympleksu
w systemie (Kn), okre±lon¡ w rozdziale 4.1.

Fakt 5.19. Dla dowolnego sympleksu s ∈ Kn wszystkie podsympleksy s′ ⊆ s maj¡ parami ró»ne
typy T∆.

Dowód. Niech v = vUx , v
′ = vUx′ b¦d¡ ró»nymi wierzchoªkami poª¡czonymi kraw¦dzi¡ wKn. Wówczas,

korzystaj¡c kolejno z de�nicji kompleksu Kn, wªasno±ci (QI2) oraz lematu 5.17, mamy:

Ux ∩ Ux′ 6= ∅ ⇒ d(x, x′) ≤ D ≤ 16δ ⇒ TB(x) 6= TB(x′) ⇒ T (x) 6= T (x′).(5.8)

Przypomnijmy teraz, »e na mocy de�nicji 4.3 dla dowolnego s = [v1, . . . , vk] ∈ Kn typ T∆(s) wyznacza
w szczególno±ci zbiór etykiet w gra�e Gs (okre±lonym w de�nicji 4.2), który mo»na opisa¢ wzorem

As =
{
T (x)

∣∣ x ∈ G, |x| = n, vUx = vi dla pewnego 1 ≤ i ≤ k
}

Jednak z (5.8) wynika, »e je±li dwa sympleksy s′, s′′ ⊆ s ró»ni¡ si¦ tym, »e pewien wierzchoªek vUx
nale»y jedynie do s′, to warto±¢ T (x) nale»y do As′ \ As′′ , co dowodzi, »e T∆(s′) 6= T∆(s′′).

Fakt 5.20. Niech s ∈ Kn, s
′ ∈ Kn′ maj¡ równe typy. Wówczas istnieje jedyny element γ ∈ G taki, »e

s′ = γ · s.

Uwaga 5.21. Teza faktu jest mocniejsza ni» wyniki uzyskane w rozdziale 4.1 ze wzgl¦du na dodatkowe
zaªo»enie, »e funkcja typu T jest mocniejsza ni» TB.

Dowód faktu 5.20. Na mocy faktu 4.6 szukany element γ istnieje; pozostaje sprawdzi¢ jedyno±¢. Niech
s′ = γ · s = γ′ · s; wówczas z faktu 4.5 mamy s = (γ−1γ′) · s. Na mocy de�nicji 4.4 oznacza to, »e je±li
vUx jest wierzchoªkiem w s, to okre±laj¡c x′ = γ−1γ′x mamy T (x′) = T (x), a ponadto vUx′ równie» jest
wierzchoªkiem w s. Wówczas powtarzaj¡c argumentacj¦ (5.8) otrzymujemy, »e musi zachodzi¢ x = x′,
a wi¦c γ = γ′.

Przeprowadzimy teraz wzmocnienie typu T∆, stanowi¡ce do±¢ blisk¡ analogi¦ de�nicji typu TA dla
sympleksów. (Ró»nice pojawi¡ si¦ w dowodach, a tak»e w de�nicji 5.24).

De�nicja 5.22 (por. de�nicja 5.2). Rodzicem priorytetowym sympleksu s ∈ Kn dla n > 0 nazwiemy
minimalny sympleks w Kn−1 zawieraj¡cy fn(s), który oznaczymy symbolem s↑. Sympleks s nazwiemy
dzieckiem priorytetowym sympleksu s′, je±li s′ = s↑.

Fakt 5.23 (por. fakt 5.3, a tak»e fakt 4.6). Niech s ∈ Kn, s
′ ∈ Kn′ oraz γ ∈ G b¦d¡ takie, »e s′ = γ · s

(w sensie de�nicji 4.4). Wówczas przesuni¦cie o γ zadaje bijekcj¦ mi¦dzy dzie¢mi priorytetowymi s
a dzie¢mi priorytetowymi s′.

Dowód. Jest to ªatwy wniosek z lematu 4.10 (oraz faktu 4.5). Lemat zapewnia, »e przesuni¦cie o γ
przeprowadza sympleksy zawarte w f−1

n (s) na sympleksy zawarte w f−1
n′ (s′). Co wiecej, je±li σ ⊆ s

oraz γ ·σ nie jest dzieckiem priorytetowym s′, to mamy γ ·σ ⊆ f−1
n′ (s′′) dla pewnego s′′ ( s′ i wówczas

σ ⊆ f−1
n (γ−1 · s′′), co oznacza, »e σ nie jest dzieckiem priorytetowym s. Rozumowania w przeciwn¡

stron¦ przebiegaj¡ analogicznie, poniewa» s = γ−1 · s′.
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Niech T oznacza zbiór warto±ci typu T∆. Dla ka»dego τ ∈ T wybierzmy pewnego reprezentanta tego
typu sτ ∈ Knτ . Dla dowolnego sympleksu s ∈ Kn typu τ niech γτ ∈ G b¦dzie (jedynym na mocy
faktu 5.20) elementem takim, »e γs · s = sτ .

De�nicja 5.24 (por. de�nicje 5.6 i 5.7). De�niujemy typ T∆+A sympleksu s ∈ Kn wzorem

T∆+A(s) =
(
T∆(s), T∆(s↑), γs↑ · s

)
.(5.9)

Zauwa»my, »e na mocy lematu 4.10 przesuni¦cie γs↑ · s (peªni¡ce rol¦ analogiczn¡ do numeru potom-
nego) istnieje i jest jednym z sympleksów w przeciwobrazie f−1

nτ (sτ ), gdzie τ = T∆(s↑). Zapewnia to
poprawno±¢ powy»szej de�nicji i zarazem sko«czono±¢ typu T∆+A.

Zauwa»my równie», »e skªadnik T∆(s↑) we wzorze (5.9) nie ma odpowiednika w de�nicji 5.7. Wyko-
rzystamy go w dowodzie faktu 5.26.

Fakt 5.25. System odwrotny (Kn, fn) wraz z funkcj¡ typu sympleksu T∆+A speªnia warunki z de�ni-
cji 1.9.

Dowód. Poniewa» system (Kn) ma wªasno±¢ Markowa z funkcj¡ typu T∆, sªabsz¡ ni» T∆+A, wystarczy
sprawdzi¢ warunek (iii). Z kolei w tym celu � na mocy lematu 4.10 � wystarczy upewni¢ si¦, »e je±li
dla pewnych s ∈ Kn, s′ ∈ Kn′ , γ ∈ G zachodzi s′ = γ · s, a przy tym s, s′ maj¡ zgodny typ T∆+A, to
przesuni¦cie o γ zachowuje warto±ci typu T∆+A dla wszystkich sympleksów zawartych w f−1

n (s).

Niech wi¦c σ b¦dzie pewnym takim sympleksem. Wówczas σ↑ ⊆ s, zatem z tezy lematu 4.10 (a kon-
kretnie st¡d, »e przesuni¦cie o γ zachowuje typ T∆, a tak»e »e jest przemienne z fn i fn′) mamy:

T∆
(
(γ · σ)↑

)
= T∆

(
γ · (σ↑)

)
= T∆(σ↑).(5.10)

Ponadto oczywi±cie zachodzi T∆(σ) = T∆(γ · σ), zatem do sprawdzenia pozostaje jedynie równo±¢
ostatnich wspóªrz¦dnych w typach T∆+A(σ), T∆+A(γ · σ).

Oznaczmy przez τ wyra»enie (5.10). Wówczas, korzystaj¡c z faktu 4.5, mamy

γσ↑ · σ↑ = sτ = γ(γ·σ)↑ · (γ · σ)↑ = γ(γ·σ)↑ ·
(
γ · (σ)↑

)
= (γ(γ·σ)↑ γ) · σ↑,

a wi¦c na mocy faktu 5.20 zachodzi γσ↑ = γ(γ·σ)↑ γ. St¡d z kolei otrzymujemy:

γσ↑ · σ = (γ(γ·σ)↑ γ) · σ = γ(γ·σ)↑ · (γ · σ),

co ko«czy dowód.

Fakt 5.26. Dla dowolnego sympleksu s ∈ Kn wszystkie sympleksy w przeciwobrazie f−1
n (s) maj¡

parami ró»ne typy T∆+A.

Dowód. Niech σ, σ′ ∈ f−1
n (s) speªniaj¡ T∆+A. Wówczas w szczególno±ci T∆(σ↑) = T∆(σ′↑), a poniewa»

σ↑, σ′↑ s¡ podsympleksami s, z faktu 5.19 wynika, »e s¡ one równe. Wobec tego z równo±ci trzecich
wspóªrz¦dnych w typach T∆+A(σ), T∆+A(σ′) wynika natychmiast równo±¢ σ = σ′.
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Rozdziaª 6

∂G jako przestrze« semi-markowowska

Rozdziaª ten po±wi¦cony jest wykazaniu, »e brzeg ∂G grupy hiperbolicznej G ma struktur¦ przestrze-
ni semi-markowowskiej (patrz de�nicja 6.5). W rozdziale 6.1 wprowadzamy poj¦cia niezb¦dne do
sformuªowania gªównego wyniku, którym jest twierdzenie 6.6 podane na jego ko«cu. Pozostaªa cz¦±¢
rozdziaªu sªu»y udowodnieniu tego twierdzenia.

6.1 Zbiory i przestrzenie semi-markowowskie

Niech Σ b¦dzie sko«czonym alfabetem, za± ΣN oznacza zbiór niesko«czonych sªów nad Σ.

W zbiorze Σ okre±lamy operacje przesuni¦cia S : ΣN → ΣN oraz rzutowania πF : ΣN → ΣF (gdzie
F ⊆ N) wzorami:

S
(
(a0, a1, . . .)

)
= (a1, a2, . . .), πF

(
(a0, a1, . . .)

)
= (an)n∈F .

De�nicja 6.1 ([3, rozdz. 2.3]). Podzbiór C ⊆ ΣN nazywamy cylindrem, je±li C = π−1
F (A) dla pewnego

sko«czonego F ⊆ N oraz pewnego A ⊆ ΣF .

(Intuicyjnie: zbiór C mo»na opisa¢ warunkami wi¡»¡cymi sko«czon¡ liczb¦ ustalonych pozycji w ci¡gu
(an)n≥0 ∈ ΣN).

De�nicja 6.2 ([3, def. 6.1.1]). Podzbiór M ⊆ ΣN nazywamy zbiorem semi-markowowskim, je±li ist-
niej¡ cylindry C1, C2 w ΣN takie, »e M = C1 ∩

⋂∞
n≥0 S

−n(C2).

Uwaga 6.3. W szczególno±ci dla dowolnego podzbioru Σ0 ⊆ Σ oraz relacji dwuargumentowej →
w zbiorze Σ nast¦puj¡cy zbiór jest semi-markowowski:

M(Σ0, →) =
{

(an)n≥0

∣∣ a0 ∈ Σ0, an → an+1 dla n ≥ 0
}
.

Na przestrzeni sªów ΣN rozpatrujemy naturaln¡ topologi¦ produktow¡ Cantora (generowan¡ przez
baz¦ cylindrów). W tej topologii zbiory semi-markowowskie s¡ podzbiorami domkni¦tymi ΣN.

Na u»ytek kolejnej de�nicji zde�niujmy naturalne uto»samienie par sªów ze sªowami par:

J : ΣN × ΣN 3
((

(an)n≥0, (bn)n≥0

))
7→

(
(an, bn)

)
n≥0

∈ (Σ× Σ)N.

De�nicja 6.4. Relacj¦ dwuargumentow¡ R ⊆ ΣN × ΣN nazwiemy relacj¡ semi-markowowsk¡, je±li
jej obraz przy powy»szym uto»samieniu J(R) ⊆ (Σ × Σ)N jest zbiorem semi-markowowskim (nad
alfabetem Σ× Σ).
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De�nicja 6.5 ([3, def. 6.1.5]). Przestrze« topologiczn¡ Hausdor�a Ω nazywamy przestrzeni¡ semi-
markowowsk¡, je±li jest topologicznym ilorazem zbioru semi-markowowskiego z topologi¡ produktow¡
Cantora przez semi-markowowsk¡ relacj¦ równowa»no±ci.

Naszym celem b¦dzie udowodnienie nast¦puj¡cego wyniku:

Twierdzenie 6.6. Brzeg dowolnej grupy hiperbolicznej G jest przestrzeni¡ semi-markowowsk¡.

Dowód twierdzenia 6.6 zajmie nam pozostaª¡ cz¦±¢ tego rozdziaªu; ostatecznie powstanie on z zasto-
sowania wniosku 6.16 do przyporz¡dkowania C-typu, które okre±limy w rozdziale 6.4.

Uwaga 6.7. Twierdzenie to zostaªo udowodnione (w [3]) jednak jedynie w przypadku, gdy grupa G
jest beztorsyjna. Podany poni»ej dowód uwalnia si¦ od tego zaªo»enia, cho¢ cen¡ jest istotne zwi¦k-
szenie stopnia komplikacji rozumowania. Odnotujmy zarazem, »e w przypadku beztorsyjnym obszerne
fragmenty dowodu staj¡ si¦ trywialne lub pomijalne � za± podstawowy �szkielet� rozumowania otrzy-
many po ich wykre±leniu (podsumowany w fakcie 6.15) jest analogiczny do dowodu z [3]. Za kluczowy
moment dowodu mo»na uzna¢ lemat 5.17 � jest on analogiczny do lematu 7.3.1 w [3], który w szczegól-
ny sposób wymagaª zaªo»enia beztorsyjno±ci G. Wyniki oraz pewne problemy zwi¡zane z [3] dokªadniej
omówione zostan¡ w uwadze 6.17.

Uwaga 6.8. Warto w tym momencie porówna¢ twierdzenie 6.6 ze znanym twierdzeniem stwierdza-
j¡cym automatyczno±¢ grup hiperbolicznych, opisanym m. in. w [2, tw. 12.7.1]. Zwi¡zek mi¦dzy tymi
twierdzeniami wyda si¦ jeszcze bli»szy, gdy zauwa»ymy, »e � chocia» klasyczne twierdzenie o automa-
tyczno±ci dotyczy opisu grafu Cayleya grupy � ªatwo wywnioskowa¢ z niego analogiczny opis brzegu
Gromova. Jest on mianowicie ilorazem �regularnego� zbioru sªów niesko«czonych przez �regularn¡�
relacj¦ równowa»no±ci (w sensie analogicznym do de�nicji 6.4), gdzie �regularno±¢� zbioru Φ ⊆ ΣN

oznacza istnienie automatu sko«czonego A takiego, »e sªowo (an)n≥0 nale»y do Φ wtedy i tylko wtedy,
gdy A akceptuje ka»dy jego sko«czony pre�ks (an)Nn=0.

Taki warunek regularno±ci jest jednak sªabszy od warunku z de�nicji 6.2, o czym ±wiadczy przykªad:

Φ =
{

(xn)n≥0 ∈ {a, b, c}N
∣∣ ∀n (xn = b ⇒ ∃i<n xi = a)

}
, A : a

c a, b, c a, b, c

b

�atwo sprawdzi¢, »e zbiór Φ odpowiada automatowi A w opisanym powy»ej sensie, jednak nie jest
semi-markowowski. Mo»na to uzasadni¢ nast¦puj¡co. Zaªó»my, »e istnieje przedstawienie Φ = C1 ∩⋂
n≥0 S

−n(C2) zgodne z de�nicj¡ 6.2, przy czym cylinder C1 ma posta¢ π−1
F (A) zgodnie z de�nicj¡ 6.1,

i oznaczmy przez N najwi¦kszy element zbioru F . Wówczas sªowo α1 = cc . . . cc︸ ︷︷ ︸
N+1

aa . . . aa︸ ︷︷ ︸
N+1

cc . . . cc︸ ︷︷ ︸
N+1

bb . . .

nale»y do Φ, podczas gdy α2 = cc . . . cc︸ ︷︷ ︸
N+1

bb . . . nie nale»y do Φ. Jednak sªowa te maj¡ wspólny pre�ks

dªugo±ci N + 1 (wi¦c α2 nie mo»e by¢ odrzucone przez C1), a ponadto α2 jest su�ksem α1 (wi¦c nie
mo»e by¢ odrzucone przez C2).

6.2 Nici potomków priorytetowych

W dalszej cz¦±ci rozdziaªu 6 obowi¡zuj¡ zaªo»enia sformuªowane we wst¦pie do rozdziaªu 5.

Oznaczenie 6.9. Dla dowolnego n ≥ 0 oznaczmy

Gn =
{
x ∈ G

∣∣ |x| = n
}
.
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De�nicja 6.10. Niech x, y ∈ G. Powiemy, »e x jest p-wnukiem (odp. p-dziadkiem) y, je±li jest p-
potomkiem (odp. p-przodkiem) y oraz

∣∣|x|− |y|∣∣ = L. Dla uproszczenia zapisu przyjmiemy oznaczenie
x⇑ = x↑L (dla |x| ≥ L) oraz analogicznie x⇑k = x↑Lk (dla |x| ≥ Lk).

De�nicja 6.11. Dwa elementy x, y ∈ G nazwiemy s¡siadami (ozn. x ↔ y), je±li |x| = |y| oraz
d(x, y) ≤ 8δ.

De�nicja 6.12. Nici¡ nazwiemy niesko«czony ci¡g (gn)n≥0 tak¡, »e dla ka»dego n ≥ 0 zachodzi
gn ∈ GLn oraz gn = g ⇑n+1. Zbiór wszystkich nici w G oznaczymy przez N .

Zauwa»my, »e dowolnej nici (gn)n≥0 mo»emy w naturalny sposób przyporz¡dkowa¢ geodezyjn¡ α w G,
okre±lon¡ wzorem

α(m) = g↑Ln−mn dla m,n ≥ 0, Ln ≥ m.

(�atwo sprawdzi¢, »e warto±¢ g↑Ln−mn nie zale»y od wyboru n). Oznacza to, »e ma sens poj¦cie granicy
nici : ci¡g (gn) musi by¢ w przestrzeni G ∪ ∂G zbie»ny do elementu limm→∞ α(m) = [α] ∈ ∂G.

Fakt 6.13. Niech przeksztaªcenie I : N → ∂G przyporz¡dkowuje nici (gn)n≥0 jej granic¦ w ∂G.
Wówczas:

(a) I jest surjekcj¡;

(b) dla dowolnych (gn), (hn) ∈ N zachodzi równowa»no±¢

I
(
(gn)

)
= I
(
(hn)

)
⇐⇒ gn ↔ hn dla ka»dego n ≥ 0.

Dowód. (a) Niech x ∈ ∂G i niech α b¦dzie dowoln¡ niesko«czon¡ geodezyjn¡ prowadz¡c¡ z e ku x.
Dla k ≥ 0 okre±lamy geodezyjn¡ αk w G wzorem

αk(n) =

{
α(k)↑k−n dla n ≤ k,

α(n) dla n ≥ k.

(Dla n = k obie gaª¦zie zwracaj¡ ten sam wynik). Wówczas dla dowolnego n ≥ 0 mamy |αk(n)| = n,
a ponadto d

(
αk(n), αk(n + 1)

)
= 1, co dowodzi, »e αk jest geodezyjn¡. Co wi¦cej, mamy αk(0) = e

oraz limn→∞ αk(n) = x, poniewa» αk od pewnego miejsca pokrywa si¦ z α.

Stosuj¡c do ci¡gu (αk) fakt 2.3, otrzymujemy pewien podci¡g (αki) oraz geodezyjn¡ α∞ takie, »e α∞
pokrywa si¦ z αki na odcinku [0, i]. Wybieraj¡c w razie potrzeby podci¡g, mo»emy zaªo»y¢, »e ki ≥ i;
wówczas otrzymamy, »e α∞(i − 1) = α∞(i)↑ dla ka»dego i ≥ 1, zatem ci¡g

(
α∞(Ln)

)
n≥0

jest nici¡

w G. Z drugiej strony, fakt 2.3 zapewnia te», »e I
(
(gn)

)
= [α∞] = limi→∞[αki ] = x, co dowodzi tezy.

(b) Implikacja (⇒) wynika bezpo±rednio z nierówno±ci (1.3.4.1) w [3]. Je±li za± mamy gn ↔ hn dla
ka»dego n ≥ 0, a przy tym α, β s¡ odpowiednio geodezyjnymi wyznaczonymi przez nici (gn) i (hn), to
zachodzi

d
(
α(Ln), β(Ln)

)
= d(gn, hn) ≤ 8δ dla n ≥ 0,

zatem z nierówno±ci trójk¡ta wynika, »e d
(
α(m), β(m)

)
≤ 2L+ 8δ dla ka»dego m ≥ 0, a st¡d wynika,

»e w ∂G mamy [α] = [β].
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6.3 Po»¡dane wªasno±ci typów

Przedstawienie ∂G jako przestrzeni semi-markowowskiej oprzemy na odpowiedniej funkcji typu (patrz
wst¦p do rozdziaªu 5). Poniewa» wykorzystywany w poprzednich rozdziaªach typ kulowy T bN ma zbyt
sªabe wªasno±ci dla naszych bie»¡cych potrzeb, naszym celem jest odpowiednie jego wzmocnienie.
W poni»szym podrozdziale wskazujemy (w fakcie 6.15) wªasno±ci funkcji typu, które wystarczaj¡
do zadania przy jej pomocy struktury semi-markowowskiej na ∂G (co wyka»emy we wniosku 6.16).
Konstrukcj¦ typu TC speªniaj¡cego te warunki podamy za± w rozdziale 6.4.

De�nicja 6.14. Niech T b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ przypisuj¡c¡ elementom G typy ze sko«czonego
zbioru T . Dla nici ν = (gn)n≥0 ∈ N jej typem T ∗(ν) nazwiemy ci¡g

(
T (gn)

)
n≥0

.

Wówczas z de�nicji przestrzeni semi-markowowskiej ªatwo wynika nast¦puj¡cy fakt.

Fakt 6.15. Niech T b¦dzie funkcj¡ typu w G o warto±ciach w T . Wówczas:

(a) Je±li p-wnuki dowolnego elementu maj¡ parami ró»ne typy, to funkcja T ∗ : N → T N jest ró»no-
warto±ciowa;

(b) Je±li zbiór typów p-wnuków g zale»y wyª¡cznie od typu g, to obraz funkcji T ∗ jest zbiorem semi-
markowowskim nad T ;

(c) Przy zaªo»eniach punktów (a) i (b), je±li dla dowolnych g, g′ ∈ GL(n+1), h, h
′ ∈ GL(m+1) z wa-

runków

T (g) = T (h), T (g′) = T (h′), T (g ⇑) = T (h⇑), T (g′
⇑
) = T (h′

⇑
),

g ⇑ ↔ g′ ⇑, g ↔ g′, h⇑ ↔ h′
⇑
,

wynika warunek h ↔ h′, to relacja równowa»no±ci ∼ w zbiorze T ∗(N ), zadana wzorem
T ∗(ν) ∼ T ∗(ν ′) ⇔ I(ν) = I(ν ′), jest relacj¡ semi-markowowsk¡.

Dowód. Punkt (a) jest oczywisty. Je±li speªnione jest zaªo»enie punktu (b), to ªatwo sprawdzi¢, »e
T ∗(N ) = M(Σ0,→), gdzie Σ0 = {T (e)}, za± τ → τ ′ wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych n ≥ 0 oraz
g ∈ GL(n+1) zachodzi τ = T (g ⇑) oraz τ ′ = T (g).

Analogicznie ªatwo sprawdzi¢, »e przy zaªo»eniach punktu (c) relacja ∼ ma posta¢ M(A0, ), gdzie

A0 =
{(
T (e), T (e)

)
},(

T (g ⇑), T (g′
⇑
)
)
 

(
T (g), T (g′)

)
dla g, g′ ∈ GL(n+1), g

⇑ ↔ g′ ⇑, g ↔ g′, n ≥ 0.

Istotnie: zawieranie ∼ w M(A0, ) wynika natychmiast z faktu 6.13b. W drug¡ stron¦, je±li ci¡g(
(τn, τ

′
n)
)
n≥0

nale»y do M(A0, ), to wynika st¡d, »e ci¡gi (τn)n≥0 oraz (τ ′n)n≥0 nale»¡ do zbioru
M(Σ0,→) okre±lonego w poprzednim akapicie, zatem s¡ typami pewnych nici (hn)n≥0 i odpowiednio
(h′n)n≥0. Ponadto ªatwo sprawdzi¢ przez indukcj¦, »e hn ↔ h′n dla ka»dego n ≥ 0: dla n = 0 wynika
to z równo±ci h0 = h′0 = e, za± dla n > 0 wystarczy skorzysta¢ z relacji hn−1 ↔ h′n−1, warunku
(τn−1, τ

′
n−1)  (τn, τ

′
n) oraz zaªo»e« punktu (c). Otrzymujemy wi¦c, »e hn ↔ h′n dla n ≥ 0, a st¡d

poprzez fakt 6.13b wynika, »e (τn) ∼ (τ ′n).

Wniosek 6.16. Przy zaªo»eniach punktów (a-c) z faktu 6.15 zbiór ∂G jest przestrzeni¡ semi-markowowsk¡.
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Dowód. Poniewa» surjektywno±¢ odwzorowania I ◦ (T ∗)−1 : T ∗(N ) → ∂G wynika z faktu 6.13a, do
wykazania homeomor�zmu wystarczy sprawdzi¢ jego ci¡gªo±¢. Niech w przestrzeni T ∗(N ) zachodzi
(τ

(i)
n )−→

i→∞
(τn); oznacza to, »e istnieje ci¡g ni → ∞ taki, »e dla ka»dego i ≥ 0 ci¡gi (τ

(i)
n ) oraz (τn) s¡

zgodne na pierwszych ni pozycjach. Wówczas z zaªo»e« punktu (a) wynika, »e odpowiadaj¡ce im nici
(g

(i)
n ), (gn) równie» s¡ zgodne na pierwszych ni pozycjach, w szczególno±ci g(i)

ni = gni . Wówczas równie»
geodezyjne α(i) odpowiadaj¡ce ci¡gom (g

(i)
n ) s¡ coraz bardziej zgodne z geodezyjn¡ α odpowiadaj¡c¡

ci¡gowi (gn), co z de�nicji ∂G oznacza, »e I
(
(g

(i)
n )
)

= [α(i)]→ [α] = I
(
(gn)

)
w ∂G.

Uwaga 6.17. Przedstawiony w fakcie 6.15 gªówny �szkielet� dowodu twierdzenia 6.6 zaczerpni¦ty jest
z [3]. Jako funkcja typu zostaª tam wybrany typ kulowy T bN (okre±lony w rozdziale 2.3), za± jako L �
warto±¢ 1. Jednak w przypadku grupy zawieraj¡cej torsje tak okre±lony typ nie musi speªnia¢ warun-
ku (a) w tre±ci faktu 6.15. Co wi¦cej, nawet w przypadku beztorsyjnym uzasadnienie warunku (b) �
podane w [3] na stronie 125 (rozdziaª 7, dowód Proposition 2.4) � zawiera istotn¡ usterk¦ w linii 13.

6.4 Typy rozszerzone i typ TC

De�nicja 6.18. Niech T b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ typu w G o warto±ciach w sko«czonym zbiorze
T i niech r ≥ 0. Niech g ∈ G, i niech Pr(g) oznacza zbiór r-towarzyszy g (patrz de�nicja 3.11).
De�niujemy typ rozszerzony elementu g jako funkcj¦ T+r(g) : Pr(g)→ T , okre±lon¡ wzorem(

T+r(g)
)
(h) = T (gh) dla h ∈ Pr(g).

Poniewa» Pr(g) zawiera si¦ w ograniczonej kuli B(e, r), funkcja typu rozszerzonego T+r jest w oczy-
wisty sposób sko«czenie warto±ciowa.

De�nicja 6.19. C-typem elementu g ∈ G nazywamy jego B-typ rozszerzony o 8δ:

TC(g) = (TB)+8δ(g) dla g ∈ G.

Zauwa»my, »e z porównania de�nicji 3.11 i 6.11 wynika, »e zbiór P8δ(g) skªada si¦ dokªadnie z tych
h ∈ G, dla których g ↔ gh. Oznacza to, »e C-typ elementu g skªada si¦ z B-typu g oraz B-typów jego
s¡siadów (wraz z informacj¡ o ich wzajemnym poªo»eniu).

Fakt 6.20. Dla dowolnego g ∈ G p-wnuki elementu g maj¡ parami ró»ne C-typy.

Dowód. Z de�nicji C-typ elementu h ∈ G zawiera w sobie jego B-typ, który zawiera z kolei jego
A-typ, a ten � numer potomny nh, który z de�nicji jest cech¡ rozró»niaj¡c¡ p-wnuki ustalonego
elementu g ∈ G.

Lemat 6.21. Zbiór C-typów p-wnuków elementu g ∈ G zale»y wyª¡cznie od TC(g).

Dowód. Niech g1, h1 ∈ G speªniaj¡ TC(g1) = TC(h1); oznaczmy γ = h1g
−1
1 . Z faktu 5.9 wynika, »e

lewostronne przesuni¦cie o γ zadaje bijekcj¦ mi¦dzy p-wnukami g1 a p-wnukami h1. Niech wi¦c g2

b¦dzie p-wnukiem g1 oraz h2 = γg2; naszym celem jest wykazanie, »e TC(g2) = TC(h2). W tym celu
wybierzmy dowolne g′2 ∈ G takie, »e g2 ↔ g′2; nale»y wykaza¢, »e TB(g′2) = TB(h′2), gdzie h′2 = γg′2.

Oznaczmy g′1 = g′ ⇑2 oraz h′1 = γg′1. Poniewa» g2 ↔ g′2, z faktu 5.11 mamy g1 ↔ g′1; wówczas z równo±ci
TC(g1) = TC(h1) wynika, »e TB(g′1) = TB(h′1). W tej sytuacji lemat 5.16 zapewnia, »e TB(g′2) =
TB(h′2), co nale»aªo sprawdzi¢.
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Lemat 6.22. Typ TC speªnia warunek opisany w punkcie (c) faktu 6.15.

Dowód. Niech g, g′, h, h′ b¦d¡ takie, jak w tre±ci faktu 6.15. W szczególno±ci zakªadamy, »e TC(g ⇑) =
TC(h⇑). Z de�nicji C-typu oznacza to, »e lewe przesuni¦cie o element γ = h−1g przeprowadza s¡sia-
dów g na s¡siadów h z zachowaniem B-typu, a st¡d z kolei na mocy lematu 5.16 wynika, »e przesuni¦cie
to zachowuje dzieci tych s¡siadów wraz z ich B-typami. W szczególno±ci:

• element g′ ⇑ musi zosta¢ przeprowadzony na h′ ⇑, poniewa» z zaªo»e« wynika, »e TB(g′ ⇑) =
TB(h′ ⇑), a przy tym h′ ⇑ jest jedynym s¡siadem h⇑ z odpowiednim B-typem (na mocy lema-
tu 5.17);

• elementy g, g′ musz¡ zosta¢ przeprowadzone na h, h′, poniewa» z zaªo»e« odpowiednie B-typy s¡
zgodne, a przy tym h, h′ s¡ jedynymi p-wnukami h⇑, h′ ⇑ z odpowiednimi B-typami (poniewa»
B-typ na mocy uwagi 5.13 zawiera w sobie A-typ, który musi by¢ ró»ny dla ró»nych p-wnuków
danego elementu).

Wobec tego mamy d(h, h′) = d(γg, γg′) = d(g, g′) ≤ 8δ, co nale»aªo wykaza¢.

Dowód twierdzenia 6.6. Na mocy wniosku 6.16 wystarczy zapewni¢, »e typ TC (którego sko«czo-
no±¢ wynika z faktu 5.15 i de�nicji 6.19) speªnia warunki (a-c) z tre±ci faktu 6.15. Warunki (b) i (c)
wynikaj¡ odpowiednio z lematów 6.21 i 6.22, natomiast warunek (a) wynika st¡d, »e z de�nicji dla
ka»dego x ∈ G warto±¢ TC(x) wyznacza TB(x) i dalej TA(x), za± A-typy p-wnuków danego elementu
s¡ z de�nicji parami ró»ne. Tym samym dowód twierdzenia zostaª zako«czony.
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Rozdziaª 7

Ograniczenie wymiaru w kompakcie

Markowa

Wniniejszym rozdziale zakªadamy, »e dim ∂G ≤ k <∞, i d¡»ymy do poprawienia konstrukcji kompak-
tu Markowa tak, by wszystkie wyst¦puj¡ce w nim wielo±ciany równie» miaªy wymiar ≤ k. Zauwa»my,
»e skoro ∂G jest zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡, wymiar pokryciowy jej podzbiorów jest zgodny z ich
maªym wymiarym indukcyjnym (por. [6, tw. 1.7.7]). Poniewa» w tym rozdziale b¦dziemy cz¦sto sto-
sowa¢ operator brzegu topologicznego ∂, dla unikni¦cia kolizji oznacze« brzeg Gromova ∂G grupy G
oznaczymy przez X.

Poni»ej podajemy gªówny wynik niniejszego rozdziaªu. Zauwa»my od razu, »e wynika z niego (poprzez
twierdzenie 4.1) istnienie przedstawienia ∂G jako kompaktu Markowa, w którym wymiary wszystkich
sympleksów nie przekraczaj¡ k.

Lemat 7.1. Niech k ≥ 0 i niech G b¦dzie grup¡ hiperboliczn¡ tak¡, »e dim ∂G ≤ k. Wówczas istnieje
quasi-G-niezmienniczy system pokry¢ przestrzeni ∂G rz¦du ≤ k + 1.

Jako natychmiastowy wniosek z lematu dostajemy twierdzenie:

Twierdzenie 7.2. Niech k ≥ 0 i niech G b¦dzie grup¡ hiperboliczn¡ tak¡, »e dim ∂G ≤ k. Wów-
czas istnieje barycentryczny kompakt Markowa z wªasno±ci¡ rozdrabniania realizowany przez system
odwrotny, w którym wymiary sympleksów s¡ nie wi¦ksze ni» k.

Uwaga 7.3. Podany dowód lematu 7.1 b¦dzie wymagaª sprawdzenia wielu szczegóªowych i technicz-
nych wªasno±ci; warto jednak zauwa»y¢, »e jego szkic nie jest bardzo skomplikowany i przypomina
plan wykazania nietrudnego twierdzenia z teorii wymiaru mówi¡cego, »e w ka»de pokrycie otwar-
te U = {Ui}ni=1 zwartej przestrzeni metrycznej X wymiaru k mo»na wpisa¢ pokrycie otwarte rz¦-
du ≤ k + 1. Dowód tego faktu mo»e przebiega¢ nast¦puj¡co:

• Rozumujemy indukcyjnie wzgl¦dem k. Dla wygody b¦dziemy w ramach indukcji wykazywa¢ nieco
mocniejsz¡ tez¦: w pokrycie {Ui} mo»na wpisa¢ pokrycie otwarte {Vj} takie, »e domkni¦cia Vj
tworz¡ rodzin¦ rz¦du ≤ k + 1.

(Dokªadny schemat indukcji w naszej sytuacji formuªujemy w lemacie 7.19).

• Korzystaj¡c z podanego poni»ej twierdzenia 7.4, wybieramy w ka»dym zbiorze z pokrycia Ui ∈
U podzbiór otwarty U ′i , którego brzeg jest wymiaru k − 1, tak by zbiory U ′i nadal tworzyªy
pokrycie X.

(Podobnie zde�niujemy zbiory Dx w dowodzie lematu 7.16).
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• De�niujemy zbiory U ′′i za pomoc¡ warunku

x ∈ U ′′i ⇐⇒ x ∈ U ′i oraz x /∈ U ′j dla j < i.

(Analogicznie zde�niujemy zbiory Ex w dowodzie lematu 7.16)

• Przestrze« X jest pokryta przez wn¦trza zbiorów U ′′i (które s¡ parami rozª¡czne) oraz zbiór X̃ =⋃
i ∂U

′′
i , o którym ªatwo sprawdzi¢, »e jest domkni¦tym podzbiorem X wymiaru ≤ k−1. W prze-

strzeni X̃ mamy z kolei otwarte pokrycie zbiorami Ũi = Ui∩X̃. Z zaªo»enia indukcyjnego wynika,
»e w pokrycie to mo»na wpisa¢ pewne pokrycie zbiorami Ṽj (1 ≤ j ≤ m), których domkni¦cia
tworz¡ rodzin¦ rz¦du ≤ k. Przy tym zbiory Vj s¡ otwarte w X̃, ale niekoniecznie w X.

(Zbiorom ∂U ′′i , intU ′′i odpowiadaj¡ zbiory Fx, Gx w tre±ci lematu 7.16).

• Niech ε > 0 b¦dzie najmniejsz¡ z odlegªo±ci pomi¦dzy dowoln¡ par¡ rozª¡cznych domkni¦¢ Ṽj1 ,

Ṽj2 . Dla 1 ≤ j ≤ m de�niujemy zbiór Vj jako ε
4
-otoczenie (w X) zbioru Ṽj. Wówczas ªatwo

sprawdzi¢, »e zbiory Vj s¡ otwarte w X oraz pokrywaj¡ X̃, a przy tym rz¡d rodziny {Vj}
nie przekracza rz¦du rodziny {Ṽj}, zatem jest ≤ k. W tej sytuacji rodzina

V = {Vj}mj=1 ∪ {intU ′′i }ni=1

stanowi otwarte pokrycie X, a przy jej rz¡d nie przekracza sumy rz¦dów podrodzin {U ′′i } oraz
{Vj}, czyli jest ≤ k + 1.

(W naszym rozumowaniu skonstruowaniu odpowiednich otocze« sªu»y lemat 7.17, za± pozostaªe
operacje maj¡ swoje odpowiedniki w dowodzie lematu 7.19).

Trudno±¢ lematu 7.1 w porównaniu z wynikiem przytoczonym powy»ej polega na konieczno±ci za-
pewnienia quasi-G-niezmienniczo±ci otrzymanych pokry¢, tak, aby zachowa¢ wªasno±¢ Markowa dla
systemu ich nerwów (na mocy twierdzenia 4.1). W tym celu zamiast niezwi¡zanych ze sob¡ zbiorów U ′i
stworzymy ich wzorce dla wybranych zbiorów Ux ró»nych typów (±ci±lej: dla ró»nych typów elementów
x) i przeniesiemy je za pomoc¡ przesuni¦¢ okre±lonych (przy zaªo»eniu równo±ci typów) w lemacie 2.15.
Krok indukcyjny wymaga pewnej skrupulatno±ci, ale sama idea b¦dzie niezmieniona.

Naszym kluczowym narz¦dziem z zakresu teorii wymiaru b¦dzie poni»sze twierdzenie:

Twierdzenie 7.4 ([6, tw. 1.5.12]). Niech Y b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ metryczn¡ z wªasno±ci¡
wymiaru k i niech A,B b¦d¡ rozª¡cznymi domkni¦tymi podzbiorami Y . Wówczas istniej¡ podzbiory
otwarte Ã, B̃ ⊆ Y takie, »e

A ⊆ Ã, B ⊆ B̃, Ã ∩ B̃ = ∅ oraz dim
(
Y \ (Ã ∪ B̃)

)
≤ k − 1.

7.1 Sªabe podsystemy podzbiorów

Oznaczenie 7.5. Dla dwóch rodzin C = {Cx}x∈G, D = {Dx}x∈G oznaczamy:

C t D = {Cx ∪Dx}x∈G.

De�nicja 7.6. System C = {Cx}x∈G podzbiorów X nazywamy:

• wymiaru ≤ k, je±li |C|n jest wymiaru ≤ k dla n ≥ 0;
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• rz¦du ≤ k, je±li dla ka»dego n ≥ 0 rodzina Cn jest rz¦du ≤ k (tzn. je±li przeci¦cie k + 1 parami
ró»nych elementów Cn musi by¢ puste); w szczególno±ci rozª¡cznym, je±li jest rz¦du ≤ 1.

Fakt 7.7. Je±li systemy podzbiorów C, D s¡ odpowiednio rz¦du ≤ a i ≤ b, to CtD jest rz¦du ≤ a+b.

De�nicja 7.8. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ oraz A,B ⊆ X. Zbiór A nazwiemy oddzie-
lonym podzbiorem B (oznaczenie: A b B), je±li A ⊆ intB.

De�nicja 7.9. Niech C = {Cx}, D = {Dx} b¦d¡ systemami quasi-G-niezmienniczymi podzbiorów X.
Powiemy, »e:

• C jest podsystemem (otwartym, domkni¦tym) w D, je±li Cx jest podzbiorem (otwartym, domkni¦-
tym) w |D|n dla n ≥ 0 i Cx ∈ Cn;
(przypomnijmy za 3.7, »e oznaczenie |D|n oznacza

⋃
C∈{Cx |x∈G, |x|=n}C )

• C jest podsystemem póªdomkni¦tym w D, je±li |C|n jest podzbiorem domkni¦tym w |D|n dla
n ≥ 0;

• C pokrywa D, je±li |C|n ⊇ |D|n dla n ≥ 0.

System C nazwiemy póªdomkni¦tym, je±li |C|n jest podzbiorem domkni¦tym w X dla n ≥ 0.

De�nicja 7.10. Dla dowolnego caªkowitego θ ≥ 0 de�niujemy typ TBθ w G jako rozszerzenie (w sensie
de�nicji 6.18) typu TB (okre±lonego w de�nicji 5.12) z parametrem r = θ · 12δ:

TBθ = (TB)+θ·12δ

Fakt 7.11. Niech g, x, y ∈ G i θ ≥ 0, k > 0 speªniaj¡

y ∈ xT c(x), TBθ (x) = TBθ (gx), |y| = |x|+ kL,

gdzie L oznacza staª¡ z rozdziaªu 6 (okre±lon¡ w rozdz. 6.2). Wówczas

TBθ+1(y) = TBθ+1(gy), |gy| = |gx|+ kL.

Dowód. Wystarczy wykaza¢ tez¦ dla k = 1; dla wi¦kszych k wyniknie wtedy ªatwo przez indukcj¦.

Niech z ∈ yP(θ+1)·12δ(y). Oznaczmy w = z ⇑ (patrz de�nicja 6.10). Poniewa» L ≥ 14δ, z faktu 2.1
wynika, »e

d(x,w) ≤ max
(
(θ + 1) · 12δ + 16δ − 2L, 8δ

)
≤ θ · 12δ,

zatem w ∈ xP12δ(x), a st¡d TB(w) = TB(gw) oraz |gx| = |gw|. W takim razie z lematu 5.16 wynika, »e
gw = (gz)⇑ oraz TB(z) = TB(gz). Z pierwszej równo±ci wynika w szczególno±ci, »e gz jest potomkiem
gw, tzn. »e

|gz| = |gw|+ d(gz, gw) = |gx|+ d(z, w) = |gx|+ L.

W szczególno±ci bior¡c z = y otrzymujemy |gy| = |y|+L. Powracaj¡c do ogólnego z wnioskujemy wi¦c,
»e |gz| = |gy|, zatem P(θ+1)·12δ(y) ⊆ P(θ+1)·12δ(gy); inkluzj¦ przeciwn¡ mo»na sprawdzi¢ analogicznie
(zamieniaj¡c rolami g i g−1). W tej sytuacji z równo±ci TB(z) = TB(gz) dla ogólnego z wynika równo±¢
TBθ+1(y) = TBθ+1(gy).

De�nicja 7.12. Rodzin¦ zbiorów C = {Cx} nazwiemy systemem θ-sªabym, je±li:

• dla ka»dego x ∈ G zachodzi Cx ⊆ Sx (gdzie Sx oznacza zbiór zde�niowany w rozdziale 3.3);
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• rodzina C wraz z funkcj¡ typu TBθ speªnia warunek (QI4a) z de�nicji 3.8.

Zauwa»my, »e system S, opisany w rozdziale 3.3, jest 0-sªaby (a wi¦c równie» θ-sªaby dla dowolnego
θ ≥ 0). Wynika to st¡d, »e typ TBθ wyznacza jednoznacznie typ T bN (na mocy uwagi 5.13 i de�nicji 5.7),
z którym S tworzy system quasi-G-niezmienniczy na mocy wniosku 3.20.

Fakt 7.13. Niech C = {Cx}x∈G b¦dzie systemem Θ-sªabym dla pewnego Θ ≥ 0. Niech n ≥ 0, θ ≥ 1
oraz x, y ∈ G b¦d¡ dªugo±ci n, przy czym Cx ∩ Cy 6= ∅. Wówczas:

(a) TBθ (x) 6= TBθ (y);

(b) Dla dowolnego g ∈ G z równo±ci TBθ (x) = TBθ (gx) wynika, »e TBθ−1(y) = TBθ−1(gy) oraz |gx| =
|gy|.

Dowód. Skoro ∅ 6= Cx∩Cy ⊆ Sx∩Sy, to z faktu 3.17 wynika, »e d(x, y) ≤ 12δ. Wówczas z lematu 5.17
wynika, »e TB(x) 6= TB(y), a wi¦c tym bardziej TBθ (x) 6= TBθ (y). Ponadto skoro |x| = |y|, to mamy
x−1y ∈ Pθ·12δ(x) = Pθ·12δ(gx), a st¡d |gx| = |gy|. Zauwa»my, »e z nierówno±ci trójk¡ta mamy

P(θ−1)·12δ(y) =
(
y−1xPθ·12δ(x)

)
∩B

(
e, (θ − 1) · 12δ

)
i analogicznie dla pary gx, gy, co pokazuje, »e P(θ−1)·12δ(y) = P(θ−1)·12δ(gy). Ponadto dla dowolnego z ∈
yP(θ−1)·12δ(y) z powy»szej równo±ci wynika, »e x−1z ∈ Pθ·12δ(x) = Pθ·12δ(gx), a st¡d TB(z) = TB(gz).
Z dowolno±ci z wynika, »e TBθ−1(y) = TBθ−1(gy).

Lemat 7.14. Dowolny system θ-sªaby pokry¢ otwartych C jest quasi-G-niezmienniczy z funkcj¡ ty-
pu TBθ+1.

Dowód. Niech C = {Cx}x∈G. Prawdziwo±¢ warunków (QI1), (QI2) dla C wynika wprost z ich prawdzi-
wo±ci dla S. �atwo wywnioskowa¢ równie» (QI4b): je±li mamy

TBθ+1(x) = TBθ+1(gx), |x| = |y|, Cx ∩ Cy 6= ∅,

to z faktu 7.13b mamy |gx| = |gy| oraz TBθ (y) = TBθ (gy), sk¡d poprzez wªasno±¢ (QI4a) dla systemu C
wynika Cgy = g · Cy.
Sprawd¹my teraz wªasno±¢ (QI4c). Niech L oznacza staª¡ z faktu 7.11. Zaªó»my teraz, »e

TBθ+1(x) = TBθ+1(gx), |y| = |x|+ L, ∅ 6= Cy ⊆ Cx.

Niech α b¦dzie geodezyjn¡ prowadz¡c¡ z e do y i niech z = α(|x|). Wówczas z faktu 3.18c mamy
Cy ⊆ Sy ⊆ Sz; z drugiej strony Cy ⊆ Sx, zatem Sx ∩ Sz 6= ∅, wi¦c na mocy faktu 7.13 mamy

TBθ (z) = TBθ (gz), |gx| = |gz|.

Poniewa» y ∈ zT c(z) oraz |y| = |x| + L = |z| + L, korzystaj¡c z faktu 7.11 i nast¦pnie z (QI4a) dla
systemu C otrzymujemy, »e

TBθ+1(y) = TBθ+1(gy), |gy| = |gz|+ L = |gx|+ L, Cgy = g · Cy.

Na mocy uwagi 3.9 oznacza to, »e C speªnia wªasno±¢ (QI4c) dla staªej skoku L.

Pozostaªo wykaza¢ (QI3). Niech T b¦dzie zbiorem warto±ci typu TBθ+1. Wybierzmy N > 0 takie, »e dla
dowolnego τ ∈ T istnieje x ∈ G o dªugo±ci mniejszej ni» N takie, »e TBθ+1(x) = τ . Niech ε > 0 b¦dzie
najmniejsz¡ spo±ród staªych Lebesgue'a dla pokry¢ C1, . . . , CN , i niech J ′ > N b¦dzie dobrane tak, by
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dla n ≥ J ′ zachodziªo maxS∈Sn diamSn < ε. Wyka»emy, »e system C wraz ze staª¡ J ′ speªnia (QI3).
Na mocy uwagi 3.9 wystarczy sprawdzi¢ t¦ wªasno±¢ w przypadku k = 1.

Niech x ∈ G speªnia |x| ≥ J ′. Z faktu 3.18 wynika, »e Sx ⊆ Sy dla pewnego y ∈ G dªugo±ci |x| − J ′.
Niech y′ ∈ G b¦dzie elementem takim, »e TBθ+1(y′) = TBθ+1(y) oraz |y′| < N . Oznaczmy γ = y′y−1 oraz
x′ = γx; wówczas z (QI4c) mamy

Sx′ = γ · Sx, TBθ+1(x′) = TBθ+1(x), |x′| = |y′|+ |x| − |y| = |y′|+ J ′.

Z ostatniej równo±ci wynika, »e diamSx′ < ε, a skoro |y′| < N , to Sx′ musi zawiera¢ si¦ w Cz′ dla
pewnego z′ ∈ G takiego, »e |z′| = |y′|. Oznaczmy z = γ−1z′. Wówczas z wªasno±ci (QI4b), a nast¦pnie
z faktu 7.13b wynika, »e

Sz = γ−1 · Sz′ , TBθ (z) = TBθ (z′), |z| = |y| = |x| − J ′,

a st¡d, jako »e C jest θ-sªaby, otrzymujemy:

Cx ⊆ Sx = γ−1 · Sx′ ⊆ γ−1 · Cz′ = Cz.

�¡cznie otrzymujemy, »e C jest quasi-G-niezmienniczy ze staª¡ skoku NWW (L, J ′).

Fakt 7.15. Niech θ ≥ 0, C b¦dzie systemem θ-sªabym i niech x, y ∈ G speªniaj¡ TBθ+1(x) = TBθ+1(y).
Wówczas zachodzi

|C||y| ∩ Sy = yx−1 ·
(
|C||x| ∩ Sx

)
.

W szczególno±ci lewostronne przesuni¦cie o yx−1, stosowane do oddzielonych podzbiorów Sx, zachowuje
domkni¦cia i wn¦trza obliczane odpowiednio w |C||x| i |C||y|.

Dowód. Oznaczmy n = |x|,m = |y| oraz γ = yx−1. Ze wzgl¦du na symetri¦ sytuacji wystarczy dowie±¢
jednego z zawiera«. Niech p ∈ |C|n ∩ Sx; wówczas p nale»y do pewnego Cx′ ∈ Cn. W szczególno±ci,
mamy

p ∈ Sx ∩ Cx′ ⊆ Sx ∩ Sx′ .

Oznaczmy y′ = γx′. Wówczas z faktu 7.13b mamy TBθ (y′) = TBθ (x′), zatem (QI4a) daje równo±¢
Cy′ = γ · Cx′ , a tak»e Sy = γ · Sx. Wobec tego zachodzi

γ · p ∈ γ · (Cx′ ∩ Sx) = Cy′ ∩ Sy ⊆ |C|m ∩ Sy.

7.2 Rozª¡czne prawie-pokrycia

Zanim przyst¡pimy do konstrukcji, wprowadzimy przydatne oznaczenia i konwencje, które b¦d¡ wy-
korzystywane w dowodach w tym rozdziale.

W dowodach lematów 7.16 i 7.17 u»yjemy nast¦puj¡cych oznacze«, zale»nych od parametru θ (wy-
st¦puj¡cego w tre±ci obu lematów). Niech τ1, . . . , τK b¦dzie pewnym ustawieniem w ci¡g wszystkich
mo»liwych warto±ci typu TBθ+1. Dla uproszczenia b¦dziemy uto»samia¢ typ τi z liczb¡ naturaln¡ i. Dla
ka»dego 1 ≤ i ≤ K ustalmy dowolny element xi taki, »e TBθ+1(xi) = i, i oznaczmy Si = Sxi , ni = |xi|.
Podobnie, niech 1, . . . , K̃ b¦dzie ci¡giem zawieraj¡cym wszystkie mo»liwe warto±ci typu TBθ+2, za± dla
ka»dego 1 ≤ ı̃ ≤ K̃ niech x̃ı̃ ∈ G b¦dzie ustalonym elementem takim, »e TBθ+2(x̃ı̃) = ı̃. Oznaczamy

równie» M = maxK̃ı̃=1 |x̃ı̃|.
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W dalszej cz¦±ci rozdziaªu 7 b¦dziemy na ogóª rozwa»a¢ podsystemy danego systemu póªdomkni¦tego
(który w lematach 7.16 i 7.17 ma nazw¦ C), a ogólniej � podzbiory przestrzeni X, o których wiadomo,
»e zawieraj¡ si¦ w |C|n dla pewnego n (znanego z kontekstu). O ile nie zaznaczymy wyra¹nie inaczej,
podstawowe operacje topologiczne dla takich zbiorów (domkni¦cie, wn¦trze, brzeg) b¦d¡ wykonywane
w przestrzeni |C|n (dla odpowiedniej warto±ci n). Nie wpªynie to na wynik domkni¦¢, jako »e |C|n jest
domkni¦tym podzbiorem X, jednak b¦dzie mie¢ znaczenie dla wn¦trz i brzegów.

Niniejszy podrozdziaª zawiera dowód nast¦puj¡cego wyniku.

Lemat 7.16. Niech k ≥ 0, θ ≥ 1 i niech C = {Cx} b¦dzie póªdomkni¦tym θ-sªabym systemem
wymiaru ≤ k w X. Wówczas istniej¡:

• rozª¡czny, otwarty, (θ + 2)-sªaby podsystem G = {Gx} w C;

• domkni¦ty, (θ + 2)-sªaby podsytem F = {Fx} w C wymiaru ≤ k − 1

takie, »e F t G pokrywa C oraz ∂Gx ⊆ |F|n dla ka»dych n ≥ 0 i Gx ∈ Gn.

Dowód. Niech ε > 0 b¦dzie minimum wszystkich liczb Lebesgue'a dla pokry¢ otwartych S1, . . . ,SM .
De�niujemy:

Ix = {p ∈ Sx |B(p, ε) ⊆ Sx} for x ∈ G, |x| ≤M

oraz

Gi =
⋃

|x|≤M,TBθ+1(x)=i

xix
−1 · Ix, Hi = X \ Si for 1 ≤ i ≤ K.

Ustalmy pewne 1 ≤ i ≤ K. Zauwa»my, »e dla ka»dego x zachodzi d(Ix, X \Sx) ≥ ε, sk¡d wynika, »e Gi

jest sko«czon¡ sum¡ oddzielonych podzbiorów Si; wobec tego Gi ∩Hi = ∅ (w X). Wówczas przeci¦cia
Gi ∩ |C|ni , Hi ∩ |C|ni s¡ rozª¡cznymi domkni¦tymi podzbiorami |C|ni , zatem na mocy twierdzenia 7.4
istniej¡ otwarte podzbiory |C|ni

G̃i ⊇ Gi ∩ |C|ni , H̃i ⊇ Hi ∩ |C|ni , (Gi, Hi domykane w X)

które razem pokrywaj¡ |C|ni oprócz pewnego podzbioru wymiaru ≤ k− 1 (który musi zawiera¢ ∂G̃i).

Dla dwolnego x ∈ G oznaczamy |x| = n oraz TBθ+1(x) = i, po czym de�niujemy

Dx = xx−1
i · G̃i,

Ex = Dx \
⋃

y∈G, |y|=n, TBθ+1(y)<TBθ+1(x)

Dy,

Fx = ∂Ex,

Gx = intEx.

Zauwa»my, »e zachodzi ∂Gx = Gx \Gx ⊆ Ex \ intEx = ∂Ex = Fx, zgodnie z tez¡ lematu.

Pozostaª¡ cz¦±¢ dowodu przeprowadzimy w nast¦puj¡cych krokach (w±ród których punkty (a) i (b)
s¡ pomocnicze):

(a) D = {Dx}x∈G pokrywa C;
(b) E = {Ex}x∈G jest rozª¡czny i pokrywa C;
(c) F = {Fx}x∈G jest wymiaru ≤ k − 1;
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(d) G = {Gx}x∈G jest rozª¡czny;
(e) Fx ⊆ Sx dla ka»dego x ∈ G;
(f) F t G pokrywa C;
(g) F i G s¡ (θ + 2)-sªabe.

(a) Aby sprawdzi¢, »e D pokrywa C, wybierzmy dowolne p ∈ |C|n; wówczas p nale»y do pewnego Sx ∈
Sn. Oznaczmy

ı̃ = TBθ+2(x), γ = xx̃−1
ı̃ , p′ = γ−1 · p.

Wówczas p′ ∈ Sx̃ı̃ . Z de�nicji ε wynika, »e B(p′, ε) ⊆ Sy dla pewnego Sy ∈ S|x̃ı̃|; wówczas p′ ∈ Iy.
Oznaczmy teraz

j = TBθ+1(y), β = yx−1
j , p′′ = β−1 · p′.

Z de�nicji mamy p′′ ∈ Gj, ponadto stosuj¡c dwukrotnie fakt 7.15 otrzymujemy, »e p′′ ∈ |C||xj |. Z drugiej
strony, skoro Sy ma niepuste przeci¦cie z Sxi , za± T

B
θ+2(γxi) = TBθ+2(xi), z wªasno±ci (QI4b) i faktu 7.13b

mamy:

Sγβxj = Sγy = γ · Sy 3 γ · p′ = p, TBθ+1(γβxj) = TBθ+1(γy) = TBθ+1(y) = j,

co oznacza, »e
p = γβ · p′′ ∈ γβ · (Gj ∩ |C||xj |) ⊆ γβ · G̃j ⊆ Dγβxj .

(b) Przypu±¢my, »e p ∈ Ex∩Ey dla pewnych x 6= y. Wówczas Sx∩Sy 6= ∅, zatem na mocy faktu 7.13a
typy TBθ+1(x), TBθ+1(y) s¡ ró»ne; zaªó»my bez utraty ogólno±ci, »e mniejszym z nich jest TBθ+1(x). Wów-
czas z de�nicji p ∈ Ex ⊆ Dx nie mo»e nale»e¢ do Ey. To oznacza, »e system E jest rozª¡czny.

Niech teraz p ∈ |C|n i niech x ∈ G dªugo±ci n b¦dzie takie, »e p ∈ Dx, a przy tym TBθ+1(x) jest
najmniejsze mo»liwe. Wówczas z de�nicji mamy p ∈ Ex. To oznacza, »e E pokrywa C.
(c) Zauwa»my najpierw, »e je±li x ∈ G i TBθ+1(x) = i, to z faktu 7.15 oraz de�nicji zbiorów Dx i G̃i

mamy:
dim ∂Dx = dim ∂

(
xx−1

i · G̃i

)
= dim

(
xx−1

i · ∂G̃i

)
= dim ∂G̃i ≤ k − 1.

Ustalmy pewne n ≥ 0. Przypomnijmy, »e dla dowolnych podzbiorów Y, Z w jakiejkolwiek przestrzeni
topologicznej mamy ∂(Y \Z) ⊆ ∂Y ∪ ∂Z. Stosuj¡c ten fakt sko«czenie wiele razy w de�nicji ka»dego
ze zbiorów Ex dla |x| = n, otrzymujemy, »e zbiór |F|n =

⋃
|x|=n ∂Ex zawiera si¦ w sumie

⋃
|x|=n ∂Dx.

Poniewa» jest to sko«czona suma domkni¦tych podzbiorów wymiaru ≤ k−1, na mocy twierdzenia 1.5.3
w [6] ma ona wymiar ≤ k − 1, co dowodzi, F jest wymiaru ≤ k − 1.

(d) wynika natychmiast z (b).

(e) Zauwa»my najpierw, »e dla ka»dego 1 ≤ i ≤ K zachodzi

Dxi = G̃i ⊆ |C|ni \ H̃i ⊆ X \Hi = intSxi .

Niech teraz x ∈ G; oznaczmy TBθ+1(x) = i i γ = xx−1
i . Przesuni¦cie o element γ jest oczywi±cie

homeomor�zmem przesyªaj¡cym Sxi na Sx oraz Dxi na Dx; co wi¦cej, na mocy faktu 7.15 zachowuje
ono domkni¦cia i wn¦trza (obliczane w odpowiednich przestrzeniach |C|n). Wobec tego mamy:

Fx ⊆ Ex ⊆ Dx = γ ·Dxi ⊆ γ · intSxi = intSx.

(f) wynika ªatwo z (b):

|C|n \ |G|n = |C|n \
⋃
|x|=n

Gx ⊆
⋃
|x|=n

(
Ex \Gx

)
⊆
⋃
|x|=n

∂Ex = |F|n.
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(g) Niech TBθ+2(x) = TBθ+2(y) dla pewnych x, y ∈ G. Oznaczmy γ = yx−1. Na mocy faktu 7.15
wystarczy sprawdzi¢, »e Ey = γ ·Ex. Wyka»emy, »e γ ·Ex ⊆ Ey; zawieranie przeciwne jest analogiczne.

Niech i = TBθ+1(x) = TBθ+1(y) oraz p ∈ Ex. Wówczas w szczególno±ci p ∈ Dx, a wi¦c

γ · p = yx−1
i · (xix−1 · p) ∈ Dy.

Przypu±¢my, »e γ · p /∈ Ey; wówczas dla pewnego y′ ∈ G musi zachodzi¢

|y′| = |y|, TBθ+1(y′) < i, γ · p ∈ Dy′ .

W szczególno±ci mamy ∅ 6= Dy ∩ Dy′ ⊆ Sy ∩ Sy′ . Na mocy faktu 7.13b oznaczaj¡c x′ = γ−1y′,
otrzymujemy:

|x′| = |x|, TBθ+1(x′) = TBθ+1(y′).

W szczególno±ci, poniewa» TBθ+1(x′) = TBθ+1(y′) i x′ = γ−1y′, musi zachodzi¢ Dx′ = γ−1 · Dy′ 3 p.
Jednak to przeczy zaªo»eniu, »e p ∈ Ex, gdy» TBθ+1(x′) < TBθ+1(x).

7.3 Lemat o quasi-niezmienniczym otaczaniu

Lemat 7.17. Niech k ≥ 0, θ ≥ 0 i zaªó»my, »e:

• C = {Cx}x∈G jest θ-sªabym systemem póªdomkni¦tym;

• D = {Dx}x∈G jest (θ + 1)-sªabym domkni¦tym podsystemem w C rz¦du ≤ k.

Wówczas istnieje (θ + 1)-sªaby otwarty podsystem G = {Gx}x∈G w C, który pokrywa D, a ponadto
system domkni¦¢ G = {Gx}x∈G jest (θ + 1)-sªaby oraz rz¦du ≤ k.

Uwaga 7.18. W sytuacji, gdy G jest (θ+ 1)-sªaby, warunek (θ+ 1)-sªabo±ci systemu domkni¦¢ G jest
równowa»ny temu, by Gx ⊆ Sx dla ka»dego x ∈ G.

Dowód lematu 7.17. W dowodzie wykorzystamy oznaczenia i konwencje wprowadzone na pocz¡tku
rozdziaªu 7.2. B¦dziemy te» wielokrotnie (i niejawnie) wykorzystywa¢ fakt 7.15 do kontrolowania
obrazów domkni¦¢ lub wn¦trz (wykonywanych �w C�) przy przesuni¦ciach o elementy z G.

1. Dla 1 ≤ i ≤ K okre±lamy indukcyjnie podzbiór otwarty Gi b Sxi zawieraj¡cy Dxi tak, aby speªni¢
warunek:

je±li x, y ∈ G speªniaj¡ |x| = |y| ≤M, TBθ+1(x) = i, TBθ+1(y) = j oraz Dx ∩Dy = ∅, to:
(xx−1

i ·Gi) ∩Dy = ∅, a ponadto (xx−1
i ·Gi) ∩ (yx−1

j ·Gj) = ∅ w przypadku, gdy j < i.
(7.1)

Taki wybór jest mo»liwy, poniewa» od zbioru Gi wymagamy jedynie tego, aby byª otwartym otocze-
niem Dxi o domkni¦ciu rozª¡cznym z sum¡ zbiorów nast¦puj¡cej postaci:

|C|ni \ Sxi , xix
−1 ·Dy, xix

−1yx−1
j ·Gj.

Poniewa» mowa tu o sko«czonej sumie zbiorów domkni¦tych (na mocy zaªo»enia |x|, |y| ≤M), za± X
jest przestrzeni¡ metryczn¡, wystarczy sprawdzi¢, »e ka»dy z tych zbiorów jest rozª¡czny z Dxi .

W przypadku zbioru |Cni |\Sxi jest to oczywiste. Gdyby zachodziªo Dxi∩ (xix
−1 ·Dy) 6= ∅ dla pewnych

x, y jak powy»ej, wynikaªoby st¡d, »e

Dx ∩Dy = (xx−1
i ·Dxi) ∩Dy 6= ∅,
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co przeczy jednemu z zaªo»e« w warunku (7.1). Podobnie, gdyby Dxi ∩ (xix
−1yx−1

j · Gj) 6= ∅ dla
pewnego j < i, to wynikaªoby st¡d, »e Dx ∩ (yx−1

j ·Gj) 6= ∅, co przeczy zaªo»eniu, »e zbiór Gj zostaª
(uprzednio) wybrany tak, by speªni¢ (7.1).

2. Niech teraz
Gx = xx−1

i ·Gi dla x ∈ G, TBθ+1(x) = i.

Wówczas system G = {Gx}x∈G jest oczywi±cie otwarty, (θ + 1)-sªaby i pokrywa D. W tej sytuacji
(θ + 1)-sªabo±¢ systemu G wynika z faktu 7.15 (poniewa» Gi b Sxi i wobec tego Gx b Sx dla x ∈ G).
Pozostaje sprawdzi¢, »e G jest rz¦du ≤ k.

3. Niech x, y ∈ G b¦d¡ takie, »e |x| = |y| oraz Gx ∩ Gy 6= ∅; oznaczmy TBθ+1(x) = i, TBθ+1(y) = j.
Niech x′ speªnia |x′| ≤M i TBθ+2(x′) = TBθ+2(x). Skoro Gx ∩Gy 6= ∅, to równie» Sx ∩Sy 6= ∅, a wówczas
z faktu 7.13b (w poª¡czeniu z wªasno±ci¡ (QI4a) dla systemu G) otrzymujemy:

TBθ+1(y′) = j, |y′| = |x′| ≤M, Gx′ ∩Gy′ = x′x−1 · (Gx ∩Gy) 6= ∅, gdzie y′ = x′x−1y.

Wówczas wnioskujemy, »e

∅ 6= Gx′ ∩Gy′ = (x′x−1
i ·Gi) ∩ (y′x−1

j ·Gj),

a wi¦c z (7.1) wynika, »e Dx′ ∩Dy′ 6= ∅. Wówczas, skoro D jest (θ + 1)-sªaby, mamy:

Dx ∩Dy = xx′−1 · (Dx′ ∩Dy′) 6= ∅.

Oznacza to, »e dla elementów x, y ∈ G o równej dªugo±ci zbiory Gx i Gy mog¡ przecina¢ si¦ nietry-
wialnie jedynie wtedy, gdy Dx ∩Dy 6= ∅, sk¡d wynika, »e rz¡d rodziny G nie przekracza rz¦du D. To
ko«czy dowód.

7.4 Peªna konstrukcja

Poni»szy lemat przedstawia indukcyjn¡ procedur¦ konstrukcji pokrycia, któr¡ wykorzystamy w dowo-
dzie lematu 7.1.

Lemat 7.19. Niech k ≥ −1, θ ≥ 1 i niech C b¦dzie póªdomkni¦tym, θ-sªabym systemem wymiaru ≤ k.
Wówczas istniej¡ (θ+ 3(k+ 1))-sªabe podsystemy D, E w C rz¦du ≤ k+ 1 i pokrywaj¡ce C, przy czym
D jest domkni¦ty, za± E � otwarty.

Dowód. Rozumujemy przez indukcj¦ wzgl¦dem k. Je±li k = −1, system C skªada si¦ ze zbiorów pustych,
wobec czego mo»emy przyj¡¢ D = E = C.
Niech teraz k > −1. Oznaczmy Θ = θ + 3(k + 1). Rozumujemy w nast¦puj¡cych krokach:

1. Stosuj¡c lemat 7.16 do systemu C, otrzymujemy (θ + 2)-sªabe systemy G = {Gx}x∈G oraz F
o wªasno±ciach opisanych w tre±ci tego lematu.

2. Poniewa» F jest domkni¦ty (a wi¦c te» póªdomkni¦ty), (θ+ 2)-sªaby i ma wymiar ≤ k− 1, speªnia
zaªo»enia bie»¡cego lematu (dla parametrów k− 1 oraz θ+ 2). Wobec tego, z zaªo»enia indukcyjnego,
istnieje (Θ− 1)-sªaby system domkni¦ty D′ rz¦du ≤ k, pokrywaj¡cy F .
3. Poniewa» C jest θ-sªaby, jest równie» (Θ−2)-sªaby, co oznacza, »e systemy C, D′ speªniaj¡ zaªo»enia
lematu 7.17 (dla parametrów k oraz Θ − 2). Wobec tego istnieje otwarty, (Θ − 1)-sªaby podsystem
G ′ = {G′x}x∈G w C, pokrywaj¡cy D′, a ponadto system domkni¦¢ F ′ = {G′x}x∈G jest (Θ − 1)-sªaby
i rz¦du ≤ k.
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4. Okre±lamy teraz D = {Dx}x∈G oraz E = {Ex}x∈G nast¦puj¡co:

Dx = (Gx \ |G ′|n) ∪ F ′x, Ex = Gx ∪G′x dla x ∈ G, |x| = n.(7.2)

Zauwa»my, »eGx\|G ′|n jest domkni¦ty, poniewa» z tezy lematu 7.16 mamy ∂Gx ⊆ |F|n ⊆ |D′|n ⊆ |G ′|n,
a wi¦c Gx \ |G ′|n = Gx \ |G ′|n jest ró»nic¡ podzbioru domkni¦tego i otwartego (w |C|n). Wobec tego
Dx jest domkni¦ty. Natomiast Ex jest oczywi±cie otwarty w |C|n.
Skoro G, F ′ i G ′ s¡ wszystkie (Θ − 1)-sªabe, D i E musz¡ by¢ Θ-sªabe (dokªadniej: E jest oczywi±cie
(Θ− 1)-sªaby, a wi¦c te» Θ-sªaby, natomiast w przypadku D korzystamy z faktu 7.15). �atwo równie»
zauwa»y¢, »e

|En| = |G|n ∪ |G ′|n ⊇ |G|n ∪ |F|n = |C|n, |D|n =
(
|G|n \ |G ′|n

)
∪ |F ′|n = |G|n ∪ |F ′|n ⊇ |E|n,

zatem D i E pokrywaj¡ C. Wreszcie, skoro G jest rozª¡czny, za± F ′ (a wi¦c te» G ′) jest rz¦du ≤ k, to
D i E musz¡ by¢ rz¦du ≤ k + 1 na mocy faktu 7.7.

Dowód lematu 7.1. Teza wynika z zastosowania lematu 7.19 do systemu S (zde�niowanego w roz-
dziale 3.3). Jest to system póªdomkni¦ty i 0-sªaby, a wi¦c równie» 1-sªaby, zatem z lematu otrzymujemy,
»e istnieje otwarty, (3k + 4)-sªaby system E rz¦du ≤ k + 1, pokrywaj¡cy S.
Skoro S jest systemem pokry¢, za± E jest otwarty i pokrywa S, to E równie» jest systemem pokry¢.
Zatem z lematu 7.14 wynika, »e (dla funkcji typu TB3k+5) E jest systemem quasi-G-niezmienniczym.
Tym samym E speªnia wszystkie »¡dane wªasno±ci.
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Rozdziaª 8

Jednorodne kompakty prawie markowowskie

Celem tego rozdziaªu jest uzyskanie symplicjalnych analogów dla wybranych topologicznych wªasno±ci
samopodobie«stwa przestrzeni ∂G. Wªasno±ci te wi¡»¡ si¦ z dziaªaniem grupy G na wªasnym brzegu,
o którym wiadomo mi¦dzy innymi, »e:

• orbita dowolnego punktu p ∈ ∂G jest g¦sta w G ([7, stw. 4.2]), co oznacza topologiczn¡ �niemal
jednorodno±¢� przestrzeni ∂G;

• dla dowolnego g ∈ G rz¦du niesko«czonego oraz ε > 0 istniej¡ zbiory otwarte U, V ⊆ ∂G
o ±rednicy mniejszej ni» ε oraz n ≥ 0 takie, »e gn · U ⊇ ∂G \ V ([7, tw. 4.3]); wynika st¡d
na przykªad, »e w±ród rozmaito±ci topologicznych wymiaru ≥ 2 brzegami grup hiperbolicznych
s¡ jedynie sfery.

Chc¡c przetªumaczy¢ te wªasno±ci na j¦zyk kompaktów Markowa, zast¡pimy homeomor�zmy (pocho-
dz¡ce od dziaªania grupy) przez izomor�zmy podkompleksów (opisane diagramem (1.1)), za± maªe
otoczenia otwarte w ∂G powi¡»emy z sympleksami w Kn przy pomocy rzutowa« πn : ∂G → Kn. Sa-
memu dziaªaniu G na ∂G odpowiadaj¡ za± w naturalny sposób �dziaªania cz¦±ciowe� G na elementach
pokry¢ Un (opisane w warunkach (QI4)) oraz na sympleksach w Kn (poprzez operacj¦ przesuni¦cia
z de�nicji 4.4), wykonalne pod warunkiem zgodno±ci odpowiednich typów.

Cz¦±ciowy charakter obu operacji przesuni¦cia oraz zwi¡zane z nimi dodatkowe zaªo»enia wydaj¡ si¦
utrudnia¢ bezpo±rednie przeniesienie opisanych powy»ej wªasno±ci topologicznych do systemu (Kn).
Poni»ej naszym celem jest wi¦c poprawienie systemu pokry¢ (Un) tak, aby umo»liwi¢ na nim swobodne
dziaªanie przynajmniej za pomoc¡ ustalonego elementu g ∈ G.
W zamian za tak rozumiane zwi¦kszenie regularno±ci zezwolimy na pojawienie si¦ w strukturze kom-
paktu pojedynczej osobliwo±ci w systemie typów (de�nicja 8.6), tj. �lokalnego wyj¡tku� od wªasno-
±ci (iii) z de�nicji 1.9. Nie naruszymy jednak przy tym pozostaªych wªasno±ci kompaktu Markowa
(w szczególno±ci zachowamy ograniczenie wymiarów kompleksów Kn, co pozwala stosowa¢ ª¡cznie
wyniki z rozdziaªów 7 i 8). Ponadto poka»emy, »e pomimo wprowadzenia osobliwo±ci otrzymany sys-
tem odwrotny cechuje wsteczna regularno±¢ (de�nicja 8.10), dzi¦ki której nadal jest on �sko«czenie
generowany� w sensie analogicznym do przypadku zwykªych kompaktów Markowa (patrz lemat 8.11
i uwaga 8.13).

Odsyªaj¡c czytelnika do de�nicji podanych w dalszej cz¦±ci tekstu (jako »e przytoczenie ich tutaj
zaj¦ªoby wiele miejsca), mo»emy stre±ci¢ gªówne wyniki rozdziaªu nast¦puj¡co:

Twierdzenie 8.1. Niech G b¦dzie sko«czenie generowan¡ grup¡ hiperboliczn¡. Wówczas:
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(a) Brzeg Gromowa ∂G mo»na opisa¢ jako kompakt Markowa z osobliwo±ci¡ (de�nicja 8.6), maj¡cy
wªasno±¢ rozdrabniania oraz wstecznej regularno±ci (de�nicja 8.10), wyznaczony przez pewien

system odwrotny K̃ = (K̃n, f̃n)n≥0;

(b) Dla dowolnych niepustych podzbiorów otwartych E1, E2 ⊆ ∂G takich, »e E1 zawiera punkt osobli-

wy systemu K̃, system ten zawiera dwa podsystemy (de�nicja 8.3) izomor�czne z zachowaniem
typów (de�nicja 8.4) i takie, »e granica jednego z nich zawiera si¦ w E2, za± drugiego � zawiera
∂G \ E1;

(c) Dla dowolnego typu zwyczajnego τ (de�nicja 8.45) w systemie K̃ sympleksy typu τ w tym systemie
s¡ g¦ste w ∂G (w sensie de�nicji 8.42).

Organizacja dowodu. Punkt (a) wyniknie natychmiast z poª¡czenia twierdzenia 4.1 z podanymi w roz-
dziale 8.5 wnioskiem 8.38 oraz faktem 8.39. Natomiast punkty (b) i (c) wyka»emy w rozdziale 8.6
odpowiednio jako lematy 8.40 i 8.47.

Zawarto±¢ rozdziaªu przedstawia si¦ nast¦puj¡co. W rozdziale 8.2 znajdziemy w systemie (Kn) typ
samopotomny (w sensie sprecyzowanym we wniosku 8.15), co pozwoli nam zbudowa¢ w rozdziale 8.3
zst¦puj¡cy ci¡g elementów (An)n≥0 nale»¡cych do (Un), dopuszczaj¡cy dziaªanie póªgrupy generowanej
przez pewien element g ∈ G.
Kluczowa konstrukcja, opisana w rozdziale 8.4, polega zasadniczo na skorygowaniu systemu (Un) tak,
by zachowywaªo go równie» dziaªanie ujemnymi pot¦gami g, co osi¡gniemy zast¦puj¡c zbiory poªo»one
�poza� A0 przez odpowiednie przesuni¦cia zbiorów �wewn¦trznych�. Idea jest zatem prosta, jednak jej
poprawne wykonanie wymaga pokonania kilku technicznych trudno±ci.

Poniewa» uzyskany system pokry¢ nie b¦dzie quasi-G-niezmienniczy, b¦dziemy musieli sprawdzi¢ dla
niego zaªo»enia twierdzenia 3.2, co zrobimy w rozdziale 8.4.3. Nast¦pnie w rozdziale 8.5 zajmiemy
si¦ otrzymanym ze« systemem kompleksów, okre±laj¡c typy sympleksów i sprawdzaj¡c wªasno±ci wy-
magane dla kompaktów Markowa z osobliwo±ci¡, co zako«czy dowód punktu (a) twierdzenia 8.1.
Wreszcie, w rozdziale 8.6 wyka»emy dalsze wªasno±ci regularno±ci dla rozwa»anego kompaktu, dowo-
dz¡c pozostaªych punktów twierdzenia.

8.1 Kompakty Markowa z osobliwo±ci¡

8.1.1 Oznaczenia dla systemów odwrotnych

W tym rozdziale systemy odwrotne kompleksów symplicjalnych postaci (Kn, fn)n≥n0 , gdzie fn : Kn+1 →
Kn, b¦dziemy oznacza¢ pogrubion¡ czcionk¡, np. K. Przypomnijmy, »e w systemie tego typu symbo-
lem fab (dla a ≥ b ≥ n0) oznaczamy zªo»enie fb ◦ fb+1 ◦ . . . ◦ fa−1 : Ka → Kb.

Uwaga 8.2. Wszelkie systemy odwrotne b¦dziemy domy±lnie traktowa¢ jako indeksowane pocz¡wszy
od zera. Innymi sªowy, dowolne wyra»enie postaci K = (Kn)n≥n0 nale»y ±ci±le rozumie¢ jako system
postaci (Km+n0)m≥0. Konwencja ta jest istotna dla znaczenia de�nicji 8.4 i lematu 8.11.

De�nicja 8.3. Podsystemem w systemie K = (Kn, fn)n≥0 nazwiemy dowolny system odwrotny po-
staci L =

(
Ln+k, fn+k

∣∣
Ln+k+1

)
n≥0

, gdzie

k ≥ 0, Lk jest podkompleksem w Kk, Ln+k = (fn+k
k )−1(Lk) dla n ≥ 0.
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W powy»szej sytuacji powiemy, »e L jest podsystemem K generowanym przez podkompleks Lk, i ozna-
czymy go przez K[Lk]. Je±li k = 0, powiemy, »e L jest zawarty w K.

Dekapitacj¦ systemuK = (Kn)n≥0 (ozn.K↓) de�niujemy jakoK[K1], czyli efekt usuni¦cia zK poziomu
o najni»szym numerze.

De�nicja 8.4. Izomor�zmem pomi¦dzy systemami odwrotnymi K = (Kn, fn) i L = (Ln, gn) nazwie-
my ci¡g I = (in)n≥0 izomor�zmów symplicjalnych in : Kn → Ln dla n ≥ 0 takich, »e

gn ◦ in+1 = in ◦ fn dla n ≥ 0.

Je±li kompleksy K, L rozpatrujemy wraz z przyporz¡dkowaniem sympleksom ich typów (jak w de-
�nicji 1.9), izomor�zm I = (in) : K → L nazwiemy typowanym, je±li wszystkie jego skªadowe in
zachowuj¡ typy sympleksów.

Typowanym wªo»eniem systemu K w L b¦dziemy nazywa¢ typowany izomor�zm mi¦dzy K a pewnym
systemem L′ zawartym w L.

Uwaga 8.5. U»ywaj¡c powy»szych de�nicji, mo»na (w ±wietle uwagi 8.2) przeformuªowa¢ waru-
nek (iii) z de�nicji 1.9 nast¦puj¡co: dla dowolnych sympleksów s ∈ Ki, s′ ∈ Kj tego samego typu ist-
nieje typowany izomor�zm K[s] ' K[s′] (gdzie K oznacza rozwa»any w de�nicji 1.9 system (Kn, fn)).

8.1.2 De�nicja i podstawowe wªasno±ci

De�nicja 8.6. Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡ i x∗ ∈ X. Par¦ (X, x∗) nazwiemy
kompaktem Markowa z osobliwo±ci¡, je±li X mo»na przedstawi¢ jako granic¦ odwrotn¡ systemu K =
(Kn, fn)n≥0, gdzie dla n ≥ 0 w wielo±cianie Kn wyró»niono wierzchoªek xn, a przy tym:

(i) system K speªnia warunki (i-ii) z de�nicji 1.9;

(ii) odwzorowania fn zachowuj¡ wierzchoªki wyró»nione, a zbudowana z nich ni¢ (xn)n≥0 ∈ lim
←−

K

odpowiada punktowi x∗ ∈ X;

(iii) sympleksom wK niezawieraj¡cym wierzchoªka wyró»nionego (które b¦dziemy nazywa¢ nieosobli-
wymi) mo»na przypisa¢ sko«czenie wiele typów tak, by dla dowolnych sympleksów nieosobliwych
s ∈ Ki, s′ ∈ Kj maj¡cych ten sam typ istniaª typowany izomor�zm K[s] ' K[s′].

Wªasno±¢ rozdrabniania dla kompaktu Markowa z osobliwo±ci¡ rozumiemy tak, jak w de�nicji 1.10b.

Uwaga 8.7. De�nicja 8.6 powstaje z de�nicji 1.9 poprzez wyª¡czenie spod typowania sympleksów
osobliwych. Intuicyjnie oznacza to rezygnacj¦ z markowowsko±ci lokalnie wokóª punktu osobliwego x∗ ∈
X0. Intuicji tej nadamy sens topologiczny (przy zaªo»eniu wªasno±ci rozdrabniania) w fakcie 8.9c.

NiechX b¦dzie kompaktem Markowa z osobliwo±ci¡, wyznaczonym przez systemK = (Kn, fn) z punk-
tami wyró»nionymi xn ∈ Kn.

De�nicja 8.8. Cz¦±ci¡ regularn¡ kompleksu Kn (ozn. Reg(Kn)) nazwiemy sum¦ jego sympleksów
nieosobliwych.

W dalszej cz¦±ci rozdziaªu 8.1 oznaczamy przez Rn podsystem K[Reg(Kn)].

Fakt 8.9. Niech X b¦dzie kompaktem Markowa z osobliwo±ci¡, wyznaczonym przez system K =
(Kn, fn)n≥0 z punktami wyró»nionymi xn ∈ Kn. Wówczas:
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(a) Dla ka»dego n ≥ 0 podsystem R↓n jest zawarty w Rn+1;

(b) Dla ka»dego n ≥ 0 podsystem Rn jest (peªnoprawnym) kompaktem Markowa;

(c) Je±li X ma wªasno±¢ rozdrabniania, to granice systemów Rn dla n ≥ 0 (traktowane jako pod-
zbiory X) daj¡ w sumie X \ {x∗}.

Dowód. (a) Poniewa» fn(xn+1) = xn /∈ Reg(Kn), przeciwobraz f−1
n

(
Reg(Kn)

)
nie zawiera wierzchoªka

wyró»nionego xn+1, a wi¦c wszystkie jego sympleksy s¡ nieosobliwe, co oznacza, »e jest on zawarty
w Reg(Kn+1). Wobec tego R↓n = K[f−1

n

(
Reg(Kn)

)
] jest zawarty w Rn+1 = K[Reg(Kn+1)].

(b) Sprawdzili±my przed chwil¡, »e dla dowolnego sympleksu nieosobliwego s ∈ Kn w przeciwobra-
zie f−1

n (s) le»¡ wyª¡cznie sympleksy nieosobliwe, sk¡d indukcyjnie wynika, »e Rn zawiera wyª¡cznie
sympleksy nieosobliwe. Poniewa» w±ród takich sympleksów obowi¡zuje warunek (iii) z de�nicji 1.9,
system Rn zadaje kompakt Markowa.

(c) Ustalmy dowolne i ≥ 0. Niech πn : X → Kn oznacza kanoniczne rzutowanie dla systemu odwrotne-
go K. Wówczas granic¡ systemu Rn jest przeciwobraz π−1

n (Reg(Kn)). Je±li wi¦c pewien punkt x ∈ X
nie nale»y do sumy granic systemów Rn, to dla ka»dego n ≥ 0 punkt πn(x) musi le»e¢ w pewnym
sympleksie osobliwym sn ∈ Kn. W szczególno±ci dla n ≥ i zachodzi

d(πi(x), xi) = d
(
fni (πn(x)), fni (xn)

)
≤ diam fni (sn) −→

n→∞
0,

gdzie ostatnia zbie»no±¢ wynika z wªasno±ci rozdrabniania dla systemu K. St¡d wnioskujemy, »e
πi(x) = xi, a wówczas z dowolno±ci i ≥ 0 wynika, »e x = x∗, co nale»aªo sprawdzi¢.

8.1.3 Kompakty wstecznie regularne

De�nicja 8.10. Przy oznaczeniach z rozdziaªu 8.1.2 kompakt Markowa z osobliwo±ci¡ X nazwiemy
wstecznie regularnym, je±li istnieje homeomor�zm ϕ : X → X oraz typowane wªo»enia ϕn : Rn → R↓n
takie, »e dla ka»dego n ≥ 0 zachodz¡ warunki:

• ϕn+1(Rn+1) jest zawarty w R↓↓n ;

• odwzorowanie graniczne lim
←−

ϕn : lim
←−

Rn → lim
←−

R↓n jest zgodne z ϕ.

Lemat 8.11. Niech X b¦dzie wstecznie regularnym kompaktem Markowa z osobliwo±ci¡, z wªasno±ci¡
rozdrabniania, o strukturze zadanej przez system K. Wówczas, przy powy»szych oznaczeniach, prze-
strze« X \ {x∗} mo»na przedstawi¢ jako granic¦ odwrotn¡ systemu R, otrzymanego jako granica prosta
(tj. przez zsumowanie na ka»dym poziomie) ci¡gu wªo»e«:

R0
ϕ0 //R↓0

ϕ0 //R↓↓0
ϕ0 // . . .(8.1)

Uwaga 8.12. Poniewa» zgodnie z uwag¡ 8.2 numerujemy w systemach odwrotnych poziomy od ze-
ra, powoduje to, »e system R budujemy poprzez uto»samienia sympleksów pochodz¡cych z ró»nych
poziomów wyj±ciowego systemu K. Dokªadniej, je±li oznaczymy R = (Xn, gn)n≥0 oraz ϕ0 = (ϕ0,n)n≥0,
to Xn jest granic¡ prost¡ ci¡gu wªo»e« kompleksów

(fn0 )−1(Reg(K0))
ϕ0,n // (fn+1

0 )−1(Reg(K0))
ϕ0,n+1 // (fn+2

0 )−1(Reg(K0))
ϕ0,n+2 // . . . ,

za± gn : Xn+1 → Xn jest zgodn¡ suma odpowiednich obci¦¢ postaci fn+k

∣∣
(fn+k+1

0 )−1(Reg(K0))
dla k ≥ 0.
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Uwaga 8.13. Przypomnijmy, »e przy zaªo»eniach lematu 8.11 z faktu 8.9b wynika, »e system R0

jest zwykªym kompaktem Markowa. W takim razie lemat 8.11 wskazuje, »e systemy z osobliwo±ci¡
efektywnie równie» powstaj¡ (przy zaªo»eniu wªasno±ci rozdrabniania oraz wstecznej regularno±ci)
z poª¡czenia sko«czenie wielu rodzajów �cegieªek budulcowych� � w znaczeniu co najmniej podobnym
do tego, w jakim u»yto tego okre±lenia w [4], motywuj¡c wprowadzenie samego poj¦cia kompaktu
Markowa. Pomini¦cie punktu x∗ w takim opisie nie wydaje si¦ za± istotnym mankamentem, poniewa»
przestrze« X mo»na odtworzy¢ z niego jako uzwarcenie jednopunktowe przestrzeni X \ {x∗} = lim

←−
R.

Dowód lematu 8.11. Niech R↓k0 oznacza k-krotn¡ dekapitacj¦ R0. Niech R0 ⊆ X b¦dzie granic¡ sys-
temu R0 (jest to zarazem granica R↓k0 dla dowolnego k ≥ 0). Poniewa» dowolna ni¢ w R pochodzi
z jednego z systemów w ci¡gu (8.1), za± nici pochodz¡ce z s¡siednich systemów w tym ci¡gu uto»-
samiane s¡ przy pomocy wªo»enia ϕ0 : R0 → R0, które na mocy de�nicji 8.10 indukuje w granicy
obci¦cie ϕ

∣∣
R0

: R0 → R0, granica odwrotna systemu R musi pokrywa¢ si¦ z sum¡ systemu wªo»e«

R0

ϕ|R0 // R0

ϕ|R0 // R0

ϕ|R0 // . . .(8.2)

Poniewa» ϕ : X → X jest homeomor�zmem speªniaj¡cym ϕ(R0) ⊆ R0 (co wywnioskowali±my powy»ej
z de�nicji 8.10), ªatwo wywnioskowa¢ indukcyjnie, »e ci¡g podzbiorów

(
ϕ−n(R0)

)
n≥0

jest wst¦puj¡cy.
Oznaczaj¡c przez id naturalne wªo»enia podzbiorów X, otrzymujemy przemienny diagram

R0

ϕ|R0 // R0

ϕ|R0 // R0

ϕ|R0 // . . .

R0
id //

id

OO

ϕ−1(R0) id //

ϕ

OO

ϕ−2(R0) id //

ϕ2

OO

. . .

Wynika st¡d, »e

lim
←−

R =
⋃
n≥0

ϕ−n(R0) ⊆ X.(8.3)

Jednak z de�nicji 8.10 wynika, »e dla ka»dego n ≥ 1 zachodzi

lim
←−

Rn−1 ⊇ lim
←−

R↓↓n−1 = lim
←−

ϕn(Rn) = ϕ
(

lim
←−

Rn

)
,(8.4)

sk¡d przez indukcj¦ wynika, »e lim
←−

Rn ⊆ ϕ−n(R0) dla dowolnego n ≥ 0, a wi¦c suma (8.3) jest równa

przynajmniej sumie S =
⋃
n≥0 lim

←−
Rn. Zauwa»my teraz, »e z faktu 8.9c mamy S = X \{x∗}. Z drugiej

strony, z (8.4) wynika równie», »e ϕn(S) ⊆ S, zatem x∗ musi by¢ punktem staªym dla ϕn, zatem z jego
nienale»enia do R0 wynika jego nienale»enie do sumy (8.3). Tym samym wykazali±my, »e suma ta jest
równa zbiorowi X \ {x∗}, co ko«czy dowód.

8.2 Typ samopotomny

W caªym rozdziale 8 zakªadamy, »e G jest sko«czenie generowan¡ grup¡ hiperboliczn¡, za± (Un) quasi-
G-niezmienniczym systemem pokry¢ G-przestrzeni X = ∂G (rozpatrywanej z dziaªaniem G przez
lewostronne przesuni¦cia). Przypomnijmy, »e przykªadem takiego systemu jest ci¡g (Sn), zde�niowany
w rozdziale 3.3. Zaªo»enie, »e X = ∂G, zostanie wykorzystane w dowodzie faktu 8.17.

Oznaczmy U =
⋃
n Un oraz Ũ =

⋃
n Ũn. Dla dowolnego U ∈ Un liczb¦ n nazwiemy gª¦boko±ci¡ (albo

poziomem) zbioru U .
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Niech J oznacza staª¡ skoku dla systemu Ũ . Dla dowolnego U ∈ U elementy V ∈ U zawarte w U oraz
maj¡ce gª¦boko±¢ wi¦ksz¡ ni» U o pewn¡ wielokrotno±¢ J nazwiemy potomkami U ; zbiór U b¦dziemy
z kolei w takiej sytuacji nazywa¢ przodkiem zbioru V .

Fakt 8.14. W rodzinie Ũ istnieje typ τm taki, »e dowolny niepusty potomek U zbioru typu τm posiada
potomka U ′ typu τm.

Dowód. Niech T̃ oznacza zbiór typów wyst¦puj¡cych w Ũ . De�niujemy w T̃ relacj¦ potomno±ci :

τ1  τ2 ⇔ τ1 = τ2 lub ∃U1,U2∈U typów τ1,τ2 U2 jest potomkiem U1(8.5a)

⇔ τ1 = τ2 lub ∀U1∈U typu τ1 ∃U2∈U typu τ2 U2 jest potomkiem U1.(8.5b)

Równowa»no±¢ powy»szych dwóch warunków wynika z warunku (QI4c). Z de�nicji wynika, »e relacja
 jest przechodnia. Niech τ1 ∼ τ2 oznacza sytuacj¦ τ1  τ2  τ1; wówczas ∼ jest relacj¡ równowa»-
no±ci, za± relacja  przenosi si¦ w naturalny sposób na klasy abstrakcji wzgl¦dem ∼, poniewa»

je±li τ1  τ2, τ ′1 ∼ τ1, τ ′2 ∼ τ2, to τ ′1  τ ′2.

Poniewa» [τ1]  [τ2]  [τ1] implikuje [τ1] = [τ2], relacja  na T̃ / ∼ jest cz¦±ciowym porz¡dkiem
na zbiorze sko«czonym. Niech [τm] b¦dzie jego elementem maksymalnym (tj. bez nast¦pników wzgl¦-
dem  ); wówczas typ τm ma »¡dan¡ wªasno±¢. Istotnie, je±li U0 jest dowolnym zbiorem typu τm, to
dla dowolnego potomka U zbioru U0 mamy z (8.5a) τm  T (U), co na mocy maksymalno±ci [τm] daje
[τm] = [T (U)], a wi¦c te» T (U) τm. Wobec tego z (8.5b) wynika, »e U posiada potomka U ′ typu τm,
co nale»aªo sprawdzi¢.

Wniosek 8.15. Niech τm oznacza typ otrzymany w fakcie 8.14. Wówczas istniej¡ l > 0 oraz Ux, Uy ∈ Ũ
takie, »e

Uy ⊆ Ux, T (Ux) = T (Uy) = τm, |y| = |x|+ l, J | l.(8.6)

Dowód. Wybierzmy dowolnie x ∈ G tak, by T (Ux) = τm. Niech p b¦dzie dowolnym elementem Ux;
wówczas Ux zawiera kul¦ w X o ±rodku w p i pewnym promieniu ε. Na mocy wªasno±ci (QI1) istnieje
k > |x| takie, »e J | k− |x| oraz maxU∈Uk diamU < ε

2
. Poniewa» Uk jest pokryciem X, istnieje U ∈ Uk

zawieraj¡ce p. Mamy wówczas

U ⊆ B(p, diamU) ⊆ B(p, ε
2
) ⊆ Ux.

Z wªasno±ci typu τm wynika, »e U posiada z kolei potomka Uy b¦d¡cego równie» typu τm. Wówczas y
speªnia »¡dane wªasno±ci.

Fakt 8.16. Niech L oznacza zbiór liczb naturalnych l > 0, dla których istniej¡ Ux, Uy ∈ Ũ takie, »e
Ux, Uy, l speªniaj¡ warunki (8.6). Oznaczmy przez d najwi¦kszy wspólny dzielnik wszystkich elemen-
tów L. Wówczas:

(a) Je±li l ∈ L, to dla ka»dego Ux ∈ Ũ typu τm istnieje Uy ∈ Ũ takie, »e Ux, Uy, l speªniaj¡ (8.6);

(b) Zbiór L jest niepusty i addytywny (tzn. je±li l1, l2 ∈ L, to l1 + l2 ∈ L);

(c) Zbiór L zawiera wszystkie odpowiednio du»e wielokrotno±ci d.
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Dowód. (a) Niech Ux ∈ U b¦dzie typu τm, i niech l ∈ L, co oznacza, »e l wraz z pewnymi Ux′ , Uy′
speªnia (8.6). Wówczas przyjmuj¡c g = xx′−1 z wªasno±ci (QI4c) otrzymujemy:

Ugy′ = g · Uy′ ⊆ g · Ux′ = Ux, T (gy′) = T (y′) = τm, |gy′| = |x|+ l,

co oznacza, »e zbiory Ux, Ugy′ wraz z liczb¡ l speªniaj¡ warunki (8.6).

(b) Niepusto±¢ zbioru L wynika z wniosku 8.15, za± jego addytywno±¢ z punktu (a). Istotnie, je±li
zbiory Ux, Uy wraz z liczb¡ l1 > J speªniaj¡ (8.6), a ponadto l2 ∈ L, to na mocy punktu (a) istnieje
Uz takie, »e

Uz ⊆ Uy ⊆ Ux, T (Uz) = τm, |z| = |y|+ l2 = |x|+ l1 + l2.

(c) Niech L = {l1, l2, . . .} i niech dn = NWD(l1, . . . , ln). Poniewa» dn jest nierosn¡cym ci¡giem liczb
naturalnych, musi si¦ stabilizowa¢, zatem dla pewnego n zachodzi dn = d. Wobec tego dla pewnych
a1, . . . , an ∈ Z zachodzi

a1l1 + . . .+ anln = d.

Zwi¦kszaj¡c ka»de ai o pewn¡ wielokrotno±¢ l1, mo»emy uzyska¢ nowe wspóªczynniki a′1, . . . , a
′
n ∈ N

takie, »e
a′1l1 + . . .+ a′nln ≡ d (mod l1).

Oznaczmy powy»sz¡ liczb¦ przez S. Wówczas S ∈ L, a ponadto ªatwo sprawdzi¢, »e dowolna odpo-
wiednio du»a wielokrotno±¢ d jest postaci aS + bl1 dla pewnych a, b ∈ N, zatem te» nale»y do L.

8.3 Póªniezmiennicza �ltracja An

8.3.1 Konstrukcja

Niech τm, L oraz d = NWD(L) oznaczaj¡ to samo, co w rozdziale 8.2. Niech x ∈ G b¦dzie dowolnym
elementem takim, »e Ux ∈ Ũ jest typu τm. Na mocy faktu 8.16 istnieje y ∈ G takie, »e

Uy ⊆ Ux, T (Uy) = T (Ux) = τm, |y| = |x|+ L,(8.7a)

przy czym mo»emy zaªo»y¢, »e liczba L przekracza staª¡ skoku dla systemu (Un), a tak»e staª¡ L0

uzyskan¡ dla tego systemu w lemacie 3.21. Oznaczmy

g = yx−1, xn = gnx, An = gn · Ux, Bn = X \ An (dla n ∈ Z).(8.7b)

Poniewa» T (Uy) = T (Ux), z wªasno±ci (QI4a) mamy A1 = g · Ux = Uy. St¡d A0 ⊇ A1 i wobec tego,
dziaªaj¡c elementem gn, otrzymujemy

An ⊇ An+1 dla n ∈ Z.(8.7c)

Co wi¦cej, stosuj¡c (QI4c) dla zbiorów Ux ⊇ Uy oraz kolejnych Ugnx, otrzymujemy indukcyjnie, »e:

An = Ugnx, T (gnx) = τm, |gnx| = |x|+ nL dla n ≥ 0.(8.7d)

Zauwa»my, »e dla ustalonego D ∈ N zast¦puj¡c x, y przez elementy gDx, gDy mo»emy uzyska¢
przesuni¦cie numeracji zbiorów An i Bn: wªasno±ci (8.7) wówczas zachowuj¡ si¦, a ponadto (8.7d)
wzmacnia si¦ do postaci

An = Ugnx, T (gnx) = τm, |gnx| = |x|+ nL dla n ≥ −D.(8.7e)

Dla wygody w dalszej cz¦±ci rozwa»a« przyjmiemy, »e D jest staª¡ równ¡ przynajmniej 2.
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8.3.2 Wªasno±ci topologiczne

Poniewa» gª¦boko±ci zbiorów An rosn¡, z (QI1) mamy diamAn → 0. Wynika st¡d, »e przeci¦cie⋂∞
n=0An =

⋂∞
n=0An skªada si¦ z jednego punktu, który jest staªy dla dziaªania elementem g; oznaczy-

my ten punkt przez x∞.

Zauwa»my te», »e An ) An+1 dla ka»dego n ∈ Z, poniewa» w przeciwnym razie dziaªaj¡c pot¦gami g
otrzymaliby±my, »e An = An+1 dla ka»dego n, co jest niemo»liwe. W szczególno±ci |B0| =∞.

Fakt 8.17. Rodzina (intB−n)n≥0 stanowi baz¦ otocze« pewnego punktu x−∞ ∈ X.

Dowód. Z twierdzenia 5.2 w [7] wynika, »e istniej¡ a, b ∈ X oraz podci¡g (g−ni)i∈N takie, »e

dziaªania elementami g−ni zbiegaj¡ do b niemal jednostajnie na zbiorze X \ {a}.(8.8)

Przyjmujemy x−∞ := b. Poniewa» zbiór intB0 ma przynajmniej dwa elementy, istnieje w nim element
p 6= a; wówczas mamy limi→∞ g

−ni · p = x−∞. Jednak skoro zbiory g−n · intB0 = intB−n tworz¡
ci¡g zst¦puj¡cy, punkt x−∞ musi nale»e¢ do ka»dego z nich. To oznacza, »e (intB−n)n≥0 jest ci¡giem
otocze« x−∞. W takim razie x−∞ 6= x∞, a poniewa» x∞ jest punktem staªym dla dziaªania g, musi
zachodzi¢ x∞ = a. Wobec tego a /∈ B0, a wi¦c stosuj¡c ponownie (8.8) otrzymujemy, »e diamB−n → 0,
co dowodzi, »e ci¡g (intB−n)n≥0 stanowi baz¦ otocze« x−∞.

De�nicja 8.18. Niech k ≥ 0 i U ∈ Ũn. Wówczas k-gwiazd¡ zbioru U nazwiemy sum¦ U i wszystkich
jego s¡siadów w odlegªo±ci co najwy»ej k:

stk(U) =
⋃{

Uk
∣∣ U0, U1, . . . , Uk ∈ Un, U0 = U, Ui−1 ∩ Ui 6= ∅ dla 1 ≤ i ≤ k

}
.

Nie wymagamy przy tym, by zbiory U0, . . . , Uk byªy parami ró»ne. Zauwa»my, »e

diam stk(U) ≤ (2k + 1) ·max
U ′∈U

diamU ′.

Fakt 8.19. Dla dowolnego k ∈ Z istnieje ηk takie, »e dla n ≥ ηk dowolny zbiór U ∈ Un wraz ze swoj¡
2-gwiazd¡ zawiera si¦ w Ak lub w Bk+1.

Dowód. Poniewa» {Ak, intBk+1} jest otwartym pokryciem X, wystarczy wzi¡¢ n tak du»e, by ±rednice
elementów Un nie przekraczaªy ε

5
, gdzie ε jest liczb¡ Lebesgue'a tego pokrycia.

8.3.3 Przesuwalno±¢

Przypomnijmy, »e D ≥ 2 jest staª¡ wprowadzon¡ na u»ytek warunku (8.7e).

De�nicja 8.20. Niech k ≥ −D. Zbiór U ∈ Un nazwiemy k-wewn¦trznym, je±li:

U 6= ∅, U ⊆ Ak, n ≥ |x0|+ (k + 1)L.

Rodzin¦ zbiorów k-wewn¦trznych w Un oznaczymy przez U (k)
n , za± rodzin¦ wszystkich zbiorów k-

wewn¦trznych przez U (k). Zauwa»my, »e U (k1) ⊇ U (k2) dla k1 ≤ k2.

Fakt 8.21. Niech k, l ≥ −D. Wówczas je±li U ∈ U (k)
n , to gl−k · U ∈ U (l)

n+(l−k)L.

Dowód. Poniewa» zachodzi (8.7e), wystarczy zastosowa¢ (QI4c) dla zbiorów Ak ⊇ U oraz Al.
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8.4 Przedªu»anie regularno±ci z A0 na X

Okre±lone przed chwil¡ zbiory An dla n ≥ −D wskazuj¡ obszar, w którym � na mocy faktu 8.21 �
system pokry¢ (Un) przejawia zachowanie niezmiennicze ze wzgl¦du na dodatnie pot¦gi elementu g (pod
warunkiem zachowania odpowiednio du»ej gª¦boko±ci, co uj¦li±my w poj¦ciu zbioru k-wewn¦trznego).
Zgodnie z zapowiedzi¡ z pocz¡tku rozdziaªu 8, zde�niujemy teraz nowe pokrycia Vn, staraj¡c si¦:
• pozostawi¢ bez zmian cz¦±¢ zawart¡ w A0 (a ±ci±lej: zbiory 0-wewn¦trzne);
• zast¡pi¢ zbiory poªo»one poza A0 przesuni¦ciami zbiorów 0-wewn¦trznych o ujemne pot¦gi g
(czym rozszerzymy obszar samopodobie«stwa zwi¡zanego z dziaªaniem g poza zbiór A−D);
• wprowadzi¢ dodatkowy zbiór specjalny w celu pokrycia punktu x−∞.

Przy tym, aby zapewni¢ sko«czono±¢ ka»dego z pokry¢ Vn, obszar samopodobie«stwa b¦dziemy zwi¦k-
sza¢ stopniowo wraz z gª¦boko±ci¡ pokrycia: w Vn umie±cimy przesuni¦cia zbiorów z U (0) jedynie
w granicach okre±lonych przez zbiór A−n. Oznacza to, »e wykonalno±¢ przesuni¦cia o element g−m

b¦dzie wci¡» ograniczona � dozwolone warto±ci m b¦d¡ lokalnie rosn¡¢ wraz z gª¦boko±ci¡ pokrycia.

8.4.1 De�nicja pokrycia Vn

Okre±lamy

n0 = max
({
ηk
∣∣ −D ≤ k ≤ D

}
∪ {|x0|+ (D + 1)L}

)
,(8.9)

gdzie ηk s¡ staªymi otrzymanymi z faktu 8.19. Przyjmujemy od tej pory, »e system pokry¢ (U)n
rozpatrujemy wyª¡cznie dla indeksów n ≥ n0. Powoduje to w szczególno±ci, »e dla ka»dego U ∈ U
mamy

U ∈ U (k) ⇐⇒ ∅ 6= U ⊆ Ak dla −D ≤ k ≤ D.(8.10)

De�nicja 8.22. Dla dowolnego n ≥ n0 de�niujemy

Vn =
{
g−n · U

∣∣ U ∈ Ũ2nL, U ⊆ A0

}
∪ {Hn}

gdzie Hn jest sum¡ wszystkich zbiorów nale»¡cych do rodziny

Hn =
{
g−n · U

∣∣ U ∈ Ũ2nL, U 6⊆ A0

}
.

Elementy Vn ró»ne od Hn b¦dziemy nazywa¢ zwyczajnymi.

Uwaga 8.23. Poniewa» przesuni¦cie zbioru wewn¦trznego elementem g−n w zakresie dozwolonym
przez fakt 8.21 powoduje spadek gª¦boko±ci o warto±¢ nL, powy»sz¡ de�nicj¦ nale»y rozumie¢ tak,
»e pokrycie Vn jest rozszerzeniem �cz¦±ci 0-wewn¦trznej� UnL (a nie U2nL). Obserwacj¦ t¦ u±ci±lamy
poni»ej w fakcie 8.24. Powi¡zanie Vn z UnL zamiast Un jest do±¢ arbitralne i sªu»y gªównie uproszczeniu
notacji; dzi¦ki temu wªasno±¢ gwiazdy b¦dzie miaª caªy system (Vn), a nie jedynie podci¡g (VnL).

Mniej arbitralny jest dobór zbioru Hn: wprawdzie dla samego zapewnienia, by Vn byªo pokryciem X,
wystarczyªoby wzi¡¢ np. Hn = Bn−1 (co wynika z faktu 8.25), jednak przyj¦te rozwi¡zanie ma t¦
zalet¦, »e pozwala zachowa¢ wymiary sympleksów w nerwach pokry¢ Vn.

8.4.2 Wªasno±ci pomocnicze

Fakt 8.24. Dla dowolnego n ≥ n1 zachodzi

Vn ⊇
{
g−k · U

∣∣ U ∈ U (max(k−n,−D))
(n+k)L , k ≥ 0

}
⊇ U (−D)

nL .
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Dowód. Niech k ≥ 0, za± U speªnia warunki z de�nicji ±rodkowego zbioru. Wówczas z faktu 8.21 mamy

g−k · U = g−n ·
(
gn−k · U

)
, przy czym gn−k · U ∈ U (max(0, n−k−D))

2nL ⊆ U (0)
2nL,

zatem z de�nicji g−k ·U ∈ Vn, co dowodzi pierwszej z inkluzji. Drug¡ otrzymujemy, kªad¡c k = 0.

Fakt 8.25. Dla n ≥ n0 zachodzi Hn+1 ⊆ B−n ⊆ Hn.

Dowód. 1. Niech V = g−(n+1) ·U ∈ Hn+1. Wówczas U 6⊆ A0, zatem z faktu 8.19 mamy U ⊆ B1, a wi¦c
V ⊆ B−n. Z dowolno±ci wyboru V wynika, »e Hn+1 ⊆ B−n.

2. Poniewa» U2nL pokrywa X, zbiór B0 zawiera si¦ w sumie rodziny W = {W ∈ U2nL |W ∩ B0 6= ∅}.
Jednak dla dowolnego W ∈ W mamy

W ∩B0 6= ∅ ⇒ W 6⊆ A0 ⇒ g−n ·W ∈ Hn,

a wi¦c B−n ⊆
⋃
W∈W g

−n ·W ⊆ Hn.

Fakt 8.26. Je±li n ≥ n0, 0 ≤ d ≤ D i U ∈ U (d−D)
(2n−d)L, to g

−n ·U zawiera si¦ w pewnym elemencie Vn−d.

Dowód. Zauwa»my, »e zbiór U ′ = g−n · U mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co:

U ′ = g−(n−d) ·
(
g−d · U

)
, przy czym g−d · U ∈ U (−D)

(2n−2d)L.

W takim razie je±li g−d · U ⊆ A0, to U ′ jest elementem zwyczajnym Vn−d, natomiast w przeciwnym
razie U ′ nale»y do Hn−d i wobec tego zawiera si¦ w Hn−d.

Fakt 8.27. Dla dowolnych n ≥ n0, 0 ≤ k ≤ n oraz V ∈ Vn zachodzi co najmniej jedna z mo»liwo±ci:

• V ⊆ B−k+1;

• V ⊆ A−k, a ponadto V = g−k · U dla pewnego U ∈ Ũ (0)
(n+k)L.

Dowód. Je±li V = Hn, to z faktu 8.25 mamy V ⊆ B−n+1 ⊆ B−k+1.

Niech wi¦c V ∈ Vn b¦dzie zwyczajny; wybierzmy przedstawienie V w postaci

V = g−m · U, gdzie m ≥ 0, U ∈ U (0)
(n+m)L

dla najmniejszej mo»liwej warto±ci m. (Z de�nicji 8.22 wynika, »e m ≤ n). Rozwa»my dwa przypadki:

• Je±li m ≤ k, to V = g−m · U = g−k · (gk−m · U), przy czym gk−m · U ∈ U (k−m)
(n+k)L ⊆ U

(0)
(n+k)L. St¡d

wynika natychmiast, »e V ⊆ A−k.

• W przeciwnym razie z minimalno±ci m oraz nierówno±ci m > k ≥ 0 wynika, »e zbiór U ′ = g−1 ·U
nie zawiera si¦ w A0. Wobec tego z faktu 8.19 oraz nierówno±ci n+ (m− 1)L ≥ n ≥ n0 wynika,
»e U ′ ⊆ B1, a st¡d V = g−m+1 · U ′ ⊆ g−m+1 ·B1 ⊆ B−m+2 ⊆ B−k+1.
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8.4.3 Wykonalno±¢ konstrukcji granicy odwrotnej

Lemat 8.28. Istnieje n1 ≥ n0 takie, »e ci¡g pokry¢ (Vn)n≥n1 speªnia zaªo»enia twierdzenia 3.2. Po-
nadto zachodzi supn≥n1

rankVn ≤ supn≥0 rank Un.

Dowód. Z de�nicji wynika, »e rodzina Vn jest sko«czona oraz zawiera zbiory otwarte i niepuste (nie-
pusto±¢ zbiorów Hn wynika z faktu 8.25). Jest te» pokryciem X, poniewa» z de�nicji mamy⋃

V ∈Vn

V =
⋃

U∈Ũ2nL

g−n · U = X.

Z de�nicji wynika równie», »e je±li punkt p ∈ X nale»y do przeci¦cia k parami ró»nych elementów Vn,
to gn · p nale»y do przeci¦cia (co najmniej) k parami ró»nych elementów U2nL. Wobec tego mamy
rankVn ≤ rankU2nL. Tym samym sprawdzili±my warunki (i) i (ii) w tre±ci twierdzenia 3.2.

Aby sprawdzi¢ warunek (iii), wybierzmy dowolne ε > 0. Wówczas na mocy faktu 8.17 istnieje nε takie,
»e diamB−nε < ε. Dalej, z faktu 8.27 wynika, »e dowolny zbiór V ∈ Vn musi zawiera¢ si¦ w B−nε
lub mie¢ posta¢ g−(nε+1) · U dla pewnego U ∈ U(n+nε+1)L. Dla dostatecznie du»ych n oznacza to, »e
diamV < ε, poniewa» ci¡g rodzin ({g−(nε+1) ·U |U ∈ Um})m≥0 ma wªasno±¢ rozdrabniania, co wynika
poprzez uwag¦ 1.11 st¡d, »e (Um)m≥0 ma wªasno±¢ rozdrabniania oraz »e dziaªanie elementem g−(nε+1)

jest homeomor�zmem. Tym samym wykazali±my warunek (iii).

Pozostaje warunek (iv), czyli wªasno±¢ gwiazdy.

Niech n > 0, V0 ∈ Vn i niech V1, . . . , Vk b¦d¡ wszystkimi jego s¡siadami w Vn. Rozwa»amy dwa
przypadki:

1. Zaªó»my, »e Vi s¡ wszystkie zwyczajne, tj. dla 0 ≤ i ≤ k mamy Vi = g−n · Ui, gdzie Ui ∈ U (0)
2nL.

Z wªasno±ci gwiazdy dla ci¡gu pokry¢ (UnL)n≥0 wynika, »e istnieje zbiór U ′ ∈ U(2n−1)L zawieraj¡cy
wszystkie Ui; wobec tego zbiory Vi zawieraj¡ si¦ wszystkie w g−n · U ′.
Z drugiej strony, poniewa» Ui ⊆ A0, mamy U ′ 6⊆ B0. Zatem na mocy faktu 8.19 mamy U ′ ⊆ A−1,
a st¡d na mocy faktu 8.26 zbiór g−n · U ′ zawiera si¦ w pewnym elemencie Vn−1.

2. Pozostaje przypadek, gdy Vi0 = Hn dla pewnego 0 ≤ i0 ≤ k; wtedy dla i ∈ {0, . . . , k} \ {i0} mamy

Vi = g−n · Ui, gdzie Ui ∈ U (0)
2nL.

Wybierzmy dowolne i1 ∈ {0, . . . , k} \ {i0}. Wówczas musi istnie¢ 0 ≤ j ≤ k takie, »e Vj przecina si¦
niepusto zarówno z Vi1 , jak z Vi0 ; mo»na przy tym wymaga¢, by j 6= i0. Wówczas mamy

∅ 6= gn ·
(
Vj ∩Hn

)
= Uj ∩ (gn ·Hn) = Uj ∩

⋃
U∈Un\U(0)

n

U,

zatem istnieje U ∈ Un niezawarte w A0 i takie, »e U ∩ Uj 6= ∅. Wówczas, korzystaj¡c z faktu 8.19,
mamy

Ui1 ⊆ st1 Uj ⊆ st2 U ⊆ B1 ⇒ Vi1 ⊆ g−n ·B1 = B−(n−1).

Zatem caªa gwiazda zbioru V0 zawiera si¦ w Hn ∪B−(n−1), czyli (na mocy faktu 8.25) w Hn−1.

8.5 System odwrotny (K̃n)

Niech (K̃n, f̃n) oraz (Kn, fn) b¦d¡ systemami odwrotnymi kompleksów otrzymanymi z twierdzenia 3.2
odpowiednio dla ci¡gów pokry¢ (Vn)n≥n1 oraz (UnL)n≥n1 , gdzie n1 oznacza staª¡ z lematu 8.28. Ci¡gi
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te speªniaj¡ zaªo»enia twierdzenia 3.2, co wynika w pierwszym przypadku z lematu 8.28, za± w drugim
z wniosku 3.22 (poniewa» w (8.7a) wybrali±my odpowiednio du»¡ warto±¢ L). Co wi¦cej, z twierdze-
nia 4.1 wynika, »e system (Kn, fn) zadaje kompakt Markowa z wªasno±ci¡ rozdrabniania. W oparciu
o t¦ wiedz¦ sprawdzimy teraz, »e (K̃n, f̃n) zadaje kompakt Markowa z osobliwo±ci¡, równie» maj¡cy
wªasno±¢ rozdrabniania.

8.5.1 Typy i przesuni¦cia sympleksów

De�nicja 8.29. Sympleks σ̃ = [vV1 , . . . , vVk ] ∈ K̃n nazwiemy zwyczajnym, je±li zbiory V1, . . . , Vk s¡
wszystkie zwyczajne, oraz nadzwyczajnym w przeciwnym wypadku.

De�nicja 8.30. Niech n ≥ n1, k ∈ Z. Sympleks w K̃n b¡d¹ w Kn nazwiemy k-wewn¦trznym, je±li jego
no±nik jest zawarty w Ak, a przy tym zachodzi nL ≥ |x0|+(k+1)L. Zbiór sympleksów k-wewn¦trznych
w K̃n b¡d¹ w Kn oznaczymy odpowiednio przez K̃(k)

n oraz K(k)
n .

Zauwa»my, »e:

• dla k ≥ −D sympleksami wewn¦trznymi w Kn = N(ŨnL) s¡ dokªadnie te, których wszystkie
wierzchoªki odpowiadaj¡ zbiorom k-wewn¦trznym w sensie de�nicji 8.20;

• dla k ≤ D warunek dotycz¡cy gª¦boko±ci jest trywialny (na mocy (8.9)), zatem dla k-wewn¦trzno±ci
wystarczy zawieranie no±nika w Ak;

• na mocy faktu 8.25 sympleksy k-wewn¦trzne w systemie (K̃n) s¡ zwyczajne.

Fakt 8.31. Je±li s̃ ∈ K̃n jest zwyczajny, to s̃ ∈ K̃(−n)
n , a ponadto wszystkie sympleksy w f̃−1

n (s̃) równie»
s¡ zwyczajne.

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ tezy wynika z de�nicji. Gdyby za± pewien sympleks σ̃ w f̃−1
n (s̃) nie byª zwyczaj-

ny, to z faktu 3.5 mieliby±my Hn+1 ⊆ supp σ̃ ⊆ supp s̃ ⊆ A−n, co daje sprzeczno±¢ z faktem 8.25.

De�nicja 8.32. Dla m ∈ Z oraz σ̃ = [vV1 , . . . , vVk ] ∈ K̃
(−m)
n , de�niujemy

gm � σ̃ = [vgm·V1 , . . . , vgm·Vk ] ∈ K
(0)
n+m.

De�nicja ta jest poprawna, poniewa» dla 1 ≤ i ≤ k zbiór Ui = gn ·Vi z de�nicji nale»y do U (0)
2nL, a przy

tym z de�nicji 8.30 i 8.20 wynika, »e jest on max(0, n − m)-wewn¦trzny. St¡d na mocy faktu 8.21
mamy gm · Vi = g(m−n) · Ui ∈ Ũ (0)

(m+n)L. Ponadto zbiory gm · Vi maj¡ oczywi±cie niepuste przeci¦cie,

zatem gm � σ̃ istotnie jest sympleksem w K
(0)
n+m.

Uwaga 8.33. Symbol � wprowadzamy dla unikni¦cia kolizji oznacze« z operacj¡ przesuni¦cia sym-
pleksu γ · s okre±lon¡ w de�nicji 4.4. Jest to tym istotniejsze, »e poni»ej b¦dziemy równolegle u»ywa¢
przesuni¦¢ obu rodzajów. Wprawdzie s¡ one okre±lone analogicznym wzorem, jednak wymagaj¡ innych
zaªo»e« (i co za tym idzie, maj¡ inne wªasno±ci).

Fakt 8.34. Niech m1 ≤ m2 b¦d¡ caªkowite oraz σ̃ ∈ K̃(−m1)
n . Wówczas

gm2 � σ̃ = gm2−m1 ·
(
gm1 � σ̃

)
.

Dowód. Wynika to ªatwo z faktu 4.8, zawierania supp(gm1 � σ̃) = gm1 · supp σ̃ ⊆ A0 oraz równo±ci
typów elementów bazowych x0, xm dla zbiorów A0, Am (któr¡ stwierdzili±my w (8.7d)).
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Fakt 8.35. Je±li n ≥ n1, 0 ≤ m ≤ min(n
2
, n − n1) oraz σ ∈ K

(0)
n , to istnieje σ̃ ∈ K̃

(−m)
n−m takie, »e

gm � σ̃ = σ.

Dowód. Niech σ = [vU1 , . . . , vUk ], gdzie Ui ∈ U
(0)
n dla 1 ≤ i ≤ k. Poniewa» z zaªo»enia mamy m ≥ 0

oraz max
(
m − (n −m),−D

)
≤ 0, z faktu 8.24 wynika, »e zbiór Vi = g−m · Ui nale»y do Vn−m. Przy

tym oczywi±cie Vi maj¡ niepuste przeci¦cie oraz s¡ zawarte w A−m, zatem sympleks σ̃ = [vV1 , . . . , vVk ]

istnieje i le»y w K̃
(−m)
n−m . (Przy tym mamy n−m ≥ n1). Równo±¢ gm � σ̃ = σ jest oczywista.

De�nicja 8.36. Dla dowolnego sympleksu zwyczajnego σ̃ ∈ K̃n de�niujemy jego typ wzorem

T (σ̃) = T (gm � σ̃) dla dowolnego m takiego, »e σ̃ ∈ K̃(−m)
n .

Z faktu 8.34 wynika, »e wynik nie zale»y od wyboru m.

8.5.2 Dowód wªasno±ci Markowa (z osobliwo±ci¡)

Lemat 8.37. Niech s̃ = [vV1 , . . . , vVk ] ∈ K̃n b¦dzie zwyczajny i niech s = gn � s̃ ∈ K2n. Wówczas dla

ka»dego k ≥ 0 odwzorowanie jk : (f̃n+k
n )−1(s̃)→ (f 2n+k

2n )−1(s), okre±lone wzorem

jk(σ̃) = gn � σ̃,

jest poprawnie okre±lone, za± wszystkie jk tworz¡ razem typowany izomor�zm K̃[s̃] ' K[s].

Dowód. Z faktów 8.31 i 3.5 wynika, »e wszystkie sympleksy w rozwa»anych podkompleksach (f̃n+k
k )−1(s̃)

s¡ zwyczajne i maj¡ no±niki zawarte w A−n, a wi¦c s¡ (−n)-wewn¦trzne. Z de�nicji 8.32 wynika zatem,
»e warto±ci odwzorowania jk s¡ sympleksami w K2n+k. Przy tym jk w oczywisty sposób zachowuje
zawierania pomi¦dzy sympleksami (w szczególno±ci: zawierania wierzchoªków w sympleksach), a na
mocy de�nicji 8.36 równie» ich typy.

W takim razie do sprawdzenia pozostaje, »e jk przyjmuje warto±ci w (f 2n+k
2n )−1(s), »e jest izomor�-

zmem, oraz »e nast¦puj¡cy diagram jest przemienny:

s̃

j0

��

f̃−1
n (s̃)

f̃noo

j1

��

. . .oo (f̃n+k
n )−1(s̃)oo

jk

��

(f̃n+k+1
n )−1(s̃)

f̃n+koo

jk+1

��

. . .oo

s f−1
2n (s)

f2noo . . .oo (f 2n+k
2n )−1(s)oo (f 2n+k+1

2n )−1(s)
f2n+koo . . .oo

(8.11)

Zauwa»my, »e wystarczy sprawdzi¢ te wªasno±ci jedynie dla pary j0, j1 oraz skrajnego lewego kwadratu
w tym diagramie, poniewa» dla dalszych obiektów wynikn¡ one wtedy przez indukcj¦.

Rozwa»my wierzchoªki

vV0 ∈ f̃−1
n (s̃), j1(vV0) = vU0 , gdzie U0 = gn · V0.

Naszym celem jest wykazanie, »e fn(vU0) nale»y do s i pokrywa si¦ z j0(f̃n(vV0)); z de�nicji odwzorowa«
fn, f̃n wynika, »e dla obu tych celów wystarczy wykaza¢ równo±¢ zbiorów{

U
∣∣ U ∈ U2nL, U0 ⊆ U

}
=

{
gn · V

∣∣ V ∈ Vn, V0 ⊆ V }.(8.12)

Zawieranie (⊇) jest oczywiste. W drug¡ stron¦, je±li U ∈ U2nL zawiera U0, to V = g−n · U zawiera
V0; pozostaje sprawdzi¢, czy V ∈ Vn. Je±li U ⊆ A0, to jest tak z de�nicji. W przeciwnym razie
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mamy V ∈ Hn, co oznacza, »e V0 ⊆ V ⊆ Hn, zatem f̃n(vV0) le»y w barycentrum pewnego sympleksu
nadzwyczajnego, co przeczy zaªo»eniu, »e punkt ten nale»y do s̃.

Wykazali±my wi¦c równo±¢ (8.12), sk¡d wynika równocze±nie, »e j1 jest poprawnie okre±lone oraz »e
skrajny lewy kwadrat w (8.11) jest przemienny. Pozostaje sprawdzi¢, »e jk jest izomor�zmem dla
k = 0, 1. Poniewa» przyporz¡dkowanie vU 7→ vgn·U jest z pewno±ci¡ ró»nowarto±ciowe, wystarczy
udowodni¢ surjektywno±¢ jk na poziomie sympleksów.

Niech σ = [vU1 , . . . , vUm ] ∈ (f 2n+k
2n )−1(s). Dla 1 ≤ i ≤ m mamy Ui ∈ Ũ(2n+k)L; ponadto z faktu 3.5

Ui ⊆ suppσ ⊆ supp s = supp(gn � s̃) = gn · supp s̃ ⊆ gn · A−n = A0.

Okre±lamy Vi = g−n · Ui; wówczas z de�nicji mamy

Ui ∈ U (0)
(2n+k)L ⇒ gk · Ui ∈ U (0)

(2n+2k)L ⇒ Vi = g−(n+k) ·
(
gk · Ui

)
∈ V(n+k).

Przy tym zbiory Vi maj¡ niepuste przeci¦cie, wi¦c σ̃ = [vV1 , . . . , vVm ] jest sympleksem w K̃n+k. Co
wi¦cej, z powy»szych rachunków wynika, »e supp σ̃ ⊆ A−n (a wi¦c σ̃ jest (−n)-wewn¦trzny) oraz
gn � σ̃ = σ. Pozostaje wi¦c jedynie sprawdzi¢, »e σ̃ nale»y do dziedziny jk, czyli »e σ̃ ∈ (f̃n+k

n )−1(s̃).

Niech s̃′ ∈ K̃n b¦dzie dowolnym sympleksem zawieraj¡cym f̃n+k
n (σ̃). Wówczas stosuj¡c wykazan¡ ju»

cz¦±¢ lematu (a w szczególno±ci przemienno±¢ diagramu (8.11)) dla s̃′, otrzymujemy w szczególno±ci:

gn � f̃n+k
n (σ̃) = f 2n+k

2n (gn � σ̃) = f 2n+k
2n (σ) ⊆ s = gn � s̃.

Z ró»nowarto±ciowo±ci przesuwania wierzchoªków o gn mamy f̃n+k
n (σ̃) ⊆ s̃, co ko«czy dowód.

Wniosek 8.38. System (K̃n, f̃n)n≥n1 zadaje na przestrzeni X struktur¦ kompaktu Markowa z osobli-
wo±ci¡ w punkcie x−∞.

Dowód. Dla ka»dego n ≥ n1 jako wyró»niony wierzchoªek w kompleksie K̃n wybieramy vHn ; wówczas
sympleksy nieosobliwe pokrywaj¡ si¦ ze zwyczajnymi. Poniewa» z faktu 8.17 mamy x−∞ ∈ B−n,
jedynym elementem Vn zawieraj¡cym x−∞ jest Hn. Na mocy twierdzenia 3.2 oznacza to, »e punkt
x−∞ ∈ X odpowiada nici wierzchoªków wyró»nionych (vHn)n≥0.

Poniewa» na mocy lematu 8.28 pokrycia Vn maj¡ wspólnie ograniczony rz¡d, kompleksy K̃n maj¡
wspólnie ograniczony wymiar; pozostaªe wªasno±ci sformuªowane w punktach (i-ii) de�nicji 1.9 wyni-
kaj¡ wprost z twierdzenia 3.2, z którego otrzymali±my system (K̃n).

Przyjmujemy typy sympleksów nieosobliwych wg de�nicji 8.36. Niech s̃ ∈ K̃n i s̃′ ∈ K̃n′ b¦d¡ sym-
pleksami zwyczajnymi tego samego typu τ . Na mocy lematu 8.37 istniej¡ sympleksy s = gn � s̃ ∈ K2n,
s′ = gn � s̃′ ∈ K2n′ maj¡ce równie» typ τ oraz typowane izomor�zmy podsystemów: K̃[s̃′] ' K[s′]

i K̃[s̃] ' K[s]. Poniewa» (Kn, fn) zadaje kompakt Markowa, stosujemy dla sympleksów s, s′ wªa-
sno±¢ (iii) w de�nicji 1.9, otrzymuj¡c typowany izomor�zm K[s] ' K[s′]. �¡cz¡c trzy otrzymane
izomor�zmy, otrzymujemy K̃[s̃′] ' K̃[s̃], co nale»aªo sprawdzi¢.

8.5.3 Wsteczna regularno±¢

Fakt 8.39. Struktura kompaktu Markowa z osobliwo±ci¡ zadana przez system (K̃n, f̃n)n≥n1 jest wstecz-
nie regularna.
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Dowód. Jako homeomor�zm ϕ : X → X obieramy dziaªanie elementem g2. Odwzorowania ϕn : Rn →
R↓n równie» b¦d¡ intuicyjnie przesuni¦ciami o g2, jednak ±cisªa de�nicja jest nieco bardziej zªo»ona.

Niech n ≥ n1 oraz σ̃ le»¡cy w systemie Rn. Wówczas z de�nicji σ̃ zawiera si¦ w (f̃mn )−1(s̃) dla pewnego
m ≥ n oraz s̃ ∈ Reg(K̃n). Wówczas z faktu 8.31 wynika (−n)-wewn¦trzno±¢ sympleksu s̃, a wobec
faktu 3.5 i nierówno±ci m ≥ n równie» sympleksu σ̃. Wobec tego zachodzi gn � σ̃ ∈ K(0)

m+n. Poniewa»
m ≥ n ≥ n1, na mocy faktu 8.35 zachodzi

gn � σ̃ = gn−2
� σ̃′ dla pewnego σ̃′ ∈ K̃(−(n−2))

m+2 .

Przy tym σ̃′ jest wyznaczone jednoznacznie, poniewa» przesuwanie sympleksów jest ró»nowarto±ciowe.
Okre±lamy

ϕn(σ̃) = σ̃′.

Aby sprawdzi¢, »e ϕn jest typowanym izomor�zmem, wybierzmy dowolny sympleks s̃ ∈ Reg(K̃n);
wówczas stosuj¡c dwukrotnie lemat 8.37 (dla s̃ oraz ϕn(s̃)) otrzymujemy, »e typowanym izomor�zmem
jest obci¦cie ϕn do podsystemu K̃[s̃]. Zatem ª¡cznie jest nim caªe ϕn.

Sprawd¹my, »e dla ka»dego k ≥ n1 odwzorowanie graniczne wyznaczone przez ϕk jest zgodne z ϕ.
Niech (pn)n≥k b¦dzie dowoln¡ nici¡ w systemie Rk, wyznaczaj¡c¡ punkt p ∈ X, i niech s̃n b¦dzie
pewnym sympleksem w K̃n zawieraj¡cym pn. Wówczas z de�nicji oraz faktu 3.6 mamy p ∈ π̃−1

n ⊆
π̃−1
n (s̃n) ⊆ supp s̃n, jednak z wªasno±ci rozdrabniania dla systemu (Vn) wynika, »e przy n→∞ mamy

diam supp s̃n → 0, zatem p jest jedynym punktem przeci¦cia zbiorów supp s̃n. Niech teraz s̃′n = ϕk(s̃);
wówczas z de�nicji ªatwo wynika, »e supp s̃′n = g2 · supp s̃n. Wobec tego mamy

(
lim
←−

ϕk
)
(p) = (ϕk(pn))n≥k ∈

∞⋂
n=k

supp s̃′n = g2 ·
∞⋂
n=k

supp s̃n = {g2 · p},

co zapewnia, »e odwzorowanie graniczne lim
←−

ϕk dziaªa zgodnie z ϕ.

Pozostaje sprawdzi¢ warunek ϕn+1(Rn+1) ⊆ R↓↓n dla n ≥ 0. Poniewa» wiemy ju», »e ϕn+1 jest izomor-
�zmem, wystarczy sprawdzi¢ go na najwy»szym poziomie, to znaczy:

ϕn+1

(
Reg(K̃n+1)

)
⊆ (f̃n+2

n )−1
(
Reg(K̃n)

)
.(8.13)

Niech s̃ ∈ Reg(K̃n+1). Wówczas z faktu 8.31 mamy supp s̃ ⊆ A−(n+1), wobec czego suppϕn(s̃) ⊆
g2 ·A−(n+1) = A−(n−1). Gdyby sympleks ϕn(s̃) nie nale»aª do f̃n+2

n )−1
(
Reg(K̃n)

)
, jego obraz przy f̃n+2

n

zawieraªby si¦ w pewnym sympleksie nadzwyczajnym w K̃n, a zatem na mocy faktu 3.5 jego no±nik
zawieraªby si¦ w gwie¹dzie zbioru Hn ∈ Vn, która na mocy dowodu lematu 8.28 zawiera si¦ z kolei
w B−(n−1). Otrzymujemy wi¦c sprzeczno±¢, która ko«czy dowód.

8.6 Wªasno±ci samopodobie«stwa

Niech (K̃n, f̃n) b¦dzie systemem odwrotnym okre±lonym w poprzednich podrozdziaªach. Intuicyjnie,
naszym celem jest wykazanie g¦sto±ci pewnego typu sympleksu w tym systemie.

Oznaczmy przez π̃n : X → K̃n naturalne rzutowanie zwi¡zane z systemem (K̃n).
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8.6.1 Podobie«stwo mi¦dzy maªymi i du»ymi podkompleksami

Lemat 8.40. Niech E1, E2 b¦d¡ dowolnymi niepustymi podzbiorami otwartymi X, przy czym x∗ ∈ E1.
Wówczas istniej¡ m1,m2 ≥ 0 oraz podkompleksy Q1 ⊆ K̃m1, Q2 ⊆ K̃m2 takie, »e:

π̃−1
m1

(Q1) ⊇ X \ E1, π̃−1
m2

(Q2) ⊆ E2, K̃[Q1] ' K̃[Q2],(8.14)

gdzie ' oznacza typowany izomor�zm systemów odwrotnych. Co wi¦cej, rozwa»any izomor�zm K̃[Q1] '
K̃[Q2] jest zadany przez przesuni¦cie wszystkich wierzchoªków w kompleksach o ustalony element γ ∈ G
(tzn. przeprowadza wierzchoªek postaci vV na vγ·V ).

Uwaga 8.41. Zwracamy uwag¦ na u»ycie przeciwnych inkluzji w pierwszych dwóch cz¦±ciach wa-
runku (8.14). Oznacza to intuicyjnie, »e �dowolnie maªa� cz¦±¢ kompaktu lim

←−
K̃n jest podobna do

�dowolnie du»ej� (pod warunkiem omini¦cia punktu osobliwego).

Dowód. 1. Poniewa» E1 jest otwarty, z faktu 8.17 wynika, »e dla pewnegom1 ≥ n1 zachodziB−(m1−2) ⊆
E1. Okre±lamy Q1 jako podkompleks zªo»ony ze wszystkich sympleksów zwyczajnych w K̃m1 . Wówczas
na mocy faktów 3.6 i 8.25 mamy

π̃−1
m1

(Q1) ⊇ X
∖
π̃−1
m1

(
K̃m1 \Q1

)
⊇ X

∖ ⋃
s̃∈K̃m1

nadzwyczajny

supp s̃
(∗)
⊇ X \Hm1−1 ⊇ A−(m1−2) ⊇ X \ E1,

przy czym zawieranie oznaczone gwiazdk¡ wynika st¡d, »e no±nik dowolnego sympleksu nadzwyczajne-
go w K̃m1 z de�nicji zawiera si¦ w gwie¹dzie zbioru Hm1 w pokryciu Vm1 , która (jak wynika z dowodu
lematu 8.28) zawiera si¦ w Hm1−1.

Poniewa» wszystkie sympleksy w Q1 s¡ zwyczajne, stosuj¡c do nich zbiorczo lemat 8.37 otrzymujemy
K̃[Q1] ' K[Q], gdzie Q jest pewnym podkompleksem w K2m1 , zadany wzorem I(s̃) = gm1 � s̃
dla dowolnego s̃ ∈ Q1. Przy tym skoro na mocy faktu 8.31 wszystkie sympleksy w Q1 s¡ (−m1)-
wewn¦trzne, to wszystkie sympleksy w Q musz¡ by¢ 0-wewn¦trzne.

2. Aby okre±li¢ podkompleks Q2, przypomnijmy najpierw wybrane oznaczenia z rozdziaªu 8.3 i ich
wªasno±ci:

A0 = Ux0 , T (x0) = τm, d = NWD(L), d |L.
Skorzystamy te» z faktu, »e n1 ≥ |x0| + L (o co zadbali±my w rozdziale 8.4), za± L przekracza staª¡
skoku J systemu (Un) (na mocy (8.7a)).

Poniewa» ci¡g (Vn)n≥n1 ma wªasno±¢ rozdrabniania, dla pewnego b ≥ n1 istnieje zbiór V ∈ Vb zawarty
w E2; co wi¦cej, mo»emy zaªo»y¢, »e V 6= Hb. Wówczas z de�nicji Vb, a nast¦pnie z faktu 8.14 wynika,
»e istniej¡ x, y ∈ G oraz l ≥ 0 takie, »e

V = g−b · Ux, Ux ∈ U (0)
2bL, Uy ⊆ Ux, Uy ∈ U (0)

2bL+l, T (y) = τm.

Skoro Uy ⊆ A0 = Ux0 oraz T (Uy) = T (Ux0) = τm, liczba 2bL + l − |x0| nale»y do L, a wi¦c jest
wielokrotno±ci¡ d. Zatem d jest dzielnikiem zarówno L, jak te» l−|x0|. Wobec tego na mocy faktu 8.16
zbiór L zawiera element postaci cL+ |x0| − l dla pewnego c ≥ 0, a wi¦c istnieje z ∈ G, dla którego

Uz ⊆ Uy ⊆ gb · E2, Uz ∈ U (0)
(2b+c)L+|x0|, T (z) = τm.

W dalszej cz¦±ci dowodu sprawdzimy, »e kompleks Q mo»na przy pomocy elementu z przesun¡¢ �do
wewn¡trz� zbioru gb ·E2, a nast¦pnie (przy pomocy operacji odwrotnej do �) �do wewn¡trz� samego E2.
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3. Niech s b¦dzie dowolnym sympleksem w Q. Poniewa» T (z) = T (x0) oraz Ux0 = A0 ⊇ supp s (przy
czym ró»nica gª¦boko±ci mi¦dzy s a Ux0 wynosi 2m1L− |x0| ≥ J), z faktu 4.8 wynika, »e

s′ := zx−1
0 · s0 ∈ N(Ũ(2m1+2b+c)L) = K2m1+2b+c.

(W szczególno±ci dowiadujemy si¦, »e takie przesuni¦cie istnieje). Przy tym mamy oczywi±cie

supp s′ = zx−1
0 · supp s ⊆ Uz ⊆ Ux, T∆(s′) = T∆(s).

Stosuj¡c lemat 4.10 zbiorczo dla wszystkich s (oraz indukcyjnie dla ich przeciwobrazów przy odwzoro-
waniach f 2m1+k

2m1
dla k ≥ 0), otrzymujemy K[Q] ' K[Q′] dla pewnego podkompleksu Q′ ⊆ K2m1+2b+c.

Poniewa» Ux ⊆ A0, wszystkie sympleksy w Q′ maj¡ no±niki zawarte w A0, a wi¦c s¡ 0-wewn¦trzne.

4. Niech teraz s′ b¦dzie dowolnym sympleksem w Q′. Poniewa» m1 ≥ n1, mamy 2m1+2b+c−n1

2
≥ b,

a wi¦c na mocy faktu 8.35 zachodzi s′ = gb � s̃′ dla pewnego s̃′ ∈ K̃2m1+b+c. Ponadto tym z faktu 3.6
mamy

π̃−1
2m1+b+c(s̃

′) ⊆ supp s̃′ = g−b · supp s′ ⊆ g−b · Ux = V ⊆ E2.(8.15)

Stosuj¡c zbiorczo lemat 8.37 dla wszystkich s′, otrzymujemy K[Q′] ' K̃[Q̃′] dla pewnego podkom-
pleksu Q̃′ ⊆ K̃2m1+b+c. Przy tym z (8.15) wynika, »e π̃−1

2m1+b+c(Q̃
′) ⊆ E2.

5. Przyjmuj¡c Q2 = Q̃′ oraz m2 = 2m1 + b+ c, mamy z poprzednich punktów

K̃[Q1] ' K[Q] ' K[Q′] ' K̃[Q2],

przy czym przed chwil¡ sprawdzili±my, »e π̃−1
m2

(Q2) ⊆ E2. Zauwa»my te», »e ka»dy z powy»szych
trzech izomor�zmów zostaª w istocie zde�niowany poprzez przesuwanie wierzchoªków w kompleksach
(±ci±lej: odpowiadaj¡cych im zbiorów z rodzin U tudzie» V) o ustalony element grupy G, zatem t¦
sam¡ wªasno±¢ musi mie¢ ich zªo»enie. To ko«czy dowód.

8.6.2 G¦ste typy sympleksów

De�nicja 8.42. Niech s̃i b¦dzie sympleksem w K̃mi , przy czym mi ≥ n1 dla i ≥ 0 oraz mi →∞ przy
i→∞. Powiemy, »e ci¡g (s̃i) jest zbie»ny do p ∈ X, je±li dla pewnych pi ∈ π̃−1

mi
(s̃i) zachodzi pi → p.

Je±li rodzina sympleksów Σ ⊆
⋃
Kn zawiera ci¡g zbie»ny do p, powiemy, »e p jest punktem skupienia Σ.

Uwaga 8.43. W powy»szej de�nicji wyra»enie �pewnych pi� mo»na równowa»nie zast¡pi¢ przez �ka»-
dych pi�; prócz tego warunek pi ∈ π̃−1

mi
(s̃i) mo»na równowa»nie zast¡pi¢ przez pi ∈ supp s̃i. Oba te

spostrze»enia (daj¡ce ª¡cznie cztery równowa»ne wersje de�nicji 8.42) wynikaj¡ st¡d, »e z faktu 3.6
oraz wªasno±ci rozdrabniania dla systemu (Vn) mamy diam π̃−1

mi
(s̃i) ≤ diam supp s̃i → 0 przy i→∞.

Fakt 8.44. Je±li Q jest podkompleksem w K̃n, to punkty skupienia sympleksów z K̃[Q] nale»¡ do π̃−1
n (Q).

Dowód. Niech s̃i b¦dzie sympleksem w (f̃min )−1(Q) i niech p b¦dzie granic¡ ci¡gu punktów pi ∈ π̃−1
mi

(s̃i).
Wówczas domkni¦ty zbiór π̃−1

n (Q) zawiera wszystkie punkty pi, zatem zawiera równie» p.

De�nicja 8.45. Typ sympleksu τ nazwiemy zwyczajnym, je±li rodzina wszystkich sympleksów typu τ
w systemie K̃ ma punkt skupienia ró»ny od x∗.

Uwaga 8.46. Poniewa» liczba typów jest sko«czona, ka»dy element X jest punktem skupienia dla
sympleksów pewnego typu τ . Wynika st¡d w szczególno±ci, »e istniej¡ typy zwyczajne.
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Lemat 8.47. Dla dowolnego zwyczajnego typu τ sympleksy typu τ s¡ g¦ste w X (to znaczy: dowolny

punkt p ∈ X jest punktem skupienia rodziny wszystkich sympleksów typu τ w K̃).

Dowód. Niech τ b¦dzie typem zwyczajnym i niech sympleksy s̃i ∈ K̃ki zbiegaj¡ do punktu p ∈ X\{x∗}.
Oznaczmy d(p, x∗) = ε oraz E1 = B(x∗,

ε
2
) ⊆ X. Wówczas

π̃−1
ki

(s̃i) ∩ E1 = ∅ dla dostatecznie du»ych i.(8.16)

Niech E2 b¦dzie dowolnym niepustym podzbiorem otwartym X i niech I : K̃[Q1]→ K̃[Q2] b¦dzie ty-
powanym izomor�zmem otrzymanym z lematu 8.40 dla zbiorów E1, E2, przy czym Qi ⊆ K̃ki . Wówczas
z (8.16) wynika, »e dla i wi¦kszych od pewnego i0 zachodzi

s̃i ⊆ π̃ki(X \ E1) ⊆ (f̃kim1
)−1(Q1) ⇒ s̃i ∈ K̃[Q1].

Niech γ ∈ G b¦dzie elementem takim, »e I(vV ) = vγ·V dla dowolnego vV ∈ K̃[Q1], i niech pi ∈ supp s̃i
b¦dzie pewnym ci¡giem zbie»nym do p. Wówczas dla i ≥ i0 mamy

supp I(s̃i) 3 γ · pi → γ · p,

co na mocy uwagi 8.43 zapewnia, »e sympleksy I(s̃i) s¡ zbie»ne do pewnego punktu (równego γ ·p, lecz
nie jest to istotne), który musi nale»e¢ do π̃−1

m2
(Q2) ⊆ E2 na mocy faktu 8.44. Poniewa» I jest izomor-

�zmem typowanym, wynika st¡d, »e E2 zawiera punkt skupienia sympleksów typu τ . Z dowolno±ci E2

wynika, »e zbiór wszystkich takich punktów skupienia jest g¦sty w X.

Dla uko«czenia dowodu pozostaje przeprowadzi¢ proste rozumowanie przek¡tniowe. Niech p ∈ X
b¦dzie granic¡ ci¡gu punktów (pj)j≥0, z których ka»dy jest granic¡ ci¡gu punktów pj,i ∈ π̃−1

mj,i
(s̃j,i)

przy i → ∞, gdzie s̃j,i jest sympleksem w K̃mj,i . Wówczas dla dowolnego j istnieje ij takie, »e rów-
nocze±nie zachodzi d(pj, pj,i) < 1

j
oraz mj,i > j, a wtedy ci¡g sympleksów (sj,ij)j≥0 zbiega do p,

o czym ±wiadcz¡ odpowiednie punkty pj,ij . Oznacza to, »e zbiór punktów skupienia dowolnej rodziny
sympleksów jest domkni¦ty w X, co ko«czy dowód.
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