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W niniejszej pracy zajmujemy sie brzegami Gromowa grup hiperbolicznych, konstruujac dla nich
przedstawienia typu kombinatorycznego, ktore pozwalaja na opisanie w rekurencyjny sposob topologii
0G poprzez ro6znego rodzaju struktury skonczone.

Naszym gtownym celem (twierdzenie 0.1) bedzie przedstawienie brzegu Gromowa 0G 7 doktadnoscia
do homeomorfizmu jako kompaktu Markowa (definicja 1.9). Pojecie kompaktu Markowa zostalo wpro-
wadzone w [4]| przez Dranishnikova (wedlug ktorego zasadnicza idea pochodzi od Gromowa) i odnosi
sie do granic odwrotnych ciagéw wielo§cianéw z dodatkowymi warunkami regularno$ci. Istnienie takiej
prezentacji jest ogélnie znane ([8], [10]), jednak wydaje sie, ze do tej pory nie podano jego dowodu.

Badanie przedstawien tego typu mozna postrzega¢ — ze wzgledu na kombinatoryczna nature kompak-
tow Markowa — jako krok w kierunku klasyfikacji przestrzeni bedacych brzegami grup hiperbolicznych.
Chociaz wszystkie brzegi grup sa kompaktami Markowa, zdanie przeciwne jest w jasny sposob fal-
szywe, poniewaz pojecie kompaktu Markowa zezwala na catkowity brak topologicznego podobieristwa
pomiedzy dwoma wybranymi otoczeniami, podczas gdy brzeg G musi by¢ niemal jednorodny (orbity
dzialania G sa geste). Prowadzi to w naturalny sposob do pytania o warunki konieczne lub dostatecz-
ne, aby dany system odwrotny z wlasno$cia Markowa zadawal kompakt homeomorficzny z brzegiem
pewnej grupy hiperboliczne;j.

Jako ze tematyka kompaktow Markowa nie jest szeroko badana, pytanie to w duzej mierze pozosta-
je otwarte, niemniej pewne kryteria zostaly juz dowiedzione lub zostaly postawione jako hipotezy.
W pracy [9] okreslono pewna klase sposrod drzew rozmaito$ci, stanowiaca szczegdlny rodzaj kom-
paktow Markowa, i wykazano, ze sa one wszystkie brzegami grup hiperbolicznych. 7Z drugiej strony,
w [4] wykazano, ze istnieja kompakty Markowa o wymiarze kohomologicznym 1 nad Q i réwnoczesnie
dowolnie wysokim nad Z, podczas gdy Mladen Bestvina przypuszcza, ze nie moze tak by¢ dla brzegdéw
grup; taki wniosek wyniknalby rowniez (przynajmniej w przypadku beztorsyjnym) z negatywnej odpo-
wiedzi w problemie Davisa (numer 4) na liscie [8]. Ta sama lista zawiera rowniez analogiczny problem
dla grup Coxetera, postawiony przez Dranishnikova (numer 10). Z omawianym zagadnieniem wiaze
sie tez podany we wstepie pracy [10] postulat stworzenia pojecia stopnia zlozonosci topologicznej,
ktory odrozniatby drzewa rozmaitosci (i ogdlniej, okreslone w [10]| drzewa wielo$ciandw) od ogdlnych
kompaktow Markowa, oraz (co dla nas najciekawsze) zbadania, jak w takiej hierarchii ztozonosci pre-
zentowalyby sie brzegi grup hiperbolicznych.

W tym kontekscie naturalne wydaje sie rowniez poszukiwanie przedstawien brzegoéw grup jako kompak-
tow Markowa wyznaczonych przez systemy odwrotne z jak najsilniejszymi dodatkowymi wlasnosciami,
poczynajac od intuicyjnie spodziewanej wtasnosci rozdrabniania (definicja 1.10), poprzez najprostsza
jednorodnos¢ wyrazona w jednakowym wymiarze wszystkich maksymalnych sympleksow, a koriczac
na rozmaitych symplicjalnych analogiach topologicznej jednorodnosci OG, zapewnionej przez dziatanie
grupy G. Niniejsza praca zawiera pewne wyniki zmierzajace w tym kierunku, ktore pozwalaja przy-
puszczaé, ze na kompaktach Markowa reprezentujacych brzegi grup mozna wymusié¢ réznego rodzaju
nietrywialne warunki o takim charakterze.

Organizacja pracy

Glowny wynik pracy brzmi nastepujaco:

Twierdzenie 0.1. Brzeg Gromowa 0G dowolnej grupy hiperbolicznej G ma z doktadnoscig do home-
omorfizmu strukture kompaktu Markowa z wtasnoscig rozdrabniania (definicja 1.10).

Wiasciwy dowdd twierdzenia 0.1 podajemy w rozdziatach 3 i 4, po uprzednich przygotowaniach.



Rozdziat 1 gromadzi definicje oraz najwazniejsze wlasnosci kluczowych dla nas obiektow takich, jak
grupy hiperboliczne, geodezyjne, oraz brzeg Gromowa. Podajemy w nim réwniez definicje kompaktu
Markowa wraz z istotnymi dla nas wzmocnieniami. W rozdziale 2 przywolujemy na podstawie [2] teorie
typow stozkowych i kulowych w grupach hiperbolicznych, ktéra bedzie stanowi¢ jedno z podstawowych
narzedzi w naszych rozumowaniach. Podamy tez dowody prostych faktow pomocniczych, zwiazanych
z tymi typami.

Rozdzial 3 poswiecony jest przedstawieniu brzegu 0G jako granicy odwrotnej ciggu wielo$ciandw;
skorzystamy tu z twierdzenia 3.2 zasadniczo pochodzacego z [6], ktore pozwala na zbudowanie takiego
przedstawienia na podstawie odpowiedniego ciagu pokryé¢ otwartych 0G. W rozdziale 3.2 okreslimy
quasi-niezmiennicze systemy pokryé (definicja 3.8), zapewniajace w szczegblnoSci wykonalnosé owej
konstrukeji (co sprawdzimy w rozdziale 3.4), a ponadto dodatkowe wtasnosci regularnosci, przydatne
w pdzniejszych rozdzialach. Natomiast w rozdziale 3.3 skonstruujemy system pokryé¢ przestrzeni 0G
spelniajacy owe wlasnosci.

W rozdziale 4 sprawdzimy, ze system odwrotny otrzymany z twierdzenia 3.2 dla systemu quasi-
niezmienniczego spetnia warunki definicji 1.9, tym samym zamykajac dowod twierdzenia 0.1.

Celem rozdziatu 6 jest podanie innego opisu kombinatorycznego 0G o charakterze rekurencyjnym,
zdefiniowanego w [3] jako przestrzer semi-markowowska (intuicyjnie jest to mocniejszy analog auto-
matycznosci grupy; patrz definicja 6.5). Stanowi to uogoélnienie gtéwnego rezultatu z 3|, gdzie roz-
patrywany jest tylko przypadek grup hiperbolicznych beztorsyjnych. Nasze rozumowanie w ogdlnym
zarysie opiera sie na dowodzie 7 [3]; kluczowe modyfikacje wiaza sie ze wzmacnianiem typow kulowych
w G, ktore opisujemy w rozdziatach 51 6.4.

W kolejnych dwoch rozdziatach powracamy do tematu kompaktéow Markowa, starajac sie dobraé
system odwrotny z wtasnoscia Markowa reprezentujacy 0G tak, by jego wtasnosci symplicjalne jak
najwierniej odzwierciedlaly wybrane wtasnosci topologiczne samego brzegu grupy. W rozdziale 7 wy-
kazujemy, ze mozna ograniczy¢ wymiar komplekséw w owym systemie przez wymiar brzegu grupy.
Natomiast w rozdziale 8 usitujemy uchwyci¢ w strukturze systemu odwrotnego analogi wybranych
wtlasnosci samopodobieristwa brzegu (gesto$é orbit przy dziataniu G oraz homeomorficznosé bardzo
duzych i bardzo matych podzbiorow otwartych). Cel ten osiagniemy w zamian za dopuszczenie poje-
dynczej osobliwosci w poprawionej strukturze (definicja 8.6), ktora jednak okaze sie weiaz dopuszezaé
opis kombinatoryczny o charakterze skonczonym.

Podziekowania

Bardzo dziekuje moim promotorom Jackowi Swigtkowskiemu i Damianowi Osajdzie za zaproponowanie
tematyki, rady i inspirujace rozmowy oraz duzg zyczliwo$¢, a takze Olkowi Zablockiemu za bycie
pierwszym stuchaczem i ostatnim korektorem.



Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Przestrzenie i grupy hiperboliczne

Definicja 1.1. Przestrzen metryczna X z metryka d oraz wybranym punktem bazowym e nazwiemy
d-hiperboliczng, jesli dla dowolnej trojki punktow x,y, z € X zachodzi nier6wnosé

(Iay) > min ((I,Z), <Z7y>) - 57

gdzie wyrazenie
(z,y) = 3(d(z,e) + d(y,e) — d(z,y))
nazywamy produktem Gromova punktow x,y.

Ponadto warto$¢ d(x,e) bedziemy oznacza¢ |z| i nazywaé dtugoscig elementu .

Definicja 1.2. Skoficzenie generowang grupe G z wybranym zbiorem generatoréw S bedziemy utoz-
samiaé z jej grafem Cayleya T'(G,S), w ktorym:

e wierzcholki utozsamiamy z elementami grupy G;

e wierzcholki g # h sa polaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy ¢—'h lub gh™! nalezy do S.

W grafie tym rozwazamy naturalng metryke (zadana przez najkrotsza dlugosé krzywej taczacej dwa
punkty, przy zalozeniu, ze kazda krawedz jest izometryczna z odcinkiem jednostkowym). W szcze-
golnosci odlegto$é miedzy dwoma wierzchotkami w sensie takiej metryki jest taka sama, jak w sensie
teorii grafow (ilos¢ krawedzi na najkrotszej taczacej $ciezce).

Definicja 1.3. Geodezyjng w grafie Cayleya ['(G,S) nazywamy formalnie izometryczne wlozenie
w (G, S) jednej z przestrzeni

R, R, [0, n].

Uwaga 1.4. W praktyce, poniewaz interesuja nas gtownie elementy G, czyli wierzchotki w I'(G, 5),
bedziemy traktowaé geodezyjne jako izometryczne zanurzenia odpowiednio Z, N lub {0, ..., n} w zbior
wierzcholtkow, ktore 7z kolei bedziemy opisywac jako ciagi o odpowiednich zbiorach indeksow. (Takie
“geodezyjne dyskretne” pozostaja oczywiscie w jednoznacznej odpowiedniosci z “geodezyjnymi cigghy-
mi” v takimi, ze v(0) jest wierzcholkiem w I'(G, S)).

Oznaczenie 1.5. Dia x,y € G symbolem [x,y] oznaczymy dowolng skoriczong geodezyjng o koricach
w x oraz y (nie musi ona byé jedyna).



Uwaga 1.6. W niniejszej pracy bedziemy rozpatrywaé skoriczenie generowana grupe G wraz z wy-
branym i ustalonym zbiorem generatoréw S, dla uproszczenia notacji utozsamiajac grupe G z grafem

Cayleya I'(G, S).

W szczegblnosci, zaktadajac, ze G jest d-hiperboliczna, bedziemy mie¢ na mysli d-hiperbolicznosé
grafu I'(G, S). Dla ustalenia uwagi i bez straty ogolnosci przyjmiemy, ze 0 jest catkowita i dodatnia.
Analogicznie nalezy rozumie¢ pojecie geodezyjnej w G, dlugosci elementu G itp. Rowniez stwierdzenia,
ze dana wielkos$¢ “zalezy jedynie od G”, nalezy rozumie¢ tak, ze moze ona zaleze¢ od wyboru zbioru
generatorow S.

Definicja 1.7. Przez GY oznaczmy zbior (jednostronnie nieskoficzonych) ciagoéw elementéw G. Dla
zadanej grupy hiperbolicznej G niech Geo C GY bedzie zbiorem ciagéw wyznaczajacych geodezyjna
w G. Zdefiniujmy w Geo relacje bliskosci ~:

(scn) ~ (Z/n) <~ deso Vo d(SUn, yn) < C.

Wiadomo, ze ~ jest relacja rownowaznosci. Brzegiem (Gromova) grupy G (oznaczenie: OG) nazywa-
my zbior ilorazowy Geo/~. (Ponizej wprowadzamy na nim topologie oraz potrzebne nam wlasnosci
metryczne).

Dla dowolnego ciagu (z,) € Geo jego klase abstrakcji [(x,)] € Geo/~ = OG nazywamy granicg
geodezyjnej (x,); mowimy takze, ze (x,) tgczy e z [(x,)]. Powiemy takze, ze geodezyjna obustronnie

Definicja 1.8. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a > 1 okreslamy w 0G funkcje odlegtosci z parametrem

d([(za)], [(ya)]) = 0,

gdzie [ jest najwieksza mozliwa odlegltoscia miedzy e, a dowolng geodezyna taczaca x, z y,. Pomijamy
w notacji parametr a, poniewaz bedzie on zawsze ustalony.

Z rozdzialu 1.4 w 3] wiemy, ze istnieje ay > 1 takie, ze dla dowolnego 1 < a < aq istnieje metryka
wizualna na G (oznaczenie: d,; ponownie pominiemy w notacji parametr a) taka, ze:

e okreslona powyzej funkcja odleglosci (z parametrem a) jest bi-lipschitzowsko rownowazna z
metryka wizualng z tym samym parametrem a;

e topologia zadana na 0G przez metryke wizualng z parametrem a (a wiec tez przez nasza funkcje
odleglosci) nie zalezy od wyboru a.

Przestrzenn OG bedziemy rozpatrywaé z topologia opisana w powyzszym punkcie. Wiadomo, ze 0G
jest w tej topologii zwarta, z czego bedziemy kilkakrotnie korzystac.

1.2 Kompakty Markowa

Definicja 1.9 (|4, definicja 1.1|). Przestrzen topologiczna V nazywamy kompaktem Markowa, jesli
jest granica systemu odwrotnego przestrzeni K; i odwzorowan f; : K; 1 — K; dla i > 0, posiadajacego
wtasnosé Markowa, to znaczy spelniajacego warunki:

(i) K; sa skonczonymi kompleksami symplicjalnymi, spelniajacymi sup dim K; < oc;

(ii) dla kazdego sympleksu o w K1 obraz f;(0) zawiera sie w pojedyniczym sympleksie nalezacym
do K; oraz obciecie f;|, jest przeksztalceniem afinicznym;



(iii) sympleksom w I1K; mozna przyporzadkowaé skoriczenie wiele typow tak, by dla dowolnych sym-
pleksow s € K; i s’ € K; tego samego typu istnialy izomorfizmy kompleksow iy, : (fi)=1(s) —
J %
(ff“k)_l(s’) dla k > 0 takie, ze ponizszy diagram jest przemienny:

(L1) s f7Y(s) ()7 () =22 () 1 () e
o fi fj_l(S/) N (fjJrk)*l(S’) fitk (fjg"+k:+1)f1(s/) o

gdzie f¢ (dla a > b) oznacza zlozenie f,o fri10...0 fo1 1 Ky — K.

Definicja 1.10 (cf. [4, lemat 2.3]).

(a) Ciag (A, )n>o rodzin podzbiorow zwartej przestrzeni metrycznej X ma wtasnosé rozdrabniania,
jeshi

lim max diam A = 0.
n—oo A€A,

(b) Kompakt Markowa X ma wtasnosé rozdrabniania, jesli w definicji 1.9 mozna dobraé system
odwrotny (K, f,) tak, by dla dowolnego i > 0 ciag (F,),>; rodzin podzbioréw przestrzeni K;
mial wlasno$¢ rozdrabniania, gdzie

Fo={f"(0) | o jest sympleksem w K, }.

Uwaga 1.11. Definicje 1.10a mozna rownowaznie sformutowa¢ w nastepujacy (czysto topologiczny)
sposob: dla dowolnego pokrycia otwartego U przestrzeni X istnieje takie n > 0, ze dowolny zbior
A € A, zawiera sie w pewnym zbiorze U € U.

Wynika stad w szczegolnosei, ze znaczenie definicji 1.10b nie zalezy od wyboru metryki (zgodnej
7 topologia) w kompleksie K.

Definicja 1.12. Kompakt Markowa X zadany przez system (K, f;) nazwiemy barycentrycznym, jesli
dla kazdego i > 0 wierzchotki z kompleksu K;,, przechodzg przy przeksztalceniu f; w wierzchotki
podziatu barycentrycznego kompleksu K;.

Definicja 1.13. Kompakt Markowa X zadany przez system (K, f;) nazwiemy wiasciwym, jesli dla
kazdego i > 0 oraz sympleksu s € K; wszystkie sympleksy w przeciwobrazie f;'(s) maja parami rozne
typy-

Uwaga 1.14. Wazng motywacja dla powyzszych dwoch definicji jest spostrzezenie, ze wtasciwe i bary-
centryczne kompakty Markowa sa skoriczenie opisywalne. Konkretniej, jesli system (K, fi)i>o spehia
warunki z definicji 1.9, 1.12 i 1.13, oraz jesli N jest tak duze, ze kompleksy Ky, ..., Ky zawieraja
sympleksy wszystkich mozliwych typow, to caly system (K, f;)7°, mozna odtworzy¢ na podstawie
podsystemu poczatkowego (skonczenie opisywalnego ze wzgledu na barycentrycznoscé):

fo fi fn-1 N

Kyt

Uzasadnienie jest indukcyjne: dla dowolnego n > N + 1 kompleks K, .1 wraz z odwzorowaniem
fn: Kyy1 — K, jest wyznaczony jednoznacznie przez podsystem Ky <— ... +— K,,. Jest tak, gdyz:



e dla dowolnego sympleksu s € K, istnieje sympleks wzorcowy o € K, tego samego typu, gdzie
m < n, a wowczas przeciwobraz f.!(s) wraz z typami sympleksow oraz obcigciem f"‘f_l(s)

jest wyznaczony przez przeciwobraz f,!(o) oraz obcigcie f, ) ktore sa juz nam znane (co

‘f;ﬂ(a
wynika z samej definicji 1.9);

e dla dowolnej pary sympleksow s’ C s € K,, wybor wlozenia f,1(s") — f,!(s) jest calkowicie
wyznaczony przez fakt, ze wierzcholki w f,!(s) maja parami rozne typy (na mocy definicji 1.13);

e poniewaz kompleks K, jest suma rodziny przeciwobrazow postaci f,'(s) dla s € K,,, ktora jest
zamknieta na przeciecia, znajomos$¢ owych przeciwobrazéw oraz wlozen pomiedzy nimi pozwala
jednoznacznie odtworzyé¢ K, 1; oczywiscie taczac wyznaczone obciecia odtwarzamy réwniez f,.



Rozdzial 2

Typy elementéw grupy

Celem tego rozdziatu jest zaznajomienie czytelnika z wlasnosciami typow stozkowych (definicja 2.4)
i kulowych (definicja 2.12) elementow grupy w zakresie potrzebnym w dalszych rozdzialach pracy.

Zwiazek miedzy typami stozkowymi (opisujacymi naturalnie strukture grupy oraz jej brzegu) a kulowy-
mi (stanowiacymi w oczywisty sposob informacje skoriczong) w grupie G zostal opisany po raz pierwszy
w [1] w celu opisania wtasno§ci funkcji wzrostu w grupie. Wynik ten okazuje sie istotnym narzedziem
w uzyskiwaniu roznych skonczonych prezentacji brzegu Gromova: w [2] wykorzystano go do okreslenia
struktury automatycznej 0G, za$ w [3] do przedstawienia 0G jako przestrzeni semi-markowowskiej
w przypadku beztorsyjnym (co uogdlnimy w rozdziale 6). Nie zaskakuje wiec wykorzystanie go przez
nas do zbudowania na przestrzeni 0G struktury kompaktu Markowa.

2.1 Wlasnosci geodezyjnych w G

Fakt 2.1. Niech o = [e,x] i f = [e,y], przy czym |z| = |y| = n oraz d(x,y) = k. Wowczas dla
0 <m <n zachodz

d(a(m),B(m)) < 8§+ max (k+ 85 —2(n —m), 0).
W szczegdlnoscei dla 0 < m < n — % — 45 zachodzi d(a(m), B(m)) < 86.

Dowdd. Rozwazmy punkty a(m), 3(m) lezace na bokach 40-waskiego trojkata geodezyjnego e, z,y].
Rozpatrujemy dla nich trzy przypadki.

Jesli a(m) lezy w odleglosci co najwyzej 46 od 8, to mamy d(a(m), B(m')) < 46 dla pewnego m';
wowczas 7z nierownosci trojkata w trojkacie [e, a(m), 5(m')] wnioskujemy, ze |m' —m| < 46, a wiec

d(a(m), B(m)) < d(a(m), B(m)) + |m' —m| < 8,

skad wynika teza.
Jesli (m) lezy w odlegltosci co najwyzej 49 od «, rozumujemy analogicznie.

Do rozwazenia pozostaje przypadek, gdy a(m), f(m) sa odlegle o co najwyzej 46 odpowiednio od
pewnych a,b € [x,y]. Wowczas |a, [b] < m + 46, co oznacza, ze punkty a, b sa odlegle przynajmniej
0 D =n—m — 46 od obu konicow odcinka [z,y]. Stad d(a,b) < k — 2D, a zatem

d(a(m), B(m)) < d(a(m),a) +d(a,b) +d(b,f(m)) <8 +k—2D =166 +k —2(n—m). O



Whniosek 2.2. Niech a = le,z| i B = [e,y|, przy czym |x| = n oraz d(z,y) = k. Wowczas dla
0 <m < min(n, |y|) zachodzi

d(a(m),B(m)) < 86+ max (2k + 85 — 2(n — m), 0).

Dowdd. Zauwazmy, ze z nieréwnosci trojkata mamy ‘n — |y|‘ = ||x| — |y|‘ < k. Niech n’ = min(n, |y|);
twierdzimy, ze d(a(n'), 5(n')) < 2k. Istotnie: jesli n’ = n, mamy

d(a(n'), B(n")) < d(z,y) +d(y, B(n)) < k+ ||yl —n| < 2k,
za$ w przeciwnym razie n’ = |y| i wobec tego
d(a(n'), B(n')) < d(a(|yl), =) +d(z.y) < |lyl = n| +k < 2k.

Pozostaje zastosowaé fakt 2.1 dla geodezyjnych «, 5 obcietych do odcinka [0,7n'] oraz podwojonej
wartosci k. O

Fakt 2.3. Niech (ou)r>0 bedzie ciggiem geodezyjnych w G, rozpoczynajgcych sie w e. Oznaczmy xy =
limy, 00 a(n). Wowezas istnieje podeiqg (ax,)i>o oraz geodezyjna o taka, Ze ay, pokrywa sie z o
na odcinku [0,1]. Co wiecej, punkt xo = lim,,_, jest granicq ciggu (xy,).

Dowdd. Pierwsza cze$¢ tezy wynika z prostego argumentu przekatniowego: poniewaz dla kazdegon > 0
zbior {x € G||z| < n} jest skoriczony, zbiér mozliwych obcie¢ {O‘k‘[o,n] |k > 0} rowniez musi by¢
skoriczony. Pozwala to okresli¢ indukcyjnie aoo: przyjmujemy oo (0) = e, a nastepnie dla kolejnych
n > 0 dobieramy a..(n) tak, by a., bylo zgodne na odcinku [0, n] 7 nieskonczenie wieloma sposrod oy
Taki wybor jest zawsze mozliwy i gwarantuje istnienie podciagu (ay,).

Otrzymany ciag o jest geodezyjna, poniewaz kazdy jego odcinek poczatkowy Ozooho i pokrywa sie

z odcinkiem poczatkowym geodezyjnej ay, Zauwazmy, ze mozemy przy tym wymagaé, aby ciag

[0,d]" (
(k;) byl rosnacy). W tej sytuacji z lematu 5.2.1 w [3] oraz definicji 1.8 wynika, ze w brzegu 0G zachodzi
Too = lim;_,o0 xg,. Z drugiej strony, mamy v (k) = g, a wiec & = [Yoo] € span(g). ]

2.2 Typy stozkowe i ich odpowiedniki w 0G

Definicja 2.4 (por. [2]|). Typ stozkowy T¢(z) elementu = € G okres§lamy jako zbior y € G takich, ze
istnieje geodezyjna prowadzaca z e do xy przechodzaca przez x.

Elementy zbioru z7°(x) bedziemy nazywaé potomkami elementu x.

Fakt 2.5 (|2, rozdzial 12.3]). Relacja potomnosci jest przechodnia: jesli y € T(z) i w € T (zy), to
yw € T(x).

Fakt 2.6. Jesliy € T¢(x), to typ stozkowy T°(xy) jest wyznaczony przez T¢(z) oraz y.

Dowdd. Wynika to z wielokrotnego zastosowania lematu 12.4.3 w [2]. Z tym zastrzezeniem, ze w do-
wodzie tego lematu nalezy poprawié literowke, definiujac o” jako odcinek geodezyjny prowadzacy z e
do v'zy przez +'. ]

Definicja 2.7. Zasiegiem elementu g € G (ozn. span(g)) jest zbior takich x € G, 7e istnieje geode-
zyjna z e do x przechodzaca przez g.
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Fakt 2.8. Zbior span(g) jest domkniety.

Dowdd. Niech |g| = k i niech z; bedzie ciggiem w span(g) zbieznym do pewnego x € JG. Pokazemy,
ze x jest rowniez w span(g). Niech v; bedzie geodezyjna w G wychodzaca z e, zbiegajaca do z; i taka,
ze v;(k) = g. Na mocy faktu 2.3 istnieje podciag (v;,), ktory staje si¢ coraz bardziej zgodny z pewnga
geodezyjna veo; W szczegdlnosci mamy v..(0) = e oraz 7. (k) = g. Ponadto fakt 2.3 zapewnia, ze
punkt [Vs] € OG jest granicg ciagu x;,, czyli jest rowny x. To za$ oznacza, ze = € span(g). O

Fakt 2.9. Dla dowolnego g € G, span(g) jest zbiorem granic w 0G wszystkich promieni geodezyjnych
w G wychodzqceych z g 1 zawartych w gT°(g).

Dowdd. Oznaczmy |g| = k. Niech a bedzie promieniem geodezyjnym wychodzacym z g i zawartym
w gT(g). Z definicji zbioru 7(g) wynika, ze dla dowolnego n > 0 zachodzi |a(n)| = n+k. To oznacza
z kolei, ze dla dowolnej geodezyjnej [ laczacej e z g krzywa [ U « jest geodezyjna, poniewaz dla
dowolnego m > k jej obciecie do odcinka [0, m] taczy punkty e oraz a(m — k) odlegle od siebie wlasnie
o m. W takim razie lim,,_, a(n) = lim,, ,, 5(m) nalezy do span(g).

Zawieranie przeciwne jest oczywiste. O

Ustalmy (w zaleznosci od grupy G) stata a > 1 uzyta w definicji metryki wizualnej na 0G (patrz |3,
rozdz. 1.4]).

Fakt 2.10. Niech g € G. Jesli |g| = n, to diamspan(g) < C - a™™, gdzie C jest statq zalezng jedynie
od G.

Dowdd. Niech x,y € span(g) i niech «, 8 beda geodezyjnymi prowadzacymi z e poprzez g odpowiednio
ku x oraz y. Na mocy lematu 12.3.1 w [2]| Sciezka (3, zbudowana poprzez polaczenie obcie¢ 04’[0 . i

B‘[n o)’ jest geodezyjna, oczywiscie zbiezng do y. Z drugiej strony, 8 na odcinku [0,7n] pokrywa sie
z a. Wowezas, jesli 7y jest nieskoniczona geodezyjna laczaca « z y, na mocy lematu 5.2.1 w 3] mamy
d(e,y) > n — 126, co na mocy definicji 1.8 konczy dowod. ]

2.3 N-typy kulowe

Oznaczenie 2.11. Dia dowolnego x € G oraz r > 0 przez B,(x) oznaczamy zbior {y € G |d(z,y) <
r}.

Definicja 2.12 (|2, rozdziat 12]). Niech x € G oraz N > 0. N-typem kulowym elementu x (ozn. T%(z))
nazywamy funkcje fi”N : By(e) — Z, okreslong wzorem

(2.1) fin(y) = layl = |al.

Lemat 2.13 (|2, lemat 12.3.3]). Istnieje stata Ny zalezna tylko od G taka, Ze dla dowolnych N > Ny
oraz x,y € G z réwnosci T (z) = T¥(y) wynika réwnosé T¢(z) = T(y).

Fakt 2.14. Niech z,y € G, N,k > 0 oraz |y| < k. Wowczas T4 (zy) zalezy wytgcznie od T, (x), y
oraz N. O]

Dowdd. Niech f, f' oznaczaja odpowiednio funkcje (N + k)-typu dla x oraz N-typu dla xy. Niech
z € By(e). Wowczas zardéwno yz, jak y naleza do By (e), czyli dziedziny funkeji f, przy czym

f'(2) = leyz| — |vy| = |lzyz] — 2| = (lzy| — |2]) = f(yz) — (). O
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Lemat 2.15. Niech Ny oznacza statg z lematu 2.15. Niech N > No+8), M > 0, x € G oraz
y € T¢(x), gdzie ly| > M +45. Wowczas T% (zy) zalezy wylacznie od TY(x), y oraz N, M.

Zwracamy uwage, ze warto$¢ M > 0 w lemacie jest zupelnie dowolna.

Dowdd. Niech z, 2’ € G beda takie, ze T%(z) = T} (2'). Oznaczmy n = |z|.
Niech z € By(e). Nalezy wykazac, ze

(2.2) |zyz| — |yl = |2'yz| — |2'y|.
Niech «, 8 beda geodezyjnymi taczacymi e odpowiednio z xy oraz xyz, przy czym mozemy zalozy¢,
ze « przechodzi przez x. Oznaczmy w = z~'3(n). Poniewaz n < |zy| — % — 49, stosujac wniosek 2.2

dla geodezyjnych «, 8 otrzymujemy
|lw| = d(x,zw) = d(a(n), B(n)) < 8.

Wobec tego z rownosci T%(x) = T%(z') wynika na mocy faktu 2.14 T% gs(zw) = T§_g5(z'w). Korzy-
stajac z lematu 2.13 otrzymujemy

T(x) = Ta"), T¢(zw) = T(2'w),
przy czym do pierwszego zbioru nalezy y, za$ do drugiego w™'yz. Stad juz wynika (2.2), poniewaz
|zyz|—|vy| = Jrw|+Hw | = (x|+]y]) = [w™yz| =yl = [2wl+w™ yz| = (12| +]y]) = [2'yz|-]2"y]. O

Fakt 2.16. Dila dowolnego r > 0 istnieje N, > 0 takie, ze dla dowolnych N > N, oraz g,h € G
z warunkow
nl <r, lghl=lgl,  Tx(gh)=Tx(9)

wynika, zZe h jest elementem torsynym.

Dowdd. Jesli h nie jest torsyjny, na mocy uwagi nastepujacej po Proposition 1.7.3 w [3] musi by¢ typu
hiperbolicznego (co oznacza, ciag (h™),cz jest nieskoriczona quasi-gedoezyjna w G). W tej sytuacji
sprzeczno$¢ wynika z dowodu Proposition 7.3.1 w [3], z tym zastrzezeniem, ze wystepujaca tam stala
49 nalezy zastapi¢ przez r. (Moze to zwiekszy¢ otrzymana warto$é N,., jednak poza tym nie narusza
poprawnosci rozumowania). O]
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Rozdzial 3

Konstrukcja granicy odwrotne;]

W tym rozdziale skorzystamy z przytoczonego ponizej klasycznego twierdzenia 3.2, aby przedstawic
brzeg Gromowa JG w postaci granicy odwrotnej ciggu nerwoéw odpowiednio dobranych otwartych
pokry¢ U; przestrzeni 0G.

3.1 Twierdzenie o nerwach pokry¢

Definicja 3.1. Gwiazdg zbioru U z pokrycia U nazwiemy sume | J{U; |U; e U, U;NU # 0}.

Twierdzenie 3.2. Niech X bedzie zwartq przestrzeniq metryczng, zas (Us)i>o ciggiem otwartych po-
kryé przestrzeni X, spetniajgcych warunki:

(i) dla kazdego i pokrycie U; jest skoticzone i nie zawiera zbioréw pustych;
(ii) istnieje n > 0 takie, zZe rankU; < n dla kazdego i > 0;
(iit) cigg (U;)iso ma wtasno$é rozdrabniania (w sensie definicji 1.10a);

(iv) spetniona jest wltasno$é gwiazdy: dowolna gwiazda w pokryciu U; zawiera sie w pewnym elemencie
pokrycia U;_1; formalnie:

Viso Yoew, Iveu,_, U U cv.
U’ eldy; UNU' 0

Niech K; oznacza nerw pokrycia U;, i niech vy oznacza wierzcholtek w tym nerwie odpowiadajgcy
zbiorowr U € U;.

Wowczas istnieje homeomorfizm ¢ : X — Um(K;, f;), gdzie f; : K;11 — K; jest okreslone nastepujgco:
<—
o dlaU € K1, fi(vy) jest barycentrum sympleksu rozpietego przez {vy |V € K;, V D U};
o dla pozostatych elementow K1 okreslamy f; poprzez liniowe rozszerzenie na kazdym sympleksie,

przy czym dla dowolnego x € X element p(x) jest jedyng nicig podsystemu (K;(x))i>o, gdzie dlai >0
przez K;(x) oznaczamy sympleks w K; rozpiety przez zbior {vy |U € U;z € U}.

Co wigcej, zachodzi warunek z definicji 1.10b: cigg ({fi(o) |0 € K;})i>0 ma wlasnosé rozdrabniania.
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Jest to niewielka modyfikacja twierdzenia [6, tw. 1.13.2] do naszych potrzeb. Podamy teraz, w jaki
sposob nalezy dostosowa¢ podany tam dowod.

e Wprawdzie z naszych zalozen nie wynika prawdziwos¢ podanego tam warunku (2), jednak tatwo
sprawdzié¢, ze w oryginalnym dowodzie warunek ten przydaje sie jedynie do uzasadnienia wta-
snosci sformutowanych powyzej jako (iii) i (iv). Zatem nasze zalozenia rowniez sg wystarczajace
dla spelnienia tezy.

e Oryginalne sformutowanie twierdzenia nie stwierdza wlasnosci rozdrabniania dla ciggéw rodzin
postaci ({f/(0)|o € K,});j>i dla ¢ > 0. Jednak stosujac indukcyjnie nieréwnosé¢ (6) podana
w jego dowodzie, otrzymujemy, ze (przy naszych oznaczeniach):

(3.1) diam f/ (o) < (nLH)j_i dla dowolnego sympleksu o w K,
gdzie n oznacza ograniczenie rzedu pokrycia z warunku (ii). Ograniczenie po prawej stronie
w (3.1) nie zalezy od wyboru o, lecz wylacznie od i, oraz zbiega do zera, gdy i — 0o, co dowodzi
zadanej wlasnosci. (Oczywiscie podane tu konkretne oszacowanie zachodzi jedynie dla wybranej
metryki na K, uzytej w [6] — jednak na mocy uwagi 1.11 nie ma to dla nas znaczenia).

Oznaczenie 3.3. Przez [vy,...,v;| bedziemy oznaczaé (w kontekscie danego kompleksu symplicjalne-
go) sympleks rozpiety na wierzchotkach vy, ..., v;. Przez m; bedziemy oznaczaé naturalne rzutowanie
z przestrzeni X (utozsamionej z im K poprzez ) do kompleksu K;.

—

Definicja 3.4. Jesli (K, f;) jest systemem odwrotnym otrzymanym z twierdzenia 3.2 oraz o =
[V, - -+, vy, ] jest sympleksem w K, definiujemy nosnik o jako supp o = U;nzl U;.

Fakt 3.5. Jesli o jest sympleksem w K, za$ o’ sympleksem w f, (o), to suppo’ C suppo.

Dowdd. Niech 0 = [vy,,...,vy,] oraz o' = [y, ..., vy |. Z definicji f, wynika, ze kazdy ze zbioréw
U; zawiera si¢ w pewnym Uy, a stad juz wynika teza. O]

Fakt 3.6. Jesli o jest sympleksem w K;, to 7, *(c) C suppo.

Dowdd. Niech x € X spehia m;(z) € 0 = [vy,, ..., vy, |. Wowcezas z definicji rodzina {U € U; |z € U}
zawiera sie w {Uy,...,U}. Jednak skoro U; jest pokryciem X, musimy mie¢ z € Uy U... U U =
suppo. ]

3.2 Quasi-niezmiennicze systemy podzbioréow

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczna z homeomorficznym dziataniem skoniczenie generowanej
grupy hiperbolicznej G (przypomnijmy, ze zakladamy, ze grupa jest wyposazona w ustalony zbior
generatorow).

Definicje 3.8 i podsumowuja warunki, ktore — jak wykazemy w rozdziatach 3.4 i 4 — wystarcza,
aby do ciagu (U),>o0 mozna bylo zastosowac twierdzenie 3.2, a takze aby otrzymany system odwrotny
wielo§cianow mial wlasnosé Markowa (w sensie definicji 1.9). W nastepnym podrozdziale dla grupy G
skonstruujemy pewien ciag pokry¢ G, posiadajacy wszystkie wymienione tu wtasnosci.
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Oznaczenie 3.7. Dla dowolnej rodziny C = {C, }req podzbioréw przestrzeni X oznaczamy:

Co={C,|z€G, |z|=n}, [cl.=]C

Cecy
Rodzing C bedziemy zazwyczaj utozsamiaé z ciggiem podrodzin (Cp)n>o-

Definicja 3.8. Rodzine C = {C,}.cq podzbioréw przestrzeni X nazywamy systemem quasi-G-
niezmienniczym, jesli istnieja stata sgsiedztwa D > 0 oraz stata skoku J > 0 takie, ze:

(QIL) ciag podrodzin (C,)n>0, gdzie C, = {C, | € G, |z| = n}, ma wlasnos¢ rozdrabniania
(w sensie definicji 1.10a);

(QI2) dla kazdego n oraz x,y € G zachodzi implikacja

Z|=lyl=n, C:NC,#0 =  d(z,y)<D;

(QI3) dla kazdego x € G oraz 0 < k < |x7| istnieje y € G takie, ze |y| = |z| — kJ oraz C, D Cy;

(QI4) istnieje skorniczenie wartosciowa funkcja typu T okreslona na G taka, ze jesli tylko T'(z) = T'(gx)
dla g,z € G, to:

(a) Ogac =g- Can
(b) dla dowolnego y € G takiego, ze |y| = |z| oraz C,, N C, # (), zachodzi

ng =g- Cya |gy’ = |gx];

(c) dla dowolnego y € G takiego, ze |y| = |x| + kJ dla pewnego k > 0 oraz ) # C, C C,,
zachodzi

lgyl = lgz| + kJ,  T(gy)=T(y), a zatem  Cy=g-C,.

Uwaga 3.9. Zauwazmy, ze z prawdziwosci warunku (QI3) dla k& = 1 wynika przez indukcje jego
prawdziwosé¢ dla wszystkich k£ > 0, oraz ze to samo dotyczy warunku (QI4c).

Definicja 3.10. System C = {C, },cc podzbioréw X nazywamy systemem pokryé, jesli C, jest otwar-
tym pokryciem X dla kazdego n > 0.

3.3 System pokry¢ wnetrzami gwiazd zasiegow

Definicja 3.11. Dla dowolnego elementu g € G oraz r > 0 oznaczamy
P(x)={y € Glleyl =lyl},  P(x) = P(z) N B.(e).
Jesli y € P(x) (odp. P.(x)), powiemy, ze xy jest towarzyszem (odp. r-towarzyszem) elementu .

7 definicji typu kulowego otrzymujemy natychmiast nastepujaca wtasnosé.

Fakt 3.12. Jesli N > r > 0, 2bior P.(x) zalezy wytgcznie od T§ () orazr, N. O
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Definicja 3.13. Definiujemy zbior S, jako wnetrze gwiazdy zasiegéw w 0G wokol span(g):

Sy = int < U span(gh)), gdzie I(g) = {h € P(g) | span(gh) Nspan(g) # 0}.

hel(g)
Dla dowolnego k > 0, okreslamy rodzine
Se={S,|g€qG,|gl=k, S, #0}.

Fakt 3.14. Dla dowolnego g € G zachodzi span(g) C 5.

Dowdd. Rozwazmy réwnoscé

0G = U span(gh) = ( U span(gh)) U ( U span(gh)).

heP(g) hel(g) heP(g)\1(g)

Poniewaz drugi skladnik jest roztaczny z span(g), a takze domkniety (jako skonczona suma zbiorow
domknietych), wnioskujemy, ze span(g) musi zawiera¢ sie we wnetrzu pierwszego sktadnika, czyli
doktadnie w S,. N

Whiosek 3.15. Dla kazdego k > 0 rodzina Sy jest pokryciem przestrzeni 0G.
Dowdd. Wynika to natychmiast z powyzszego faktu i stad, ze 0G =, . o=k span(g). O]
Fakt 3.16. Przy oznaczeniach faktu 2.10 dla kazdego k > 0 oraz U € Sj, zachodzi diamU < 3C - a~*.

Dowdd. Niech U = S, dla pewnego g € G, gdzie |g| = k, i niech z,y € S,. Wowczas x € span(ghy) i
y € span(ghs) dla pewnych hy, hy € I(g). Stad, na mocy faktu 2.10,

d(z,y) < diamspan(gh,) + diam span(g) 4 diam span(gh,) < 3C - a~*. O
Fakt 3.17. Niech h € P(g). Wowczas:

(a) Jesli span(g) Nspan(gh) # 0, to |h| < 46 (czyli: I(g) C Pus(9));
(b) Jesli S, N Syn # 0, to |h| < 126.

Dowdd. (a) Niech |g| = |gh| = k oraz x € span(g) N span(gh). Wowczas istnieja geodezyjne «,
wychodzace z e i zbiezne do z takie, ze a(k) = g, B(k) = gh. Na mocy nieréwnosci (1.3.4.1) w [3]
oznacza to, ze d(g, gh) < 49.

(b) Niech teraz x € S; N Sg,. Wowcezas z definicji mamy = € span(gu) N span(ghv) dla pewnych
u € I(g), v € I(gh). Korzystajac z punktu a), otrzymujemy

\h| < |u| + |u" ho| + [v™h] < 48 + 46 + 45 = 120. O
Fakt 3.18. Niech g € G oraz k < |g|. Wowczas:
(a) istnieje f € G diugosci k takie, ze g € fT°(f);
(b) dla kazdego f € G o wlasnoSciach z punktu (a) zachodzi span(g) C span(f);

(c) dla kazdego f € G o wtasnosciach z punktu (a) zachodzi Sy, C Sy.
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Dowdd. (a) Niech a bedzie odcinkiem geodezyjnym 7z e do g. Wowcezas f = a(k) ma zadane wlasnosci.

(b) Jesli f ma wtlasnosci z punktu (a), to z faktu 2.5 mamy ¢7°(g) C fT°(f), zatem pozostaje
zastosowaé fakt 2.9.

(c) Na mocy poprzednich punktow dla kazdego h € I(g) istnieje pewien element f;, o dlugosci k taki,
ze span(gh) C span(fy); przy tym za f, mozemy przyja¢ f. W szczegolnosci wynika stad, ze

0 # span(g) N span(gh) < span(f) N span(fy),

a wiec f~1f, € I(f). Z dowolnosci h € I(g) mamy

J span(gh) € |J span(f) € | span(fz).
hel(g) hel(g) z€l(f)
Biorac wnetrza zbior6w po obu skrajnych stronach zawierania, otrzymujemy teze. O
Lemat 3.19. Niech Ny oznacza stalq z lematu 2.15. Zatozmy, ze N,r > 0 oraz g,x € G spetniajg
T% (gz) = Tk (z). Wowezas:
(a) jesli N > Ny, to span(gz) = g - span(z);
(b) jesli N > Ny +r, to span(gzy) = g - span(xy) dla y € P,(z);
(c) jesli N > Ny := Ny +49, to Sye = g+ Sa;
(d) jesli N> Ny +r, to Spuy =g+ Szy dlay € Pr(x);
(e) jesli N > Ny := Ny + 166 oraz y € G spetnia |y| = |z| i S NS, # 0, to
Sgy =9+ Sy, a ponadto |gy| = |gz;
(f) jesli N > N3 := Nyg+219, k >0, L > N+k+40 orazy € G spetnia ly| = ||+ L i0 # S, C Sy,

to:
Sgy =9+ Sy, a ponadto  |gy| = |gz|+ L oraz T, .(9y) = TR i(y).

Dowdd. (a) Jesli N > Ny, z lematu 2.13 wynika, ze T°(gz) = T¢(x), a wiec gaT(gz) = g - 2T°(x).
W szczegdlnosci lewostronne przesuniecie o g, jako izometria, wyznacza jednoznaczng odpowiedniosé
miedzy geodezyjnymi w G wychodzacymi z z i zawartymi w 27(z) a geodezyjnymi w G wychodzacymi
z gx i zawartymi w gxT¢(gx). Teza wynika zatem z faktu 2.9 oraz ciagtosci dziatania elementem g na
przestrzeni G U 0G.

(b) Jesli N > Ny + r, to z faktu 2.14 mamy T% (gzy) = T}, (zy) dla kazdego y € P,(x); pozostaje
skorzysta¢ z (a).

(c) Niech y € I(z). Z faktu 3.17a mamy y € Pys(x). Skoro N > Ny + 40, to z punktu (b) oraz
faktu 3.12 wynika, ze

span(gx) = g - span(x), span(gzy) = g - span(zy), y € Pis(gx).

Poniewaz span(z) N span(zy) # 0, dzialajac elementem ¢ otrzymujemy span(gx) N span(gzy) # 0,
a wiec y € I(gz). W takim razie mamy

qg- U span(zy) = U span(gzry) C U span(gzry).

y€el(z) yel(z) y€l(gz)
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Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla elementu odwrotnego ¢! dowodzimy, ze powyzsze
zawieranie jest w istocie rownoscia. Co wiecej, poniewaz lewostronne dzialanie elementem g jest ho-
meomorfizmem, musi przeprowadza¢ wnetrze sumy po lewej stronie (czyli S,) dokladnie na wnetrze
sumy po prawej stronie (czyli Sg;).

(d) Ten punkt wynika z (c) tak samo, jak (b) wynikalto z (a).

(e) Z faktu 3.17b mamy z7'y € Pios(x). Wobec tego pierwsza cze$¢ tezy wynika z punktu (d),
natomiast druga — z zalozenia, ze T%(z) = T%(gx) oraz N > 164.

(f) Niech |y| > |z| oraz S, C S,. Z faktu 3.18 wynika, ze istnieje z € G takie, ze

lzz] = |z, y € x2T(xz), Sy C Sqz.

W szczegblnosci S, NS, # 0, zatem z faktu 3.17 mamy z € Pigs(x). Z faktow 2.14 oraz 3.12
otrzymujemy

(3.2) T]Z(,_lz(;(gxz) = TJI{/—126($2)7 z € Pras(gz).

Z pierwsze] z tych wlasno$ci na mocy lematu 2.13 mamy T(gxz) = T¢(xz). Poniewaz element (z2)~'y

nalezy do T¢(xz) i ma dtugosé¢ réwna
(3.3) (22) 7yl =yl — |z = |yl — 2] = L > N + k + 49,

stosujac do (3.2) lemat 2.15 dla przesuniecia o (rz) 'y (i parametrow N — 12§ > Ny + 85, N + k)
otrzymujemy

Tkurk(gy) = T}’v+k(y),

a stad na mocy punktu (c)
Sgy =g Sy.

Ponadto z warunkow (z2)~'y € T%(gzz), (3.3) oraz (3.2) mamy
gyl = lgz2| + |(22) "'yl = [goz| + L = |g2| + L,
co konczy dowdd. O

Whiosek 3.20. Dia N > N3 cigg pokryé (S,) z funkcjg T = T jest quasi-G-niezmienniczym syste-
mem pokryé.

Dowaod. We wniosku 3.15 sprawdziliSmy, ze kazde S, jest pokryciem przestrzeni OG; oczywiscie jest to

pokrycie otwarte. Kolejne warunki w definicji 3.8 wynikaja natychmiast odpowiednio z faktéw 3.16,
3.17b i 3.18 oraz lematu 3.19¢,e.f (dla k = 0). Przy tym uzyskujemy:

D =124, Jo =0, J = N3 + 49. [l

3.4 Wykonalno$¢ konstrukcji dla systeméw pokry¢

Lemat 3.21. Niech (U,) bedzie quasi-G-niezmienniczym systemem pokryé w przestrzeni X i niech J
oznacza jego statq skoku. Wowczas istnieje stata Ly taka, ze dla dowolnego L > Ly podzielnego przez J
cigg pokryé (Ury)nen spetnia wtasnosé qwiazdy (patrz twierdzenie 3.2, wtasno$é (iv)).
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Dowadd. Niech L;) bedzie taka stala, ze dowolny zbioér z poziomu i + L;) lub glebszego wraz ze swoja
gwiazda jest zawarty w pewnym zbiorze z pokrycia na poziomie i. Jej istnienie jest natychmiastowym
wnioskiem z istnienia staltej Lebesgue’a dla pokrycia poziomu ¢ oraz ze zbieznosci $rednic zbioréow do 0
wraz ze wzrostem poziomu.

Poniewaz istnieje skoniczenie wiele N-typow w G, istnieje S > 0 takie, ze dla dowolnego g € G istnieje
g € G takie, ze |¢'| < S oraz T(g) = T(¢'). Pokazemy, ze teza lematu jest spelniona przez

Lo =14 max{Ly |i < S}

Niech |g| = L(k+1) oraz L > Ly bedzie podzielne przez J; chcemy pokazac, ze istnieje f € G dtugosci
LF takie, ze Uy zawiera U, oraz wszystkie zbiory sasiednie poziomu L(k+1). Jesli Lk < S, wynika to
z nierownosci L > Lo > L(py) oraz definicji stalej L.

W przeciwnym razie na mocy wlasnosci ()13) istnieje f dtugosci Lk takie, ze U, C Uy. Niech f' € G
o diugosci 7 < S spetnia T(f') = T(f). Oznaczmy h = f'f~1. Wowczas, skoro J | L, z (QI4¢) mamy
(3.4) Ung=h-Uy Ch-Uy=Up,  T(hg)=T(g), |hgl=3j+L.

Wobec tego, jako ze j < S, istnicje element f’ dlugosci j taki, ze Uj zawiera Uy, razem z cala jego
gwiazda. Wowczas z (3.4) mamy Uy N Uy # (), a wiec z wlasnosci (QI4b) otrzymujemy

Uprjp=h"" Uz, |07 f|=|n7'f'| = Lk.

Niech teraz |x| = |g| oraz U, NU, # 0. Wowczas z (3.4) i (QI4b) otrzymujemy Up, = h - Uy; w
szczegOlnosci Uy, zawiera sie w gwiezdzie zbioru Uy, = h- Uy, a wige zawiera si¢ w Up,. Stad z (Ql4c):

U;B = hil . Uh;p g hil ' Uf'/ = Uh—lf/-

Oznacza to, ze element f := h~'f’ ma zadana wlasnosc. O

Whiosek 3.22. Niech (U,) bedzie quasi-G-niezmienniczym systemem pokryé G-przestrzeni X. Zdefi-
niujmy _
U, ={U €U, |U # 0}.

Niech Ly oznacza statq otrzymang dla systemu (U,) w lemacie 3.21. Wowezas dla dowolnego L > Ly

cigg pokryé (Unr)n>o spetnia zatozenia twierdzenia 5.2.

Dowdd. Oczywiscie dla kazdego n rodzina U, jest otwartym pokryciem X. Warunek (i) w tresci twier-
dzenia 3.2 wynika wprost z definicji 2,,. Warunki (iii) oraz (iv) wynikaja odpowiednio z whasnosci (QI1)
oraz lematu 3.21.

Natomiast warunek (ii) tatwo wynika z wlasnosci (QI2): jesli tylko U, N U, # 0, to mamy d(z,y) < D,
czyli z7'y nalezy do kuli w G o érodku w e i promieniu D. Oznacza to, ze rzad pokrycia U, (a tym
samym L?n) nie przekracza liczby elementow w tej kuli, ktora jest skoriczona i niezalezna od n. O]
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Rozdzial 4

Wtlasnosé Markowa

Naszym celem w tym rozdziale jest wykazanie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.1. Niech (Uy,)n>0 bedzie quasi-G-niezmienniczym systemem pokry¢ zwartej metrycznej
G-przestrzeni X. Niech Lo oznacza statq otrzymang dla tego systemu w lemacie 3.21, L > Lg 1 niech
(Kn, fn) bedzie systemem odwrotnym kompleksow otrzymanym dla ciggu pokryé (Unr)n>o-

Wowezas system (K, fn) spetnia warunki z definicji 1.9, 1.10b oraz 1.12, co oznacza, ze X jest
barycentrycznym kompaktem Markowa z wltasnoSciq rozdrabniania.

4.1 Typy i przesuniecia

Ponizej (w definicji 4.3) zdefiniujemy typ sympleksu, ktory zostanie uzyty do wykazania wlasnosci Mar-
kowa dla systemu (K, f,). Intuicyjnie, chcieliby$my, aby typ sympleksu s = [vy, ..., vy, | zawieral
informacje o typach elementow g; (co wydaje sie naturalne), lecz takze o ich wzajemnym potozeniu
w grupie G (co znaczaco ulatwi, jak przekonamy sie w rozdziale 4.2, kontrolowanie przeciwobrazow
przy odwzorowaniach f,).

Obraz ten ulega jednak komplikacji wskutek tego, ze w og6lnosci nie mamy gwarancji jednoznacznosci
wyboru elementu g odpowiadajacego zbiorowi U, € U,. Wobec tego w typie sympleksu umiescimy
typy 1 wzajemne potozenia wszystkich elementoéw reprezentujacych jego wierzchotki.

Efektem powyzszych rozwazan jest dosé skomplikowana definicja typu sympleksu, ktorej jednak prawie
nigdy nie uzyjemy bezpos$rednio. Okazuje sie bowiem, ze réwnosé tak rozumianych typoéw mozna
wygodnie opisa¢ poprzez istnienie pomiedzy nimi przesuniecia, zachowujacego naszkicowana powyzej
strukture (patrz definicja 4.4). Wlasnos$¢ te wykorzystamy w wielu dowodach w dalszych rozdziatach.

Oznaczmy przez (,, nerw pokrycia Zjn) (Wowcezas K,, = Q1)

Definicja 4.2. Dla sympleksu s w @,, definiujemy graf skierowany G, = (Vj, E,) nastepujaco:

e wierzchotkami w G, sg elementy g € G, dla ktérych vy, jest wierzchotkiem w s (a wiec |g| = n);
e kazdy wierzcholek g € Vj etykietujemy jego typem T'(g);
e krawedziami w G sa wszystkie pary (g,¢') dla g,¢' € Vi, g # ¢';

e kazda krawedz (g, ¢') etykietujemy elementem g~ '¢' € G.
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Definicja 4.3. Dwa sympleksy s € Q),, i ' € Q,, nazwiemy podobnymi, jesli istnieje izomorfizm grafow
¢ : Gy — Gy, zachowujacy etykiety wierzchotkow i krawedzi.

Typem sympleksu s € Q,, (oznaczenie: T (s)) nazwiemy jego klase podobiefistwa.
(Zatem: dwa sympleksy sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy maja rowne typy).

Definicja 4.4. Sympleks s’ € Q,» nazwiemy przesunieciem sympleksu s € @Q,, o element v (oznaczenie:
s =r-s), jesli wzor p(g) = v - g zadaje izomorfizm ¢ spelniajacy warunki z definicji 4.3.

Fakt 4.5. Przesuwanie symplekséw spetnia naturalne wtasnosci (cze$ciowego) dziatania G na zbiorze:

/ . i / /

jesli s=v-s i §=+-4, to s=vy"-5 1 =0H'9)-s. O
Fakt 4.6. Dowolne sympleksy s € Q,,, s' € Q. majg rowne typy <= s =v-s dla pewnego v € G.

Dowdd. Implikacja (<) jest oczywista. W drugg strone, niech ¢ : Gy — Gy bedzie izomorfizmem
spetniajacym warunki z definicji 4.3. Wybierzmy dowolnie gy € V; i okreslmy v = ¢(go) g5 ' Poniewaz
¢ zachowuje etykiety krawedzi, dla dowolnego g € V5 \ {go} mamy

1 1

elg) @) =g90"9 = e@g'=¢v@aw' =17 = olg =79 O

Fakt 4.7. Jesli s' = v - s oraz vy, jest wierzchotkiem w s, to vy, jest wierzchotkiem w s', a przy tym
Uy =7 Uz,  T(yz) =T(x).
W szczegdlnosci, przesuwanie zbiorow z U o element v zadaje bijekcje miedzy wierzchothami s a s'.

Dowdsd. Wynika to natychmiast z definicji 4.2 i 4.4 oraz wlasnosci (QI4a). O

Fakt 4.8. Niech m,n,d >0, s € Q,, oraz v,x € G spetniajg warunki
supp s C U,, T(z) =T (yz), |z| =n —d, |yz| =m —d, d>J,
gdzie J oznacza statq skoku systemu (U,). Wowczas sympleks v - s istnieje i nalezy do Q.

Dowdd. Niech g € Vi; wowezas U, C supp s C U,, zatem z wlasnosci (QI4) mamy

(4.1) Uy=7-Up  Tlg)=T(g9),  |rgl=mL.
W szczegdlnosei jesli s = [uy, ..., vy, |, to tatwo wynika stad, ze w @, istnieje sympleks s’ =
(V0,5 -5 VU, ]+ Co wigeej, dla dowolnego g € V, mamy U, = U,, dla pewnego 1 <i <k, a wowczas

z (4.1) mamy U,, = v - U, = U, zatem vg € Vy. To oznacza, ze lewostronne mnozenie przez
zadaje bijekcje miedzy wierzchotkami grafow G i Gy. Z (4.1) wynika, ze zachowuje ono etykiety
wierzcholtkéw; zachowywanie etykiet krawedzi wynika wprost z definicji. O

Lemat 4.9. f.gczna liczba typow sympleksow we wszystkich kompleksach @), jest skorczona.

Dowdd. Rozwazmy sympleks s € K,,. Jedli g,¢" € V;, to wierzcholki vy, vy, naleza do s, co oznacza
z definicji, ze U,NUy # 0, a to z wlasnosci (QI2) oraz definicji V; oznacza, ze |g'¢'| < D. Oznacza to,
ze zardwno liczba wierzchotkow w grafach Gy, jak i liczba mozliwych etykiet krawedzi pojawiajacych
sie we wszystkich takich grafach, nie przekraczaja licznosci kuli B(e, D) w grupie G. To konczy dowod,
poniewaz etykiety wierzchotkow z zatozenia pochodza ze skonczonego zbioru typoéw w G. [
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4.2 Typ sympleksu wyznacza jego przeciwobraz

Lemat 4.10. Niech s € K,,, s’ € K, bedq sympleksami tego samego typu oraz s' =~ - s dla pewnego
v € G. Wéwczas przeksztatcenia I : s — s oraz J . f,'(s) — [ 1(s'), okreslone na wierzchotkach
odpowiednich podkompleksow wzorams

I(vy) =vyy  dlavy € s, Jvy) =vyp  dlavy € f,'(s),

oraz rozszerzone afinicznie na sympleksy w tych podkompleksach, majg nastepujgce wtasnosci:

e sq poprawnie okreslone (w szczegdlnosci vy - U jest elementem odpowiedniego pokrycia);
e sq wzomorfizmami podkompleksow;

o przeprowadzajq sympleksy na ich przesuniecia o 7y (w szczegélnosci zachowugjq ich typy).
Ponadto nastepujgcy diagram jest przemienny:

(4.2) s (o)

Dowad. Niech

(4.3) s = vy, .-, v0], U, =U,, g =9, Ui = U,

Wowczas z zatozen (korzystajac z definicji oraz z faktu 4.7) wnioskujemy, ze
s'=lou,..vyl, Ui=v-Uy  T(9)=T(g), lal=nL,  |gi|=n'L.

Wynika stad w szczegolnosci, ze dla vy € s wartosé I(vy) jest poprawnie okreslona i nalezy do s'; przy
tym I zadaje bijekcje miedzy wierzchotkami s i &', a wiec jest izomorfizmem. Co wiecej, dla dowolnego
podsympleksu o = [vy, ..., vy, | € s oraz g € G na mocy faktu 4.7 mamy réwnowaznosé

vw,€0 & U, e{Uy|1<j<Il} & Uy,€e{y U,|1<j<Il} < wy,€lo),
zatem izomorfizm G ~ Gy zadany przez v obcina sie do izomorfizmu G, ~ Gy, a wiec I(0) = v- 0.

Pozostaje nam sprawdzi¢ zadane wlasnosci przeksztatcenia J oraz przemiennosé diagramu (4.2).

Sprawdzmy najpierw, ze J jest poprawnie okreslone. Niech vy bedzie wierzcholkiem w f,!(s) i niech
U = U, dla pewnego h € G dlugosci (n + 1)L. Z definicji f, wynika, ze U, C U, dla pewnego
1 <i < k. Wowczas, oznaczajac h' = yh, z wlasnosci (Ql4c) mamy

(4.4) Up =7-Up S Uy =Uyg, T(h')=T(h), || = (n" + 1)L,

skad wynika w szczegolnosci, ze v - Uy, € a(n/+1)L, a wiec J(vy) = vy, jest wierzcholkiem w K.

Wykazemy teraz, ze wierzchotek J(vy) nalezy do f,,'(s') oraz ze diagram (4.2) jest przemienny. Z de-
finicji przeksztatcen f,, f,» wynika, ze dla obu tych celow wystarczy wykazaé, ze

(4.5) {U U €Uy, U D2Up} ={y-U|U €Un, U2 U,}.
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Sprawdzmy zawieranie (D). Niech U, = U D U, dla pewnego g € G o dlugosci nL. Wowczas w szcze-
golnosci U, N Uy, D Uy, # 0, zatem z wlasnosci (QI4b) mamy

Uyg=7Uy 27 -Up=Up,  |yg|=n'L.

To dowodzi zawierania (2) w (4.5). Poniewaz Uy = - Uy, 2 v-Uy, = Uy, zawieranie przeciwne mozna
wykaza¢ calkowicie analogicznie, rozwazajac tym razem przesuniecie o element v~!. Dowiedli$my
zatem (4.5). Wynika stad w szczegolnosci, ze J(vy) € f.,'(s') dla dowolnego vy € f1(s), a wiec J
jest poprawnie okreslone na wierzchotkach kompleksu f,!(s). Z (4.5) wynika rowniez przemienno$¢
diagramu (4.2) po obcieciu do wierzcholtkéw rozwazanych kompleksow.

Niech teraz o = [vy, , ..., vy, | bedzie sympleksem w f71(s). Wowezas mamy ﬂi’:l Up, # 0, a wiec row-
niez (., Usn, = v - (y U, # 0. Wynika stad, ze w f,'(s') istnieje sympleks [T (v, )s -5 I (v,
Oznacza to, ze rozszerzajac J w sposob afiniczny z wierzchotkow na sympleksy otrzymujemy po-
prawnie okre§lone odwzorowanie kompleksow. Przemiennosé diagramu (4.2) wynika w tej sytuacji ze
sprawdzonej juz przemienno$ci dla wierzchotkow.

Poniewaz zamiana rolami symplekséw s i s’ oraz elementéow ¢; z elementami g, powoduje zamiane
rolami element6w v i 41, odwzorowanie J : f.,'(s') — f,1(s) otrzymane w analogiczny sposob dla
takiej sytuacji musi by¢ odwrotne do J. Zatem J jest izomorfizmem.

Do sprawdzenia pozostala rownosé¢ J(o) = ~ - o dla dowolnego sympleksu o w f,1(s). W tym celu
wybierzmy dowolny element h € V,, (tzn. bedacy wierzchotkiem w grafie G, z definicji 4.2) i przyjmijmy
©(h) = ~h; element ten byl wczesniej oznaczony przez h'. Wowezas z (4.4) oraz juz sprawdzonych
wlasnosci J wynika, ze

vy, = Uy, = J(vy,) jest wierzchotkiem w J(o), T(yh) =T(h).

Pierwszy z tych faktow oznacza, ze ¢(h) istotnie nalezy do Vj(,); drugi zapewnia, ze ¢ zachowuje
etykiety wierzchotkow w grafach. Zachowywanie etykiet krawedzi wynika tatwo z definicji ¢. Pozostaje
wigc jedynie sprawdzenie, ze o zadaje bijekcje miedzy V, a Vj(4), co mozna tatwo uzasadnic¢ zamieniajac
rolami s, 0 z s, J(0) i powtarzajac powyzsze rozumowanie dla przeksztalcenia odwrotnego J—1. [

4.3 Dowodd twierdzenia 4.1

Barycentrycznosé oraz wlasno$é¢ rozdrabniania dla systemu (K, f,) wynika z twierdzenia 3.2; pozo-
staje sprawdzi¢ wlasnos¢ Markowa dla tego systemu. Prawdziwos¢ warunku (ii) w definicji 1.9 wynika
wprost ze sposobu okreslenia przeksztalcen f, w tezie twierdzenia 3.2; warunek (i) jest z kolei wnio-
skiem z zalozenia (ii) w tresci tego twierdzenia. Pozostaje wiec zadba¢ o warunek (iii).

Typem, ktory przyporzadkowujemy sympleksom, jest typ T2, okreslony w definicji 4.3. Jesli sympleksy
s € K;, ' € K; maja rowny typ, to z faktu 4.6 wynika, ze s’ = - s dla pewnego v € G. Wowczas,
stosujac indukcyjnie lemat 4.10 otrzymujemy, ze dla kazdego k > 0 sympleksy w przeciwobrazie
(fj+k)_1(s’) pokrywaja sie dokladnie z przesunieciami o v symplekséw w przeciwobrazie (fi%)~1(s),
a ponadto definiujac

ir(vy) = vyu dla k>0, vy € (f)7(s),

otrzymujemy poprawnie okreslone izomorfizmy podkompleksow, zachowujace typy sympleksow, takie,
ze diagram w definicji 1.9 jest przemienny. To koriczy dowdd. O]
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4.4 Struktura kompaktu a metryka wizualna

W niniejszym podrozdziale zdefiniujemy dla dowolnej grupy hiperbolicznej G' nowa metryke na prze-
strzeni OG, oparta na systemie odwrotnym (K,) rozwazanym we wczesniejszych podrozdziatach.
Ze wzgledu na zwigzek tej metryki ze struktura kompaktu Markowa na OG nazwiemy ja metrykg
symplicjalng. Podobnie jak metryka wizualna (definicja 1.8), bedzie ona zalezna od dodatkowego pa-
rametru a > 1, przy czym — jak wykazemy w twierdzeniu 4.17 — dla wartosci a dostatecznie bliskich 1
metryki symplicjalna oraz wizualna z parametrem a sa bilipschitzowsko réwnowazne.

Aby zrozumieé¢ faktyczna wymowe tego wyniku, przytoczmy znane wlasnosci rodziny metryk wizual-
nych na przestrzeni dG. Definicja metryki wizualnej podana w [3]| jest zalezna nie tylko od wyboru
parametru a, ale rowniez od wyboru wyrdznionego elementu w grupie (w tej pracy jest nim zawsze e)
oraz zbioru jej generatoréw. Wiadomo, ze metryki wizualne otrzymane dla réznych wyboréw tych
parametréow nie musza by¢ wzajemnie bilipschitzowsko réwnowazne, jednak muszg wyznaczaé te sama,
strukture quasi-konforemna (|7, twierdzenia 2.18 i 3.2|). W tym kontekscie twierdzenie 4.17 pokazuje,
ze owa naturalng strukture quasi-konforemng na 0G mozna okresli¢ przy pomocy zbudowanej w roz-
dziatach 3 i 4 struktury kompaktu Markowa. W §wietle twierdzenia 5.18, ktére wykazemy w nastep-
nym podrozdziale, daje to mozliwosé (posredniego) skoriczonego opisu struktur quasi-konforemnych
na brzegach grup hiperbolicznych.

4.4.1 Metryka symplicjalna na 0G

Przytoczmy definicje metryki na kompleksach symplicjalnych, uzywanej w twierdzeniu 1.13.2 w [6]
(na ktorym oparte jest twierdzenie 3.2). Dla dowolnego n > 0 oznaczmy

e;=(0,...,0,1,0,...,0) € R".
T
Definicja 4.11. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, majacym n wierzchotkow. Niech m > n
oraz f : K — R™ bedzie przeksztatceniem afinicznym przeprowadzajacym roéznowarto$ciowo wierz-
chotki k w punkty postaci e; (dla 1 < i < m). OkreSlamy metryke [' na K jako przeciagniecie metryki [*
przez f:
Ao, y) = f@) — f@) dlazye K.

Uwaga 4.12. Metryka otrzymana za pomoca definicji 4.11 nie zalezy od wyboru m oraz f, poniewaz
dowolne inne zanurzenie aficznie f’ : K — R™ musi byé¢ (po obcieciu do K) zlozeniem f z pew-
nym przeksztatceniem liniowym permutujacym wybrane wspolrzedne w R™ oraz R™ i zachowujacym
pozostale, za$ takie przeksztalcenia sg izometriami w normie || - ||;.

Uwaga 4.13. Poniewaz w definicji 4.11 mamy f(K) C {(z;)|x; > 0dlal <i<m, > " x; =1},
latwo wywnioskowa¢ stad, ze dowolny kompleks K ma w metryce [! érednice co najwyzej 2.

Definicja 4.14. Niech (Kj, f;)i>o bedzie systemem odwrotnym wieloScianéw. Dla dowolnego rzeczy-
wistego a > 1 okreglamy metryke d* na granicy lim K; wzorem
—

o0

Y ((z1)iz0, (Wi)iz0) = Y a ™"+ dc, (i, 1)

=0

Uwaga 4.15. Definicja 4.14 sprowadza sie w przypadku a = 2 do klasycznej metryki uzywanej
w produktach przeliczalnych (i w szczegdlnosci granicach systemow odwrotnych); w szczegolnosci
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znanym faktem jest zgodno$¢ metryki d) z naturalna topologia (tzn. obcieta produktowa Tichonowa)
w granicy odwrotnej. Fakt ten uzasadnia sie jednak rownie tatwo dla dowolnej innej wartosci a > 1
(patrz np. |5, uwaga po twierdzeniu 4.2.2]).

Definicja 4.16. Metrykq symplicjalng d* na brzegu grupy hiperbolicznej G (z parametrem a > 1)
nazywamy przeniesienie na OG metryki d¥ na granicy odwrotnej systemu (K, f;)i>0, otrzymanego
z twierdzenia 3.2 dla systemu pokry¢ (S,,) okreslonego w rozdziale 3.3, przez homeomorfizm ¢ : X —
{iLnK}; otrzymany rowniez z twierdzenia 3.2.

4.4.2 Bilipschitzowska rownowazno$¢ metryki symplicjalnej z wizualng

Twierdzenie 4.17. Niech G bedzie skoriczenie generowang grupg hiperboliczng. Wowcezas istnieje
stata a; > 1 (zalezna jedynie od G) taka, ze dla dowolnej wartosci a € (1,a1) metryka symplicjalna
na przestrzeni OG z parametrem a (okreslona powyzej) jest bilipschitzowsko rownowazna z metrykg
wizualng z tym samym parametrem a (opisang w definicji 1.8).

Uwaga 4.18. Z definicji 1.8 wynika natychmiast, ze dla wykazania twierdzenia wystarczy sprawdzié¢
bilipschitzowska rownowaznos¢ okreslonej tam funkcji odlegtosci d z metryka symplicjalng.

Fakt 4.19. Jesli sq, s sq roztgeznymi sympleksami w kompleksie K, to dla dowolnych z; € S1, 29 € S
zachodzi dg (21, z0) = 2.

Dowedd. Niech f: K — R™ spelnia warunki definicji 4.11. Dla j = 1,2 niech A; oznacza zbiér takich
indeksow 1 <1i < m, dla ktorych e; = f(v) dla pewnego wierzchotka v € s;. Wowczas mamy:

f(sj):{(a:i)eRm‘ zi>0dlal<i<m, z;=0dlaicA,, inzl},

iEAj

Jednak skoro f jest wlozeniem, to zbiory A;, A, sa roztaczne, a stad tatwo wynika, ze dla dowolnych
p; € f(s;) (dla j = 1,2) zachodzi ||p1 — pa|j1 = 2. O

Lemat 4.20. Istniejg state Dy, Ny (zalezne jedynie od G) takie, ze jesli k,1 > 0, N > Ny oraz g,z € G
oraz p,q € 0G spetniajq warunki

el =k, gl =1, Tx(z) =Tx(gz),  pespan(z),  d(p,q) <a” TPV,
to w 0G zachodzi
(4.6) dg-p.g-q) <a” M -d(p.q).
Uwaga 4.21. Jesli wykazemy w og6lnosci nierdwnosé (4.6), to tym samym zapewnimy, ze mozna ja
wzmocni¢ do rownosci. Jest tak, poniewaz jesli elementy g, z, p, ¢ spetniaja zatozenia lematu, to z jego
tezy wynika, ze zalozenia te spelniaja rowniez elementy ¢g=1, gz, g - p, g - q, za$ stosujac lemat dla nich

otrzymujemy, ze d(p,q) < a~*"D.d(g-p, g-q), co zapewnia rownoi¢ w (4.6). Nie uwzgledniamy jednak
tego faktu w tredci lematu, poniewaz nie bedzie nam on potrzebny w dalszej czesci pracy.

Dowdd lematu J.20. Przyjmujemy
Dy = 139, Ny = Ny + 640,

gdzie Ny oznacza stala z lematu 2.13.
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1. Niech « oznacza pewna geodezyjna taczaca p z ¢, dla ktorej odlegtosé d(e, ) jest maksymalna.
Zauwazmy, ze wOwczas
d(e,v) = —log, d(p,q) > k + 130.

Poniewaz lewostronne przesuniecie o g jest izometriag w G, ciag ¢ - v zadaje obustronnie nieskoriczong
geodezyjna, ktora z definicji taczy punkty v-p, v-¢ w 0G. Wobec tego dla ukoriczenia dowodu wystarczy
ograniczy¢ z dotu odleglosé d(e, g - ).

2. Niech «, 3 beda dowolnymi geodezyjnymi laczacymi e odpowiednio z p i ¢; mozemy przy tym
wymagac, aby a(k) = z. Oznaczmy tez y = G(k).

Poniewaz «, 3,7 tworza trojkat geodezyjny (o dwoch wierzchotkach w nieskonczonosci), ze stwierdze-
nia 1.3.2 w [3] wynika, ze istnieje element s € U~ odlegly o < 126 od x. Wowczas ‘|s| — k:} < 126,
skad wynika w szczegolnosci, ze s € 7, a wiec s € 8. W tej sytuacji mamy

d(z,y) < d(z,s) +d(s,y) <126 + ||s| — k| < 240.

3. Dla dowolnego i € Z wybierzmy teraz geodezyjna n; taczaca e z y(i). Poniewaz (i) musi leze¢
w odleglosci < 120 od pewnego elementu « lub (3, stosujac wniosek 2.2 dla geodezyjnej n; i odpowiednio
a lub B otrzymujemy, ze punkt z; = n(k) lezy w odlegtosci < 405 odpowiednio od z lub y, a zatem
w kazdym wypadku mamy

d(x, z;) < 649.

4. W dalszym ciagu rozpatrujemy dowolne i € Z. Skoro N > N, oraz T} (z) = T} (gz), a takze

|z| = |z = k, to z faktow 2.14 oraz 3.12 otrzymujemy, ze
Tﬁo(zi) = T]ﬁfo(gzi% |gz| = |9z = L.

W takim razie z; i gz; maja rowne typy stozkowe na mocy lematu 2.13, a zatem z (i) € z,7T°(2;)
wynika ¢gy(i) € gz T¢(gz;), a stad
970 = lgail + |27 v (@] = gzl + (@) = 1zl = [y (@)] + (1 = k).
Biorac minimum po wszystkich ¢ € Z otrzymujemy, ze
d(@,g ' ’Y) = d<ea7) + (l - k)7
skad wynika, ze
d(g-p,g-q) <d(p,q)-a ™. O

Fakt 4.22. Istnieje stata D (zalezna jedynie od G) taka, Ze dla dowolnego k > 0 liczba Lebesgue’a

pokrycia Sy, wynosi przynajmniej D - a”F.

Dowdd. Niech N > N, (gdzie Ny jest stala z lematu 4.20) i niech M > 0 bedzie dobrane tak, by
dla kazdego g € G istnialo h € G takie, ze T%(g) = T%(h) oraz |h| < M. Przez L; oznaczmy stala
Lebesgue’a dla pokrycia S; dla j < M. Wykazemy, ze teze faktu speinia liczba

— 4—D1 JT.
D=a Jrr<11]vr}(a L),

gdzie D, jest stalg z lematu 4.20.

Niech £ > 01 B C 9G bedzie niepustym podzbiorem o $rednicy co najwyzej D - a=*. Niech bedzie
dowolnym elementem B; wowczas = € span(g) dla pewnego g € G takiego, ze |g| = k. Z definicji
stalej M istnieje h € G takie, ze

[l <M, Ty(g) =Tx(h).
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7 lematu 4.20 otrzymujemy, ze

diam(y - B) < D -a™® . q=IN=F) < o=l mlz\][}(aJL ) < L,
1<

co oznacza, ze istnieje ' € G takie, ze |W'| = |h| oraz v- B C Sp.
Zauwazmy teraz, ze z faktu 3.14, a nastepnie wlasnosci ((QI4a) wynika, ze
v-x €7 -span(g) C - Sy = S,

zatem v - x jest punktem wspolnym Sy, i Sp. W takim razie z (QI4b) otrzymujemy, ze

S =7 Sy 2 B. O
Dowod twierdzenia 4.17. Niech n oznacza maksymalny wymiar sympleksu w systemie (K;), zad
ag — stalg z definicji 1.8. Przyjmujemy

@) = min (ao, "TH)

Niech 1 < a < a;. Oznaczmy przez M $rednice 0G wzgledem metryki wizualnej (skoniczona z po-
wodu zwartosci 0G), za$ przez C) stala okreslajaca bilipschitzowska rownowazno$é¢ miedzy funkcja d
i metryka wizualna.

Niech p, ¢ beda dwoma réznymi elementami 0G i niech & > 0 bedzie najmniejsza liczba naturalna,
dla ktorej d(p, q) > a~*. Zauwazmy najpierw, ze dla k > 0 mamy d(p, q) < a~*~Y, za§ w przeciwnym
razie d(p, q) < MC, < MCy - a~*=Y, zatem w ogélnosci

(4.7) d(p,q) < M'-a~*1, gdzie M' = max(MChy, 1).

Najpierw oszacujemy d(p,q) z gory. Niech | bedzie najwigksza liczbg catkowita nieprzekraczajaca
k —log,D. Rozpatrujemy dwa przypadki:

e Jedli [ < 0, to zachodzi k < log,D, a stad na mocy uwagi 4.13

= = 2a 2a
dy(p.g) =D o' die (mip). m(q) <D a7 2< < @ niic, w0
t=0 t=0

e Jesli I > 0, to na mocy faktu 4.22 istnieje U € §; zawierajace oba punkty p,q. Wowczas
w kompleksie K; punkty m(p) i m(q) musza leze¢ w pewnych (by¢ moze roznych) sympleksach
zawierajacych wierzchotek vy, co na mocy uwagi 4.13 oznacza, ze

dr, (m(p),vv) <2, dr, (m(q),v0) < 2.
W tej sytuacji z warunku (3.1) (ktory mozemy wykorzysta¢, poniewaz uzywamy tych samych

metryk w kompleksach K;, co dowod twierdzenia 1.13.2 w [6]) otrzymujemy:
di, (m(p), m(q)) <2-2- (20)7" dla 0<t<lL

n+1
Wéwczas V/ ograniczenia diam K; < 2 dla t > 0 (wynikajacego z uwagi 4.13) oraz nieréwnosci

n+1
9] l
di\/l(p7 Q) - Za_t 'th (ﬂ-t(p)?ﬂ-t(Q)) S Za_t 4. n+1 + Z
t=0 t=0 t=l+1

l
<103 () 420 3 S Ca < (CDa) 0t < (CoDa) - dip ),

t=0 t=I+1

gdzie Cy jest pewna stala zalezna jedynie od a oraz n (a wiec niezalezng od p, q).
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Nier6wno$¢ w druga strone otrzymamy przy uzyciu faktu 3.16. Niech C' oznacza stala z tego faktu, i
niech !’ bedzie najmniejsza liczbg calkowita wieksza niz k + log,(3C). Wowczas fakt 3.16 zapewnia,
ze dla dowolnych t > I’ oraz U € S; zachodzi

diama U < 3C-a™t < a™* < d(p,q),

zatem punkty p,q nie mogg naraz naleze¢ do zadnego elementu pokrycia &;. Wowezas z opisu prze-
ksztalcenia 7, (podanego w tresci twierdzenia 3.2) wynika, ze punkty m(p), m(q) leza w pewnych
dwoch roztacznych sympleksach w kompleksie K, skad na mocy faktu 4.19 wynika, ze ich odlegtosé
wynosi 2. W takim razie korzystajac z (4.7) mamy:

o0 _l/
M _ " a 2 —k 2
d; (p,q —Za th m(p Za 22 a—l > 30(a—1) ~ @ Zm'd@&)-
t=0 t=l
To koriczy dow6d na mocy uwagi 4.18. [
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Rozdzial 5

Wzmocnione typy

W tym rozdziale zajmujemy sie zbudowaniem nowych funkcji typu w grupie G (badz w otrzyma-
nym dla niej w rozdziale 3 systemie odwrotnym (K,,)) — tzn. przyporzadkowar elementom G (badz
sympleksom w K,,) wartosci typu, wybranej z pewnego skonczonego zbioru — w sposéb spelniajacy
warunki regularnosci, potrzebne w niektorych dowodach w dalszych rozdziatach.

Podstawowym interesujacym nas warunkiem jest tutaj roznie rozumiany “determinizm dzieciecy”: typ
elementu (sympleksu) powinien wyznacza¢ typy jego “dzieci” w sposob analogiczny do wlasnosci typu
kulowego T% opisanych w lemacie 2.15. Najwazniejszym usprawnieniem dokonanym w tym rozdziale
jest konstrukcja typu (ktéry nazwiemy B-typem i oznaczymy TP), ktory oprocz owego determinizmu
cechuje sie zwracaniem roznych wartosci dla dowolnej pary r-towarzyszy w grupie G (definicja 3.11)
przy pewnej ustalonej wartosci r. (Dla celow tej pracy przyjmiemy r = 160). Wlasnodé¢ ta okaze sie
kluczowa w trzech watkach dalszej czesci pracy:

e W rozdziale 5.4 pokazemy, Ze umieszczajac typ T wsrod danych wejéciowych dla twierdzenia 4.1,
mozemy zapewnic, ze otrzymany kompakt Markowa jest wlasciwy (definicja 1.13), co zapewni
jego skoriczona opisywalno$é (uwaga 1.14);

e W rozdziale 6 na wlasnodci rozrézniania towarzyszy dla typu TP oprzemy przedstawienie brze-
gu OG jako przestrzeni semi-markowowskiej (definicja 6.5);

e W rozdziale 7 wtasnos¢ ta umozliwi “quasi-G-niezmiennicza kontrole wymiaru” sympleksow
w systemie (K,).

Warto tu od razu zaznaczy¢, ze wlasnos¢ te znacznie tatwiej zapewni¢ w przypadku grup beztorsyjnych
(patrz wstep do rozdziatu 5.3).

Naturalnym przedtuzeniem tematyki tego rozdzialu bedzie tez rozdziat 6.4, w ktérym na podstawie
B-typu okreslimy C-typ stuzacy bezposrednio za podstawe przedstawienia semi-markowowskiego 0G.
Jego omoOwienie umieszczamy w rozdziale 6, poniewaz tylko tam zostanie wykorzystane; dzieki temu
bedziemy tez mogli (w rozdziale 6.3) umotywowa¢ definicje typu T poprzez opisanie pozadanych
wlasnosci jej wyniku.

Zalozenia techniczne

W rozdziatach 5-7 zakladamy, ze NV i L sg ustalonymi i odpowiednio duzymi statymi; konkretne ogra-
niczenia dolne dobierzemy w miare dowodzenia kolejnych faktow. (Konkretniej, ostatecznie zatozymy,
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ze N spehnia zalozenia wniosku 5.4 oraz lematu 5.17, zag L > max(N + 40, 149) spelnia zatozenia fak-
tu 5.11; niektore z tych ograniczen wykorzystamy dopiero w rozdziale 7). Zauwazmy od razu, ze przy
takim doborze zalozeri lemat 2.15 zapewnia, ze typ T&(z) wyznacza typy T§ potomkéw z o dhugosci
> |z| + L.

Konstruowane przez nas beda — podobnie jak typ kulowy 7% — zalezne od wartoéci parametru N,
ktory jednak (w $wietle powyzszych ustalen) dla uproszczenia pominiemy w notacji.

Zakladamy rowniez, ze wybrany przez nas zbior S generatoréw grupy G jest zamkniety na branie
odwrotnosci, 1 ustalamy pewne uporzadkowanie elementow S w ciag s, ..., Sg. (Zostanie to wykorzy-
stane w rozdziale 5.1).

5.1 Przodkowie priorytetowi

Definicja 5.1. Niech z,y € G. Powiemy, ze y jest potomkiem x, jesli |y| = |z|+d(x,y). (Rownowaznie:
jesli y € aT°(x)). W tej sytuacji powiemy, ze x jest przodkiem y.

Jesli dodatkowo d(z,y) = 1, powiemy, ze y jest dzieckiem x, za$ x rodzicem y.

Definicja 5.2. Rodzicem priorytetowym (albo p-rodzicem) elementu y € G \ {e} nazwiemy takie
x € G, ze x jest rodzicem y oraz x = ys; dla najmniejszego mozliwego . Rodzica priorytetowego y

oznaczymy symbolem y'. Element ¢’ € G nazwiemy dzieckiem priorytetowym (albo p-dzieckiem) g,
jesli g jest jego p-rodzicem.

Zauwazmy, ze dany element G \ {e} ma doktadnie jednego p-rodzica, ale moze mie¢ wiele p-dzieci.

Relacje p-przodka (odp. p-potomka) definiujemy jako domkniecie zwrotno-przechodnie relacji p-rodzica
(odp. p-dziecka); w szczegolnosci dla dowolnego g € G oraz k < |g| element g ma dokladnie jednego
p-przodka ¢’ takiego, ze |¢'| = |g| — k, ktorego oznaczymy przez g'*.

Niech Ny oznacza stata pochodzaca z lematu 2.13.

Fakt 5.3. Niech x,y,s € G spetniajg TR, . ,(x) = T¥, 5(y) oraz |s| = 1. Wowczas (xs)T = x wtedy
i tylko wtedy, gdy (ys)' =y.

Dowdd. Poniewaz zbiér S jest zamkniety na odwracanie, mamy s = s;* dla pewnego i. Zalézmy, 7e
(zs; )" =, ale (ys; )T = 2 # y. Wowezas 2z = ys; 's; dla pewnego j < i. Zauwazmy, ze d(y,z) < 2.
Okreslmy 2’ = xsi_lsj; wowcezas na mocy faktu 2.14 i nastepnie lematu 2.13 mamy

TR, () = TR, (2), s; € T(z) = T°(2").

1

Oznacza to, ze element xs; ~ = z’sj_1 jest dzieckiem 2/, a skoro j < i, nie moze by¢ p-dzieckiem x. [J

Whiosek 5.4. Niech N > Ny := 2Ny + 80 + 2. Wéwczas jesli x,y € G spetniajg T%(x) = T (y), to
lewostronne przesuniecie o element v = yz~' zadaje bijekcje miedzy p-potomkami x a p-potomkami v.
Dowadd. Niech z bedzie p-potomkiem x; chcemy wykazaé, ze vz jest p-potomkiem y. Wykazemy to
przez indukcje ze wzgledu na roznice |z| — |z|.

Jedli |z| = |z, teza jest oczywista. Zalozmy wiec, ze |z| > |z| i oznaczmy w = 2T; wowczas w
jest p-potomkiem z, dla ktérego mozemy zastosowaé zatozenie indukcyjne, otrzymujac, ze yw jest
p-potomkiem y. Dla ukonczenia dowodu wystarczy wykazaé, ze

(5.1) T1%0+2(w) = TJZ)V0+2(”Y@U),
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poniewaz wowczas z faktu 5.3 wyniknie, ze vz jest p-dzieckiem yw, a wiec réwniez p-potomkiem y.
W tym celu rozwazamy dwa przypadki:

o Jesli d(z,7) < N — (Ny +2), (5.1) wynika z réwnosci T%(x) = T%(y) oraz faktu 2.14.

o Jedli |2] — |z| > No+ 46 + 2, (5.1) wynika (wobec réwnosci T§(z) = T%(y) oraz nieréwnosci
N > Ny + 86) z lematu 2.15.

Poniewaz d(z,x) = |z| — |z| (jako Ze z jest potomkiem x) oraz N > 2Ny + 49 + 2, co najmniej jeden
z przypadkow musi wystapi¢, co koniczy dowod. O

52 Typ T4

Niech T% oznacza zbior wartosci typu T%. Zanim przystapimy do bardziej systemowego wzmacniania
typow, zdefiniujmy w G Z-typ T? tak, by:

o TZ byt zgodny z T dla wszystkich elementow g € G o dtugosci > L;

e 177 przyporzadkowywal elementom o dhugoéci < L parami rézne abstrakcyjne wartosci, niewy-
stepujace w Ty.

Zauwazmy, ze tak okreslone wzmocnienie zachowuje wiekszo$¢é wlasnosci typu T%, w szczegolnosci te
opisane w lemacie 2.15 oraz wniosku 5.4.

Uwaga 5.5. Typ 7% zalezy od wartosci N, jednak dla uproszczenia notacji pomijamy w niej ten
indeks uznajac, ze N jest ustalone. Nie jesteSmy jeszcze gotowi przedstawi¢ doktadnego ogranicznego
dolnego na jego wybor. Nastapi to dopiero w lemacie 5.17.

Niech 7% oznacza zbior mozliwych wartosci typu 7. Dla dowolnego 7 € TZ wybierzmy pewnego
reprezentanta g. € G tego typu. Dla wygody oznaczamy przez 7, lewostronne przesunigcie miedzy
elementem g a wybranym reprezentantem jego typu:

/yg — gTZ(g) g_l dla g G G

Przypomnijmy, ze na mocy wniosku 5.4 lewostronne przesunigcie o v, zadaje bijekcje miedzy p-
potomkami g oraz p-potomkami grz 4, a wigc rowniez bijekcje migdzy p-wnukami tych elementow.

Dla dowolnego 7 € T ustalmy w dowolny spos6b numeracje wszystkich p-wnukéw elementu g..

Definicja 5.6. Numerem potomnym elementu g € G (ozn. n,) nazwiemy dla |g| > L numer nadany
elementowi v,4 - g jako p-wnukowi gz 1. Jeli |g| < L, przyjmujemy n, = 0.

Definicja 5.7. Definiujemy A-typ elementu g € G jako pare T4(g) = (T%(g), n,).

Zauwazmy, ze zbior T4 mozliwych A-typow jest skonczony, poniewaz liczba p-wnukéw ¢ zalezy wy-
tacznie od TZ(g).

Fakt 5.8. Dla dowolnych dwdch réznych elementow g,q € G o réwnej dlugosci istnieje k > 0 takie,
ze g™ i '™ istniejg i majg réine A-typy.
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Dowdd. Niech n = |g| = |¢'| i niech k& > 0 bedzie najmniejsza liczba, dla ktorej g™ # ¢'™. Jedli
n—kL < L, to z definicji g™, ¢’™ maja rézne Z-typy. W przeciwnym razie mamy g™+ = o'+l co
oznacza, ze g™ i ¢’™ majg rozne numery potomne. O

Fakt 5.9. Jesli g, h € G majg réwne Z-typy, to lewostronne przesuniecie o v = hg™t przeprowadza
p-wnukow g na p-wnukow h z zachowaniem ich A-typow.

Dowdd. Oznaczmy 7 = T%(g) = T#(h). Niech ¢’ bedzie p-wnukiem g; wowczas ¢ jest p-wnukiem h na
mocy wniosku 5.4. Ponadto z lematu 2.15 wynika, ze ¢’ i 7¢' maja réwne typy kulowe T%, a poniewaz
oba maja dlugos¢ > L, wynika stad rownos¢ ich Z-typow. Maja réwniez réwne numery potomne,
poniewaz

Vgt 19 =9- 0 g =9-97 g =41 4. O

5.3 Kuzynii typ T”

Celem tego podrozdziatlu jest wzmocnienie funkeji typu tak, aby zwracata rézne wartosci dla dowolne;j
pary bliskich elementow w G majacych rowna dlugosé. Dla grupy beztorsyjnej nie byloby takiej
potrzeby, poniewaz pozadang wlasno$¢ miatby juz typ kulowy 7% (na mocy faktu 2.16). Gléwna idea
polega na zapamietaniu w typie danego elementu g € G, kluczowej réznicy genealogicznej miedzy
g a jego kuzynami (tj. pobliskimi mu elementami ¢’ € G,, — patrz definicja 5.10), a konkretniej —
A-typow ich p-przodkéw w najdawniejszym pokoleniu, w ktorym owi p-przodkowie byli r6zni. Okazuje
sie jednak, ze w celu zachowania pozadanych wtasnoéci regularnosci musimy pamietaé nie tylko dane
odrozniajace g od jego kuzynow, ale réwniez te odrézniajace kuzyndéw miedzy sobg.

Oznaczmy

Tor ={g € G‘ 9| < 166, g jest torsyjny},

(5.2) R = max ({|g”| |9 € Tor,n € Z} U{165}>'

Z nieréwnosci [Tor| < oo wynika, ze zachodzi R < oo.

Definicja 5.10. Elementy ¢,¢ € G nazwiemy kuzynami, jesli |g| = |¢| oraz d(g,¢") < R. Zbior
kuzynow g oznaczymy przez C,. (Jest to doktadnie zbior gPgr(g) wg oznaczen z rozdziatu 3.3).

Zauwazmy, ze jesli g, h € G sa sasiadami (wg definicji 6.11), to sa tez kuzynami.

Fakt 5.11. Jesli L > % + 40, to dla dowolnych kuzynow g,q" € G ich p-dziadkowie sq sqsiadami
(a wiec rowniez kuzynami).

Dowdd. Jest to natychmiastowy wniosek z faktu 2.1. O]

Dla g € G dtugosci n oraz dowolnych réznych ¢, " € Cy niech ky 4 bedzie najmniejsza wartoscia k >
0, dla ktorej ¢'™ i ¢” ™ maja rézne A-typy (co jest poprawna definicja na mocy faktu 5.8). Niech ciag
ko) = (k(g))ij\i"l powstaje przez uporzadkowanie malejaco elementow zbioru {k, 4| ¢, g" € C,} U {0}.

1

Definicja 5.12. B-typem elementu g nazywamy zbior
M,

(9)
T%(g) = {(9’19’, Wo.o) ‘ g€ Cg}, gdzie W, , = (TA(g/ﬂki ))

(Przypominamy, ze w notacji ukrywamy zaleznos¢ typow od ustalonego parametru N, ktory zostanie
dobrany w lemacie 5.17).

i=1
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Uwaga 5.13. Poniewaz g jest wlasnym kuzynem, za$ 0 jest ostatnia wartoScig w ciggu (k:l(g)),
zbior TP (g) zawiera w szczegolnoéci pare postaci (e, (... ,TA(g))), a wiec B-typ wyznacza A-typ.

Uwaga 5.14. Dla dowolnych réznych ¢, ¢" € Cy niech ' / g// oznacza indeks wartosci ky v w ciagu k9
Wowczas z definicji wynika, ze indeks ten zalezy Jedynle od ciagow W, o 1 W, v, a dokladniej Jest
rowny najwiekszemu 7, dla ktorego i-te wspolrzedne tych ciagow sa rozne. (Przy okazji widzimy tez,

ze ciagi Wy o, W, o musza by¢ rozne). Fakt ten wykorzystamy w dowodach lematow 5.16 1 5.17.

Fakt 5.15. Istnieje skoniczenie wiele mozliwych B-typow w G.

Dowdd. Skoriczono$¢ A-typu wynika z jego definicji. Jesli ¢ € C, to element g~'¢' nalezy do ku-
i B(e,R) w G, ktorej rozmiar jest skonczony i niezalezny od g. Z ograniczenia liczby kuzynow g
wynika zarazem ograniczenie dtugosci ciagu (k(g)) co zapewnia skoriczonos¢ wyboru ciggow W, . [

Lemat 5.16. Niech g1, hy € G majg réwne B-typy oraz v = hig; . Wowczas lewostronne przesuniecie
0 v przeprowadza p-wnuki g1 na p-wnuki hy z zachowaniem ich B-typu.

Dowdd. 1. Niech g, bedzie p-wnukiem ¢, oraz hy = ~vgy. Wowczas h; = h;r na mocy uwagi 5.13
oraz faktu 5.9; pozostaje sprawdzi¢, ze TP(go) = TP(hy). Poniewaz lewostronne mnozenie przez -y
w oczywisty sposob zadaje bijekcje miedzy kuzynami go i kuzynami hy, wystarczy pokazaé, ze dla
kazdego g5 € Cy, zachodzi

(5.3) Wo. g = Wha, s gdzie  hy = ).

2. Niech ¢}, hi beda jak powyzej. Oznaczmy ¢; = géﬂ; na mocy faktu 5.11 ¢ jest kuzynem g;.
Woéwezas element b} = ~g) jest kuzynem hy, za$ z réwnosci T2(g) = TB(hy) oraz g, 'g, = hi'h,
wynika, ze

(5.4) ngvgi = Whl,h’l‘

Poniewaz 0 jest ostatnim elementem zaréwno w ciagu (kggl)), jak tez w (kghl)), wynika stad w szcze-

golnosci, ze TA(g;) = TA(R,). Z faktu 5.9 otrzymujemy:
(5.5) Wy= ' TA(gh) = TA(R).
3. Dla dowolnie wybranych g, g5 € Cy, przyjmijmy oznaczenia:
hy=7d  hy=v9gy, T =TYgs) =Ty, " =T"gy) =T"(hy).

Ponadto oznaczmy przez ¢/, g/, b, b/ odpowiednio p-dziadkow g5, g5, hY, hly. Wowezas z definicji:

k’ i 1 d — k P 1 d —
(56) kg’ o= 91,91 + ) gay T T, oraz k’h/ = R B + , gdy T T,
2792 O’ gdy 7_/ # 7_// 2°7%2 O’ gdy 7_/ # 7_//.

Wynika stad, ze ciagi (k§g2)) oraz, (kj(-hQ)) powstaja odpowiednio z (k:ggl)) oraz (k‘i(hl)) poprzez wy-
kreslenie niektorych elementéow, powiekszenie pozostatych o 1, oraz dopisanie na koncu wartosci 0.
Wobec tego dla dowolnego gy € Cy, ciagi Wy, o i Wi, n, powstaja poprzez wykreslenie elementow

o odpowiadajacych indeksach odpowiednio z W, ;1 Wy, 5. oraz dopisanie na koricu wartosci TA(g)

i odpowiednio T (hY), ktére sa identyczne na mocy (5.5). (Powiekszanie wartosci w ciagu (k§g2)) ol
Ifk+1 /TTk?)

thumaczy sie na brak zmian wartosci w ciagu W,  ze wzgledu na tozsamos$é¢ g, =0

92,92
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W takim razie dla ukonczenia dowodu (tj. wykazania (5.3)) wystarczy wobec (5.4) sprawdzi¢, ze
k.(gl)

V) oraz (k(hl)) wykreslane sa elementy o tych samych indeksach.

(2

7 ciagow (

4. 7 (5.6) wynika, ze warto$¢ k}‘“) + 1 pojawia sie w ciggu (k'](-gQ)

g, g5 € Cy, takie, ze (uzywajac oznaczen z poprzedniego punktu):

) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja

(5.7) T(gh) = T(gh),  i=id".
Wowczas jednak z uwagi 5.14 oraz rownosci (5.4) zastosowanej dla par (g1, h)) i (¢, h]) wnioskujemy,
Z';Zlf)l’{ = ié?llg,l, =i, za$ z (5.7) 1 (5.5) mamy T4(h}) = TA(RhY), zatem analogicznie dostajemy wyni-

kanie, ze wartosc¢ k§’“) + 1 pojawia sie w ciagu (krj(-hQ)). Analogicznie dowodzimy implikacji przeciwnej:

7e

jesli ]gl(hl) + 1 pojawia sie w (l{;§h2)), to k:ggl) + 1 musi wystapi¢ w (k‘](-gQ)).
Otrzymana réwnowaznosé koriczy dowod. [

Lemat 5.17. Jesli N jest dostatecznie duze, to dla dowolnych g,h € G,, spetniajgcych d(g,h) < 160
z réwnosci TB(g) = TB(h) wynika réwnosé g = h.

Dowdd. Przypusémy, ze g # h, ale TB(g) = TP(h). Woéwcezas na mocy uwagi 5.13 T4(g) = T4(h),
a stad T%(g) = T%(h). Oznaczmy v = g~ 'h i zalozmy, ze parametr N jest wiekszy niz stala N,
otrzymana w fakcie 2.16 dla r = 166. Wéwcezas z faktu tego wynika, ze v jest elementem torsyjnym,
czyli (uzywajac oznaczen (5.2)) v € Tor, a wice |y!| < R dla wszystkich i € Z. Wobec tego zbior
A ={gv"|i € Z} ma $rednice nie wicksza niz od R, zatem dowolne dwa jego elementy sa kuzynami.
Przy tym A zawiera g i h.

Wynika stad, ze elementy zbioru K = {ky . |g',¢g" € A, ¢ # ¢"} wystepuja zaréwno w ciagu k9,
jak i w k™ co wiecej, z uwagi 5.14 wynika, ze w ciagu k9 wystepuja one dokladnie na indeksach
ze zbioru

h:{mmyﬂw%¢amh}M%wmcﬂmweT%mJJGZgﬁ#%}

gdzie przez (W); oznaczyliSmy j-ty element ciagu W. Podobnie, elementy zbioru K wystepuja w cia-
gu k") dokladnie na indeksach ze zbioru I, zdefiniowanego analogicznie: wystarczy zastapi¢ jedyne
wystapienie g przez h. Jednak z zalozenia T2 (g) = T®(h), a wiec musi zachodzi¢ I, = I.

Rozwazmy teraz pare (v, W, ) wystepujaca w T2(g); z rownosci T?(g) = T?(h) wynika, ze
(v, Wyn) = (h'R, W) dla pewnego h' € Cj,.
Poniewaz zbiory indekséw Iy, I s rowne, z rownosci W, , = W}, ,» wynika w szczegdlnosci, ze
TAL™) = T4RW ™) dla kazdego k € K.

Jednak z h™*h' = wynika, ze b’ € A\ {h}, a wiec ky» € K, co przeczy powyzszej rownosci. O

5.4 Wzmocnienie typéw w kompaktach Markowa

Twierdzenie 5.18. Niech (U,,) bedzie quasi-G-niezmienniczym systemem pokryé przestrzeni X, w kto-
rym funkcja typu jest mocniejsza od typu T, zas stata sqsiedztwa D nie przekracza 166. Niech (K, f,)
bedzie systemem odwrotnym otrzymanym z zastosowania twierdzenia /.1 dla systemu (Uy,). Wowczas
typy sympleksow w systemie (K, f,) mozna wzmocnié tak, aby spetniat on réwnoczesnie warunki z de-
finicyi 1.9 1 1.13. W szezegdlnosci, X jest wowczas wltasciwym, barycentrycznym kompaktem Markowa
z wtasnosciq rozdrabniania.
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Organizacja dowodu. Rozpatrujemy system odwrotny (K, f,) wraz z nowym typem sympleksow
TA+4, okreglonym w definicji 5.24. Wowezas fakty 5.25 i 5.26 zapewniaja, ze system ten spelnia
warunki odpowiednio z definicji 1.9 1 1.13. Poniewaz sam system nie ulegl zmianie (zmienia sie jedy-
nie funkcja typu), whasnosci rozdrabniania oraz barycentrycznosci wynikajace (przy funkeji typu T2)
z twierdzenia 4.1 zachowuja sie. O

Niech T oznacza funkcje typu w systemie (U, ), za§ T® — odpowiadajaca jej funkcje typu sympleksu
w systemie (K,), okreslona w rozdziale 4.1.

Fakt 5.19. Dla dowolnego sympleksu s € K, wszystkie podsympleksy s C s majg parami rdzne
typy TA.

Dowdd. Niech v = vy,,v" = vy, beda r6znymi wierzchotkami potaczonymi krawedzia w K,,. Wowcezas,
korzystajac kolejno z definicji kompleksu K,,, wlasnosci ((Q12) oraz lematu 5.17, mamy:

(5.8) U.NUp A0 = d(z,2)<D<165 = TPa)#TPE) = T(x)#T().

Przypomnijmy teraz, ze na mocy definicji 4.3 dla dowolnego s = [vy, ..., v:] € K,, typ T?(s) wyznacza
w szczegolnodci zbior etykiet w grafie G (okreslonym w definicji 4.2), ktory mozna opisa¢ wzorem

Ay, ={T(z) | 2 € G, |z| = n, vy, = v; dla pewnego 1 <i < k}

Jednak z (5.8) wynika, ze jesli dwa sympleksy s, s” C s roznia sie tym, ze pewien wierzcholek vy,
nalezy jedynie do s', to wartoé¢ T(z) nalezy do Ay \ Ay, co dowodzi, ze T?(s') # T4(s"). O

Fakt 5.20. Niech s € K,,, s € K,, majg réwne typy. Wowczas istnieje jedyny element v € G taki, ze
s'=r-s.

Uwaga 5.21. Teza faktu jest mocniejsza niz wyniki uzyskane w rozdziale 4.1 ze wzgledu na dodatkowe
zalozenie, ze funkcja typu T jest mocniejsza niz T5.

Dowdd faktu 5.20. Na mocy faktu 4.6 szukany element ~ istnieje; pozostaje sprawdzi¢ jedynosé. Niech
s’ =r~-s5=7"-s; wowczas z faktu 4.5 mamy s = (y71v') - s. Na mocy definicji 4.4 oznacza to, ze jesli
vy, jest wierzchotkiem w s, to okreslajac @’ = v~ '+/z mamy T'(2') = T'(x), a ponadto vy , réwniez jest
wierzcholtkiem w s. Wowczas powtarzajac argumentacje (5.8) otrzymujemy, ze musi zachodzi¢ x = /|
a wiec v = ~/. O

Przeprowadzimy teraz wzmocnienie typu T2, stanowiace dosé bliska analogie definicji typu 74 dla
sympleksow. (Roznice pojawia sie w dowodach, a takze w definicji 5.24).

Definicja 5.22 (por. definicja 5.2). Rodzicem priorytetowym sympleksu s € K,, dla n > 0 nazwiemy
minimalny sympleks w K,_; zawierajacy f,(s), ktory oznaczymy symbolem s'. Sympleks s nazwiemy
dzieckiem priorytetowym sympleksu s, jesli s’ = s'.

Fakt 5.23 (por. fakt 5.3, a takze fakt 4.6). Niech s € K,,, s’ € K,y oraz~y € G bedq takie, ze s = - s
(w sensie definicji 4.4). Wowezas przesuniecie o v zadaje bijekcje miedzy dzieémi priorytetowymi s
a dzieémi priorytetowymi s'.

Dowad. Jest to tatwy wniosek z lematu 4.10 (oraz faktu 4.5). Lemat zapewnia, ze przesuniecie o 7y
przeprowadza sympleksy zawarte w f,1(s) na sympleksy zawarte w f,'(s'). Co wiecej, jedli o C s
oraz 7 - o nie jest dzieckiem priorytetowym s, to mamy -0 C f,'(s") dla pewnego s” C s i wowczas
o C f1(y71-s"), co oznacza, ze o nie jest dzieckiem priorytetowym s. Rozumowania w przeciwna
strone przebiegaja analogicznie, poniewaz s = v~ 1 - . O
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Niech 7 oznacza zbiér wartoéci typu T2. Dla kazdego 7 € T wybierzmy pewnego reprezentanta tego
typu s, € K, . Dla dowolnego sympleksu s € K, typu 7 niech 7, € G bedzie (jedynym na mocy
faktu 5.20) elementem takim, ze v, - s = s,.

Definicja 5.24 (por. definicje 5.6 i 5.7). Definiujemy typ 724 sympleksu s € K,, wzorem

(5.9) TAH(s) = (T?(s), T(s"), 7t - 5).

Zauwazmy, ze na mocy lematu 4.10 przesuniecie v, - s (pelniace role analogiczna do numeru potom-
nego) istnieje i jest jednym z sympleksow w przeciwobrazie f,!(s;), gdzie 7 = TA(s"). Zapewnia to
poprawnosé powyzszej definicji i zarazem skoriczonoéé typu 7214,

Zauwazmy rowniez, ze skladnik T2 (s") we wzorze (5.9) nie ma odpowiednika w definicji 5.7. Wyko-
rzystamy go w dowodzie faktu 5.26.

TA+A

Fakt 5.25. System odwrotny (K,, f,) wraz z funkcjg typu sympleksu spetnia warunki z defini-

cji 1.9.

Dowdd. Poniewaz system (K,,) ma wlasnoé¢ Markowa z funkcjg typu T2, stabsza niz T4, wystarczy
sprawdzi¢ warunek (iii). Z kolei w tym celu — na mocy lematu 4.10 — wystarczy upewni¢ sie, ze jesli
dla pewnych s € K,,, s’ € K,s, ¥ € G zachodzi s’ = v - s, a przy tym s, s’ maja zgodny typ 724, to
przesuniecie o v zachowuje wartoéci typu 7274 dla wszystkich sympleksoéw zawartych w f1(s).

Niech wigc o bedzie pewnym takim sympleksem. Wowczas 0! C s, zatem z tezy lematu 4.10 (a kon-
kretnie stad, 7e przesuniecie o v zachowuje typ T, a takze 7e jest przemienne z f, i f,/) mamy:

(5.10) T*((v- o)) =T2(v- (oh) =T?(o").

Ponadto oczywiécie zachodzi T4 (o) = T?(y - o), zatem do sprawdzenia pozostaje jedynie réwnosé
ostatnich wspohrzednych w typach T44(o), TA+4(y - o).

Oznaczmy przez T wyrazenie (5.10). Wowcezas, korzystajac z faktu 4.5, mamy

ot 01 = 80 = Yy (10 =Yy (7 (0)1) = Gy )

a wigc na mocy faktu 5.20 zachodzi v,+ = 7(y.5)t 7. Stad z kolei otrzymujemy:
Vot -0 = (Vyo)t V) - 0 = Yoyt - (7 0),
co koniczy dowod. O

Fakt 5.26. Dla dowolnego sympleksu s € K, wszystkie sympleksy w przeciwobrazie f,'(s) majq
parami rozne typy TAT4.

Dowdd. Niech ,0” € f7(s) spetniaja T2, Wowczas w szczegolnosci T2 (o) = T2 (0'1), a poniewaz

ol, o' sa podsympleksami s, z faktu 5.19 wynika, ze sa one réwne. Wobec tego z réwnosci trzecich
wspotrzednych w typach T2+4(0), TA+4(0’) wynika natychmiast réwnosé o = o', O
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Rozdzial 6

0G jako przestrzen semi-markowowska

Rozdzial ten poswiecony jest wykazaniu, ze brzeg OG grupy hiperbolicznej G ma strukture przestrze-
ni semi-markowowskiej (patrz definicja 6.5). W rozdziale 6.1 wprowadzamy pojecia niezbedne do
sformutowania gtéwnego wyniku, ktorym jest twierdzenie 6.6 podane na jego koncu. Pozostata czesé
rozdziatu stuzy udowodnieniu tego twierdzenia.

6.1 Zbiory i przestrzenie semi-markowowskie

Niech Y bedzie skoriczonym alfabetem, zas XV oznacza zbiér nieskonczonych stow nad .
W zbiorze ¥ okreslamy operacje przesuniecia S : XN — YN oraz rzutowania mp : XN — B (gdzie
F C N) wzorami:

S((Go, ay, .. )) = (al, ag, . . .), 7TF(<CZ0, ag, .. )) = (an)nep.
Definicja 6.1 ([3, rozdz. 2.3]). Podzbiér C' C YN nazywamy cylindrem, jesli C = ' (A) dla pewnego
skonczonego F' C N oraz pewnego A C XF.
(Intuicyjnie: zbior C' mozna opisa¢ warunkami wiazacymi skonczong liczbe ustalonych pozycji w ciagu

(an)nzo € EN)

Definicja 6.2 (|3, def. 6.1.1]). Podzbior M C XN nazywamy zbiorem semi-markowowskim, jesli ist-
nieja cylindry C, Cy w XN takie, ze M = Cy N[, 5 "(Cy).

Uwaga 6.3. W szczegdlnosci dla dowolnego podzbioru ¥y C X oraz relacji dwuargumentowej —
w zbiorze X nastepujacy zbior jest semi-markowowski:

M (o, =) = {(an)n0 ‘ ag € Xo, an — apyq dlan >0},

Na przestrzeni stow XN rozpatrujemy naturalna topologie produktowa Cantora (generowana przez
baze cylindrow). W tej topologii zbiory semi-markowowskie s podzbiorami domknietymi XN,

Na uzytek kolejnej definicji zdefiniujmy naturalne utozsamienie par stow ze stowami par:
J: sNx N5 (((an)nzo, (bn)n20)> S (b)), € (Ex DN
Definicja 6.4. Relacje dwuargumentowa R C XN x XN nazwiemy relacjg semi-markowowskq, jesli

jej obraz przy powyzszym utozsamieniu J(R) C (X x X)N jest zbiorem semi-markowowskim (nad
alfabetem > x ).
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Definicja 6.5 (|3, def. 6.1.5]). Przestrzen topologiczna Hausdorffa Q nazywamy przestrzeniq semi-
markowowskq, jesli jest topologicznym ilorazem zbioru semi-markowowskiego z topologia produktows
Cantora przez semi-markowowska relacje réwnowaznosci.

Naszym celem bedzie udowodnienie nastepujacego wyniku:

Twierdzenie 6.6. Brzeg dowolnej grupy hiperbolicznej G jest przestrzeniq semi-markowowskq.

Dowdd twierdzenia 6.6 zajmie nam pozostata czes¢ tego rozdziatu; ostatecznie powstanie on z zasto-
sowania wniosku 6.16 do przyporzadkowania C-typu, ktére okreslimy w rozdziale 6.4.

Uwaga 6.7. Twierdzenie to zostalo udowodnione (w [3]) jednak jedynie w przypadku, gdy grupa G
jest beztorsyjna. Podany ponizej dowod uwalnia sie od tego zatozenia, choé¢ ceng jest istotne zwiek-
szenie stopnia komplikacji rozumowania. Odnotujmy zarazem, ze w przypadku beztorsyjnym obszerne
fragmenty dowodu stajg sie trywialne lub pomijalne — za$ podstawowy “szkielet” rozumowania otrzy-
many po ich wykresleniu (podsumowany w fakcie 6.15) jest analogiczny do dowodu z [3]. Za kluczowy
moment dowodu mozna uzna¢ lemat 5.17 — jest on analogiczny do lematu 7.3.1 w [3], ktory w szczegol-
ny sposoéb wymagal zalozenia beztorsyjnosci G. Wyniki oraz pewne problemy zwiazane z [3] doktadniej
omowione zostang w uwadze 6.17.

Uwaga 6.8. Warto w tym momencie poréwnaé¢ twierdzenie 6.6 ze znanym twierdzeniem stwierdza-
jacym automatyczno$¢ grup hiperbolicznych, opisanym m. in. w [2, tw. 12.7.1]. Zwiazek miedzy tymi
twierdzeniami wyda sie jeszcze blizszy, gdy zauwazymy, ze — chociaz klasyczne twierdzenie o automa-
tycznosci dotyczy opisu grafu Cayleya grupy — tatwo wywnioskowaé z niego analogiczny opis brzegu
Gromova. Jest on mianowicie ilorazem “regularnego” zbioru stéw nieskonczonych przez “regularng’
relacje réwnowaznosci (w sensie analogicznym do definicji 6.4), gdzie “regularno$¢” zbioru ® C XN
oznacza istnienie automatu skonczonego A takiego, ze stowo (ay,),>0 nalezy do ® wtedy i tylko wtedy,
gdy A akceptuje kazdy jego skoriczony prefiks (a,, )Y

n=0"

Taki warunek regularnodci jest jednak stabszy od warunku z definicji 6.2, o czym $wiadczy przyklad:

c a,b,c a,b,c
q):{(xn)nzoe{a,b,c}N } Vo (z, =b = Ficy xi:a)}, A O—"-0 O
b

Latwo sprawdzi¢, ze zbiér & odpowiada automatowi A w opisanym powyzej sensie, jednak nie jest
semi-markowowski. Mozna to uzasadni¢ nastepujaco. Zal6zmy, ze istnieje przedstawienie & = C} N
N0 S~"(Cy) zgodne z definicja 6.2, przy czym cylinder C; ma postaé 75" (A) zgodnie z definicja 6.1,
i oznaczmy przez N najwiekszy element zbioru F. Wéwczas stowo oy = ¢cc...ccaa...aaqcc...cchb. ..
=

N+1 N+1 N+1
nalezy do ®, podczas gdy as = ¢cc...ccbhb. .. nie nalezy do ®. Jednak slowa te maja wspolny prefiks

N+1
dtugosci N + 1 (wiec oy nie moze by¢ odrzucone przez C1), a ponadto ay jest sufiksem oy (wiec nie

moze by¢ odrzucone przez Cs).

6.2 Nici potomkéw priorytetowych

W dalszej czesci rozdzialu 6 obowigzuja zatozenia sformutowane we wstepie do rozdziatu 5.

Oznaczenie 6.9. Dla dowolnego n > 0 oznaczmy

G, ={z € G||z|=n}.
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Definicja 6.10. Niech z,y € G. Powiemy, 7e x jest p-wnukiem (odp. p-dziadkiem) y, jesli jest p-
potomkiem (odp. p-przodkiem) y oraz Hx! — |y|‘ = L. Dla uproszczenia zapisu przyjmiemy oznaczenie
2™ = 2™ (dla |z| > L) oraz analogicznie 2™ = 2% (dla |z| > Lk).

Definicja 6.11. Dwa elementy z,y € G nazwiemy sgsiadami (ozn. x < y), jesli |z| = |y| oraz
d(z,y) < 86.

Definicja 6.12. Nicig nazwiemy nieskoniczony ciag (gn)n>0 taka, ze dla kazdego n > 0 zachodzi
gn € Gr, oraz g, = gnﬂﬂ. Zbior wszystkich nici w G oznaczymy przez N.

Zauwazmy, ze dowolnej nici (g, )n>0 mozemy w naturalny sposob przyporzadkowaé geodezyjna a w G,
okreslona wzorem

a(m) = ghtn—m dla m,n >0, Ln > m.

(Latwo sprawdzi¢, ze warto$é giE"~™ nie zalezy od wyboru n). Oznacza to, ze ma sens pojecie granicy
nici: ciag (g,) musi by¢ w przestrzeni G U dG zbiezny do elementu lim,, ., a(m) = [o] € 0G.

Fakt 6.13. Niech przeksztatcenie I : N — OG przyporzadkowuje nici (gn)n>o0 jej granice w OG.
Wowczas:

(a) I jest surjekcja;
(b) dla dowolnych (g,), (hy) € N zachodzi réwnowaznosé

I((gn)) = 1((hn)) = Gn <> hy  dla kazdego n > 0.

Dowdd. (a) Niech x € JG i niech « bedzie dowolng nieskoniczong geodezyjna prowadzaca z e ku x.
Dla k > 0 okreslamy geodezyjna oy w G wzorem

(n) a(k)n  dlan <k,
ag(n) =
. a(n) dlan > k.

(Dla n = k obie galezie zwracaja ten sam wynik). Wowezas dla dowolnego n > 0 mamy |ax(n)| = n,
a ponadto d(ak(n),ak(n + 1)) = 1, co dowodzi, 7ze oy jest geodezyjna. Co wiecej, mamy «a(0) = e
oraz lim,_,., ax(n) = x, poniewaz a; od pewnego miejsca pokrywa sie z a.
Stosujac do ciagu (ay) fakt 2.3, otrzymujemy pewien podciag (ag,) oraz geodezyjna oo, takie, ze ao
pokrywa sie z ay, na odcinku [0,:]. Wybierajac w razie potrzeby podciag, mozemy zalozy¢, ze k; > i
wowczas otrzymamy, ze (oo(i — 1) = s (i)T dla kazdego i > 1, zatem ciag (ozoo(Ln))n>0 jest nicia
w G. 7 drugiej strony, fakt 2.3 zapewnia tez, ze I((gn)) = [oo] = limy o0 [ak,] = , co dowodzi tezy.
(b) Implikacja (=) wynika bezposrednio z nier6wnosci (1.3.4.1) w [3]. Jesli zas§ mamy g, <> h, dla
kazdego n > 0, a przy tym «, 8 sa odpowiednio geodezyjnymi wyznaczonymi przez nici (g,) i (h,), to
zachodzi

d(a(Ln), B(Ln)) = d(gn, hy) < 85 dla n>0,

zatem z nieréwnosci trojkata wynika, ze d(a(m), 8(m)) < 2L + 86 dla kazdego m > 0, a stad wynika,
ze w OG mamy [a] = [f]. O
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6.3 Pozadane wlasno$ci typow

Przedstawienie OG jako przestrzeni semi-markowowskiej oprzemy na odpowiedniej funkcji typu (patrz
wstep do rozdzialu 5). Poniewaz wykorzystywany w poprzednich rozdziatach typ kulowy T§ ma zbyt
stabe wtasnosci dla naszych biezacych potrzeb, naszym celem jest odpowiednie jego wzmocnienie.
W ponizszym podrozdziale wskazujemy (w fakcie 6.15) wlasnosci funkcji typu, ktore wystarczaja
do zadania przy jej pomocy struktury semi-markowowskiej na 0G (co wykazemy we wniosku 6.16).
Konstrukcje typu T¢ spetniajacego te warunki podamy za$ w rozdziale 6.4.

Definicja 6.14. Niech T bedzie dowolng funkcja przypisujaca elementom G typy ze skonczonego
zbioru T. Dla nici v = (gn)n>0 € N jej typem T*(v) nazwiemy ciag (7(gy,))

n>0"
Wowczas 7 definicji przestrzeni semi-markowowskiej tatwo wynika nastepujacy fakt.

Fakt 6.15. Niech T bedzie funkcjg typu w G o wartoSciach w T. Wowczas:

(a) Jesli p-wnuki dowolnego elementu majq parami rézne typy, to funkcja T* : N — TN jest rézno-
wartosciowa;

(b) Jesli zbidr typow p-wnukdéw g zalezy wylacznie od typu g, to obraz funkeji T* jest zbiorem semi-
markowowskim nad T ;

(c) Przy zatoZeniach punktow (a) i (b), jesli dla dowolnych g,9" € Grmtr), h, W' € Grumy1) # wa-
runkow

T(9)=T(h), T(J)=T{), T(g"=Th"), T("=T0"),
gt gt ged,  hTer

wynika warunek h < N, to relacja réwnowaznodci ~ w zbiorze T*(N), zadana wzorem
T*(v) ~T*(V) & I(v)=I1(V), jest relacjq semi-markowowskq.

Dowdd. Punkt (a) jest oczywisty. Jesli spelnione jest zalozenie punktu (b), to tatwo sprawdzi¢, ze
T*(N) = M (X, =), gdzie g = {T'(e)}, zas T — 7 wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych n > 0 oraz
g € Grns1) zachodzi 7 = T(g") oraz 7/ = T(g).

Analogicznie tatwo sprawdzi¢, ze przy zalozeniach punktu (c) relacja ~ ma posta¢ M (A, ~), gdzie

Ao = {(T(e), T(e))},

(T(gM), (g ™) ~ (T(9),T(g")) dla  ¢,9' € Grnrny, 9" g g+ ¢, n>0.

Istotnie: zawieranie ~ w M (A, ~) wynika natychmiast z faktu 6.13b. W druga strone, jesli ciag
((Tns 7)), o, nalezy do M(Ag,~), to wynika stad, ze ciagi (7,)n>0 0raz (7,)n>o naleza do zbioru
M (%o, —) okreslonego w poprzednim akapicie, zatem sa typami pewnych nici (h,,),>0 i odpowiednio
(h!)n>0. Ponadto tatwo sprawdzi¢ przez indukcje, ze h,, <> h! dla kazdego n > 0: dla n = 0 wynika
to z réwnosci hg = h{ = e, zas dla n > 0 wystarczy skorzysta¢ z relacji h,_; <> h!,_,, warunku
(Tn—1,Tp_1) ~ (T, 7)) oraz zatozenn punktu (c). Otrzymujemy wiec, ze h, <> h), dla n > 0, a stad
poprzez fakt 6.13b wynika, ze (7,,) ~ (7,,). O

n

Whiosek 6.16. Przy zatozeniach punktow (a-c) z faktu 6.15 zbior OG jest przestrzeniq semi-markowowskq.
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Dowdd. Poniewaz surjektywnos$¢ odwzorowania I o (T*)~! : T*(N) — 0G wynika z faktu 6.13a, do
wykazania homeomorfizmu wystarczy sprawdzié jego ciaglosé. Niech w przestrzeni T*(N') zachodzi

(T,(f)) —(7,); oznacza to, ze istnieje ciag n; — oo taki, ze dla kazdego ¢ > 0 ciagi (ﬂgi)) oraz (7,) sa
1—00

zgodne na pierwszych n; pozycjach. Wowczas z zatozen punktu (a) wynika, ze odpowiadajace im nici
(gq(f)), (gn) rOWNiez sa zgodne na pierwszych n; pozycjach, w szczegolnosci g,(f,i) = gn,- WoOWczas rowniez
geodezyjne a® odpowiadajace ciagom (gff)) sa coraz bardziej zgodne z geodezyjna a odpowiadajaca

ciagowi (gn), co z definicji OG oznacza, ze [((gﬁf))) = [a] = [a] = I((gn)) W OG. O

Uwaga 6.17. Przedstawiony w fakcie 6.15 gltowny “szkielet” dowodu twierdzenia 6.6 zaczerpniety jest
z |3]. Jako funkcja typu zostal tam wybrany typ kulowy T% (okreslony w rozdziale 2.3), za$ jako L —
wartosé¢ 1. Jednak w przypadku grupy zawierajacej torsje tak okreslony typ nie musi spetnia¢ warun-
ku (a) w tresci faktu 6.15. Co wiecej, nawet w przypadku beztorsyjnym uzasadnienie warunku (b) —
podane w [3] na stronie 125 (rozdzial 7, dowod Proposition 2.4) — zawiera istotna usterke w linii 13.

6.4 Typy rozszerzone i typ T¢

Definicja 6.18. Niech 7" bedzie dowolng funkcjg typu w G o wartosciach w skonczonym zbiorze
T i niech r > 0. Niech g € G, i niech P,(g) oznacza zbior r-towarzyszy g (patrz definicja 3.11).
Definiujemy typ rozszerzony elementu g jako funkcje T7"(g) : P,(g) — T, okreslona wzorem

(T*"(9))(h) =T(gh) ~ dla he€ P(g).

Poniewaz P,(g) zawiera sie w ograniczonej kuli B(e,r), funkcja typu rozszerzonego T jest w oczy-
wisty sposob skonczenie wartosciowa.

Definicja 6.19. C-typem elementu g € G nazywamy jego B-typ rozszerzony o 89:

TC(g) = (T")*(9)  dlaged.

Zauwazmy, ze 7z poréwnania definicji 3.11 i 6.11 wynika, ze zbior Pys(g) sktada sie doktadnie z tych
h € G, dla ktoérych g <+ gh. Oznacza to, ze C-typ elementu g sktada sie z B-typu g oraz B-typéw jego
sasiadow (wraz z informacja o ich wzajemnym polozeniu).

Fakt 6.20. Dla dowolnego g € G p-wnuki elementu g majqg params rozne C-typy.

Dowdd. 7 definicji C-typ elementu h € G zawiera w sobie jego B-typ, ktory zawiera z kolei jego
A-typ, a ten — numer potomny ny, ktory z definicji jest cechy rozrézniajaca p-wnuki ustalonego
elementu g € G. ]

Lemat 6.21. Zbior C-typow p-wnukow elementu g € G zalezy wytgcznie od TC(g).

Dowdd. Niech g1, hy € G spetiaja T(g;) = T¢(h1); oznaczmy v = hyg;'. Z faktu 5.9 wynika, 7e
lewostronne przesuniecie o v zadaje bijekcje miedzy p-wnukami g; a p-wnukami h;. Niech wiec go
bedzie p-wnukiem g; oraz ho = Ygo; naszym celem jest wykazanie, ze T¢(gy) = T (hy). W tym celu
wybierzmy dowolne g € G takie, ze go <+ gb; nalezy wykazaé, ze T2 (gh) = TB(h), gdzie hly = vgh.

Oznaczmy ¢) = g;ﬂ oraz h| = vg). Poniewaz gy <> g}, z faktu 5.11 mamy ¢, < g}; woéwczas z réwnosci
T (g1) = T(h1) wynika, ze TZ(g}) = TB(h}). W tej sytuacji lemat 5.16 zapewnia, ze T?(g) =
TB(h}), co nalezalo sprawdzié. O
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Lemat 6.22. Typ T spetnia warunek opisany w punkcie (c) faktu 6.15.

Dowdd. Niech g, ¢, h, h' beda takie, jak w tresci faktu 6.15. W szczegolnodci zaktadamy, ze T¢(g™) =
TC(h™). Z definicji C-typu oznacza to, ze lewe przesuniecie o element v = h~'g przeprowadza sasia-
dow g na sasiadow h z zachowaniem B-typu, a stad z kolei na mocy lematu 5.16 wynika, ze przesuniecie
to zachowuje dzieci tych sasiadow wraz z ich B-typami. W szczeg6lnosSci:

e clement ¢’™ musi zosta¢ przeprowadzony na h'T, poniewaz z zalozen wynika, ze T8 (¢ TT) =
TB(h’ﬁ), a przy tym I’ jest jedynym sasiadem AT z odpowiednim B-typem (na mocy lema-
tu 5.17);

e clementy g, ¢’ musza zostaé¢ przeprowadzone na h, ', poniewaz z zalozen odpowiednie B-typy sa
zgodne, a przy tym h, 1’ sa jedynymi p-wnukami 2", 1'T z odpowiednimi B-typami (ponieway,
B-typ na mocy uwagi 5.13 zawiera w sobie A-typ, ktory musi by¢ rézny dla réznych p-wnukéw
danego elementu).

Wobec tego mamy d(h,h') = d(vg,v9') = d(g,9") < 89, co nalezalo wykazac. O

Dowdd twierdzenia 6.6. Na mocy wniosku 6.16 wystarczy zapewnié, ze typ T (ktérego skonczo-
no$¢ wynika z faktu 5.15 i definicji 6.19) spelnia warunki (a-c) z tresci faktu 6.15. Warunki (b) i (c)
wynikaja odpowiednio z lematéow 6.21 i 6.22, natomiast warunek (a) wynika stad, ze z definicji dla
kazdego x € G wartos¢ T (z) wyznacza TP (x) i dalej T(z), za$ A-typy p-wnukéw danego elementu
sa z definicji parami r6zne. Tym samym dowod twierdzenia zostal zakonczony. O]
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Rozdzial 7

Ograniczenie wymiaru w kompakcie
Markowa

W niniejszym rozdziale zaktadamy, ze dim 0G < k < oo, i dazymy do poprawienia konstrukeji kompak-
tu Markowa tak, by wszystkie wystepujace w nim wielosciany réwniez miaty wymiar < k. Zauwazmy,
ze skoro OG jest zwarta przestrzenia metryczna, wymiar pokryciowy jej podzbioréw jest zgodny z ich
malym wymiarym indukcyjnym (por. [6, tw. 1.7.7]). Poniewaz w tym rozdziale bedziemy czesto sto-
sowa¢ operator brzegu topologicznego 0, dla unikniecia kolizji oznaczen brzeg Gromova 0G grupy G
oznaczymy przez X.

Ponizej podajemy gtowny wynik niniejszego rozdziatu. Zauwazmy od razu, ze wynika z niego (poprzez
twierdzenie 4.1) istnienie przedstawienia OG jako kompaktu Markowa, w ktérym wymiary wszystkich
sympleksow nie przekraczaja k.

Lemat 7.1. Niech k > 0 i niech G bedzie grupg hiperboliczng takqg, ze dim 0G < k. Wowczas istnieje
quasi-G-niezmienniczy system pokryé przestrzeni 0G rzedu < k + 1.

Jako natychmiastowy wniosek z lematu dostajemy twierdzenie:

Twierdzenie 7.2. Niech k > 0 i niech G bedzie grupg hiperboliczng takq, ze dim oG < k. Wow-
czas 1stnieje barycentryczny kompakt Markowa z wltasnoscig rozdrabniania realizowany przez system
odwrotny, w ktorym wymiary sympleksow sq nie wicksze niz k.

Uwaga 7.3. Podany dowdd lematu 7.1 bedzie wymagal sprawdzenia wielu szczegotowych i technicz-
nych wtasnosci; warto jednak zauwazyé, ze jego szkic nie jest bardzo skomplikowany i przypomina
plan wykazania nietrudnego twierdzenia z teorii wymiaru moéwigcego, ze w kazde pokrycie otwar-
te U = {U;}_, zwartej przestrzeni metrycznej X wymiaru k& mozna wpisa¢ pokrycie otwarte rze-
du < k + 1. Dowod tego faktu moze przebiegaé¢ nastepujaco:

e Rozumujemy indukeyjnie wzgledem k. Dla wygody bedziemy w ramach indukcji wykazywac nieco
mocniejsza teze: w pokrycie {U;} mozna wpisa¢ pokrycie otwarte {V;} takie, ze domkniecia V;
tworzg rodzine rzedu < k + 1.

(Doktadny schemat indukeji w naszej sytuacji formutujemy w lemacie 7.19).
e Korzystajac z podanego ponizej twierdzenia 7.4, wybieramy w kazdym zbiorze z pokrycia U; €

U podzbior otwarty U/, ktorego brzeg jest wymiaru k — 1, tak by zbiory U] nadal tworzyly
pokrycie X.

(Podobnie zdefiniujemy zbiory D, w dowodzie lematu 7.16).
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e Definiujemy zbiory U/’ za pomoca warunku

el = reU] oraz x¢U; daj<i

(Analogicznie zdefiniujemy zbiory E, w dowodzie lematu 7.16)

e Przestrzen X jest pokryta przez wnetrza zbiorow U/ (ktore sa parami roztaczne) oraz zbior X =

U, 0U!, o ktoérym tatwo sprawdzic, ze jest domkm@tym podzblorem X wymiaru < k—1. W prze-

strzeni X mamy z kolei otwarte pokrycie zbiorami U U; ﬂX 7 zaltozenia indukcyjnego wynika,
ze w pokrycie to mozna wpisa¢ pewne pokrycie zbiorami VJ (1 < 7 < m), ktorych domkniecia

tworza rodzine rzedu < k. Przy tym zbiory V; sa otwarte w X, ale niekoniecznie w X.

(Zbiorom U/, int U/ odpowiadaja zbiory F,, G, w tresci lematu 7.16).

Niech € > 0 bedzie najmniejsza z odlegltosci pomiedzy dowolng parg roztgeznych domkniecé 17]-1,
XN/]-Z. Dla 1 < j < m definiujemy zbior V; jako f-otoczenie (w X) zbioru \N/j Wowezas tatwo
sprawdzi¢, ze zbiory V; sg otwarte w X oraz pokrywaja )N(, a przy tym rzad rodziny {V;}
nie przekracza rzedu rodziny {‘73}, zatem jest < k. W tej sytuacji rodzina

V= {V;}iL, U{int U7},

stanowi otwarte pokrycie X, a przy jej rzad nie przekracza sumy rzedéw podrodzin {U/'} oraz
{V;}, czyli jest < k + 1.

(W naszym rozumowaniu skonstruowaniu odpowiednich otoczen stuzy lemat 7.17, zas pozostate
operacje maja swoje odpowiedniki w dowodzie lematu 7.19).

Trudnosé lematu 7.1 w poréwnaniu z wynikiem przytoczonym powyzej polega na koniecznosci za-
pewnienia quasi-G-niezmienniczosci otrzymanych pokryé, tak, aby zachowaé¢ wlasnosé Markowa dla
systemu ich nerw6w (na mocy twierdzenia 4.1). W tym celu zamiast niezwiazanych ze sobg zbioréw U]
stworzymy ich wzorce dla wybranych zbiorow U, réznych typow (Scislej: dla roznych typow elementow
x) i przeniesiemy je za pomoca przesunie¢ okreslonych (przy zatozeniu rownosci typéw) w lemacie 2.15.
Krok indukcyjny wymaga pewnej skrupulatnosci, ale sama idea bedzie niezmieniona.

Naszym kluczowym narzedziem z zakresu teorii wymiaru bedzie ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 7.4 (|6, tw. 1.5.12]). Niech Y bedzie osrodkowq przestrzeniq metryczng z wlasnoscig
wymiaru_k i niech A, B bedq roztqcznymi domknietymi podzbiorami Y. Wowczas istniejg podzbiory
otwarte A, B CY takie, ze

7.1

ACA, BC B, ANB=10 oraz dim(Y\(/TUE))Sk:—l.

Stabe podsystemy podzbioréow

Oznaczenie 7.5. Dla dwdch rodzin C = {Cy}req, D = {Dys}rec 0znaczamy:

Definicja 7.6. System C = {C, },c¢ podzbiorow X nazywamy:

wymiary < k, jesli |C|, jest wymiaru < k dla n > 0;
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e rzedu < k, jesli dla kazdego n > 0 rodzina C, jest rzedu < k (tzn. jesli przeciecie k + 1 parami
roznych elementéw C,, musi by¢ puste); w szczegolnosci roztgeznym, jesli jest rzedu < 1.

Fakt 7.7. Jesli systemy podzbioréw C, D sq odpowiednio rzedu < a i < b, to CUD jest rzedu < a+b. [

Definicja 7.8. Niech X bedzie przestrzenia topologiczng oraz A, B C X. Zbior A nazwiemy oddzie-
lonym podzbiorem B (oznaczenie: A € B), jesli A C int B.

Definicja 7.9. Niech C = {C,}, D = {D, } beda systemami quasi-G-niezmienniczymi podzbiorow X.
Powiemy, ze:

e C jest podsystemem (otwartym, domknietym) w D, jesli C,, jest podzbiorem (otwartym, domknie-
tym) w [D|, dlan >01i C, € Cp;
(przypomnijmy za 3.7, Ze oznaczenie |D|, oznacza Joc e, |

)

z€G, |z|=n}

e C jest podsystemem potdomknictym w D, jesli |C|, jest podzbiorem domknietym w |D|, dla
n > 0;

e C pokrywa D, jesli |C|, 2 |D|, dlan > 0.

System C nazwiemy pétdomknietym, jesli |C|, jest podzbiorem domknietym w X dla n > 0.

Definicja 7.10. Dla dowolnego catkowitego § > 0 definiujemy typ T2 w G jako rozszerzenie (w sensie
definicji 6.18) typu TP (okreslonego w definicji 5.12) z parametrem r = 6 - 124:

TQB — (TB)+9~125
Fakt 7.11. Niech g,x,y € G 10 >0, k > 0 spetniajg
y€al(x),  Tj(x) =Ty (gx), |yl = o[ +EKL,
gdzie L oznacza statq z rozdziatu 6 (okreSlong w rozdz. 0.2). Wowczas

Ty (y) = Ty (9y), lgy| = |gz| + kL.

Dowdd. Wystarczy wykazaé teze dla k = 1; dla wiekszych k wyniknie wtedy tatwo przez indukcje.

Niech z € yPyi1)126(y). Oznaczmy w = 2™ (patrz definicja 6.10). Poniewaz L > 144, z faktu 2.1
wynika, ze

d(z,w) < max ((0 4 1) - 126 + 160 — 2L, 85) < 6 - 124,
zatem w € xPgs(x), a stad TP (w) = TB(gw) oraz |gz| = |gw|. W takim razie z lematu 5.16 wynika, ze
gw = (gz) " oraz TB(2) = TP(g2). Z pierwszej rownosci wynika w szczegolnosci, ze gz jest potomkiem
gqw, tzn. ze

92| = |gw| + d(gz, gw) = |gx| + d(z,w) = |gx| + L.

W szczegolnosci biorac z = y otrzymujemy |gy| = |y|+ L. Powracajac do ogolnego z wnioskujemy wiec,

ze |gz| = |gy|, zatem Pgi1y.125(y) € Plot1)126(gy); inkluzje przeciwna mozna sprawdzi¢ analogicznie
(zamieniajac rolami g i g7'). W tej sytuacji z rownosci T2(z) = T?(gz) dla ogdlnego z wynika réwnosé
Tejil(y) = Teil(gy)- O

Definicja 7.12. Rodzine zbiorow C = {C,} nazwiemy systemem 0-stabym, jesli:

e dla kazdego = € G zachodzi C, C S, (gdzie S, oznacza zbior zdefiniowany w rozdziale 3.3);
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e rodzina C wraz 7 funkcja typu T)P spelnia warunek (QI4a) z definicji 3.8.

Zauwazmy, ze system S, opisany w rozdziale 3.3, jest O-staby (a wiec rowniez #-staby dla dowolnego
6 > 0). Wynika to stad, ze typ T wyznacza jednoznacznie typ T% (na mocy uwagi 5.13 i definicji 5.7),
z ktorym S tworzy system quasi-G-niezmienniczy na mocy wniosku 3.20.

Fakt 7.13. Niech C = {C,}.cc bedzie systemem O-stabym dla pewnego © > 0. Niechn >0, 0 > 1
oraz x,y € G bedq dtugosci n, przy czym C, N Cy, # 0. Wowczas:
(a) Ty (x) # Ty (y);
(b) Dla dowolnego g € G z réwnosci TP (x) = TP (gx) wynika, ze TP |(y) = TP (gy) oraz |gx| =
|9yl

Dowdd. Skoro O # C,NC, C S, NSy, to z faktu 3.17 wynika, ze d(x,y) < 120. Wowczas z lematu 5.17
wynika, ze T2 (z) # T?(y), a wiec tym bardziej TP (x) # T (y). Ponadto skoro |z| = |y, to mamy
r Yy € Pyios(x) = Pyaas(gx), a stad |gz| = |gy|. Zauwazmy, ze z nieréwnosci trojkata mamy

P(g_l).125(y) = (y’lx Pg.lgg(x)) N B(e, (9 — 1) . 12(5)

i analogicznie dla pary gz, gy, co pokazuje, ze Py_1).125(y) = Po-1)126(g9y). Ponadto dla dowolnego 2 €
yPp—1)125(y) z powyzszej rownosci wynika, ze 27z € Ppaos(x) = Ppazs(gz), a stad T5(z) = T?(gz2).
Z dowolnosci z wynika, ze T2 | (y) = TP ,(gy). O]

Lemat 7.14. Dowolny system 6-staby pokryé otwartych C jest quasi-G-niezmienniczy z funkcjg ty-
pu Ty,

Dowdd. Niech C = {C,}1eq. Prawdziwosé warunkow (QI1), (QI2) dla C wynika wprost z ich prawdzi-
wosci dla S. Latwo wywnioskowaé rowniez (QI4h): jesli mamy

Tﬁl(x) = Telil(gw)? |.T’ = |y’7 CJU N Cy # wa

to z faktu 7.13b mamy |gz| = |gy| oraz TP (y) = TP (gy), skad poprzez wlasnosé¢ (Ql4a) dla systemu C
wynika Cyy = g - C,,.

Sprawdzmy teraz wlasnosé¢ (QI4c). Niech L oznacza staly z faktu 7.11. Zalozmy teraz, ze

Niech a bedzie geodezyjna prowadzaca z e do y i niech z = a(|z|). Wowcezas z faktu 3.18¢ mamy
C, €S, C8S.; z drugiej strony C, C S, zatem S, NS, # 0, wiec na mocy faktu 7.13 mamy

TP (2) =T7(92),  |gz| = |g2].

Poniewaz y € 21°(z) oraz |y| = || + L = |z| + L, korzystajac z faktu 7.11 i nastepnie z (Ql4a) dla
systemu C otrzymujemy, ze

Ty (y) =Ty, (9y), gyl =lgz|+ L =|gz|+ L,  Cy=g-C,.

Na mocy uwagi 3.9 oznacza to, ze C spelia wlasnosé¢ (Ql4c) dla stalej skoku L.

Pozostato wykaza¢ (QI3). Niech T bedzie zbiorem wartosci typu Ty . Wybierzmy N > 0 takie, ze dla
dowolnego 7 € T istnieje z € G o dlugo$ci mniejszej niz N takie, ze T2, (z) = 7. Niech £ > 0 bedzie
najmniejsza sposrod statych Lebesgue’a dla pokry¢ Cy,...,Cy, i niech J' > N bedzie dobrane tak, by
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dla n > J' zachodzitlo maxges, diam S,, < e. Wykazemy, 7ze system C wraz ze stala J' spehia (QI3).
Na mocy uwagi 3.9 wystarczy sprawdzi¢ te wlasno$¢ w przypadku k& = 1.

Niech z € G spehia |z| > J'. Z faktu 3.18 wynika, ze S, C S, dla pewnego y € G dlugosci |z| — J'.
Niech y' € G bedzie elementem takim, ze T | (y') = T, (y) oraz |y'| < N. Oznaczmy v = y'y " oraz
x’ = yx; wowezas z (Ql4¢) mamy

So=7Sa,  Tya(@)=Tou(), |2 = | +z| =yl =y + ]

Z ostatniej rownosci wynika, ze diam S, < £, a skoro || < N, to S, musi zawiera¢ sie w C,, dla
pewnego 2’ € G takiego, ze |2'| = |¢/|. Oznaczmy z = y~12'. Wowczas z wlasnosci (QI4b), a nastepnie
z faktu 7.13b wynika, ze

S.=7"1 8y TR =TYE), =yl =z =T,
a stad, jako ze C jest #-staby, otrzymujemy:

C,CSy=~7"1-SyCrt-C.=C..

Lacznie otrzymujemy, ze C jest quasi-G-niezmienniczy ze stata skoku NWW (L, J'). O

Fakt 7.15. Niech 6 > 0, C bedzie systemem 0-stabym i niech x,y € G spelniajq Tgfil(x) = T£1(?J)-
Wowczas zachodzi

|C||y‘ N Sy = yIL‘_l . (|C||$‘ N Sm)

W szczegolnosei lewostronne przesuniecie o yx =1, stosowane do oddzielonych podzbioréw S,, zachowuje

domkniecia i wnetrza obliczane odpowiednio w |C|jz 7 |C|y-

Dowdd. Oznaczmy n = |z|, m = |y| oraz v = yx~1. Ze wzgledu na symetrie sytuacji wystarczy dowiesé
jednego z zawieran. Niech p € |C|, N S,; wowczas p nalezy do pewnego Cp € C,. W szczegolnosci,
mamy

p € S;NCy C S, NS,

Oznaczmy y' = ~vz'. Wowczas z faktu 7.13b mamy T2 (y') = TP (2'), zatem (Ql4a) daje réwnosé
Cy =v-Cy, atakze S, = - 5,. Wobec tego zachodzi

vp € v-(CpynNSy) = CyNS, C |Clyy NS,y O

7.2 Rozlaczne prawie-pokrycia

Zanim przystapimy do konstrukcji, wprowadzimy przydatne oznaczenia i konwencje, ktore beda wy-
korzystywane w dowodach w tym rozdziale.

W dowodach lematow 7.16 i 7.17 uzyjemy nastepujacych oznaczen, zaleznych od parametru 0 (wy-
stepujacego w tresci obu lematow). Niech 71, ..., 7k bedzie pewnym ustawieniem w ciag wszystkich
mozliwych wartosci typu Tﬁrl. Dla uproszczenia bedziemy utozsamiac¢ typ 7; z liczbg naturalng <. Dla
kazdego 1 < i < K ustalmy dowolny element z; taki, ze T(ﬁl(xi) =1, i oznaczmy S; = Sy, n; = |x;|.
Podobnie, niech 1, ... ,]? bedzie ciggiem zawierajacym wszystkie mozliwe wartosci typu T(frg, zas dla
kazdego 1 <7 < K niech 77 € G bedzie ustalonym elementem takim, ze T3 ,(77) = 7. Oznaczamy

rowniez M = max{ji L @]
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W dalszej czesci rozdziatu 7 bedziemy na ogot rozwazaé¢ podsystemy danego systemu poétdomknietego
(ktory w lematach 7.16 i 7.17 ma nazwe C), a ogolniej — podzbiory przestrzeni X, o ktorych wiadomo,
ze zawieraja sie w |C|,, dla pewnego n (znanego z kontekstu). O ile nie zaznaczymy wyraZnie inaczej,
podstawowe operacje topologiczne dla takich zbioréw (domkniecie, wnetrze, brzeg) beda wykonywane
w przestrzeni |C|, (dla odpowiedniej wartosci n). Nie wplynie to na wynik domknie¢, jako ze |C|, jest
domknietym podzbiorem X, jednak bedzie mie¢ znaczenie dla wnetrz i brzegow.

Niniejszy podrozdzial zawiera dowod nastepujacego wyniku.

Lemat 7.16. Niech k > 0, 6§ > 1 i niech C = {C,} bedzie pétdomknietym 6-stabym systemem
wymiaruy < k w X. Wowczas istniejg:

e roztgczny, otwarty, (0 + 2)-staby podsystem G = {G,} wC;

e domkniety, (0 + 2)-staby podsytem F = {F,} w C wymiaru < k — 1
takie, ze F UG pokrywa C oraz 0G, C |F|, dla kazdychn >0 i G, € G,.

Dowdd. Niech € > 0 bedzie minimum wszystkich liczb Lebesgue’a dla pokry¢ otwartych Sy, ..., Sy.
Definiujemy:
I, ={pe S,|B(pe) CS,} forx € G, || <M

oraz

G; = U vt I, Hi=X\5, for1<i<K.

|2|<M, T | (z)=i

Ustalmy pewne 1 < i < K. Zauwazmy, ze dla kazdego x zachodzi d(I,, X'\ S;) > €, skad wynika, ze G;
jest skoniczona sumg oddzielonych podzbioréw S;; wobec tego Gy N H; = () (w X). Woéwczas przeciecia
G N [Cly,, H; N |Cl,, sa roztacznymi domknigtymi podzbiorami |C|,,, zatem na mocy twierdzenia 7.4
istnieja otwarte podzbiory |C|,,

_— (G;, H; domykane w X)

ktore razem pokrywaja |C|,, oprocz pewnego podzbioru wymiaru < k — 1 (ktory musi zawiera¢ (9(?1)
Dla dwolnego = € G oznaczamy |z| = n oraz T2 | (z) = i, po czym definiujemy

D, =xx; ' G,

E, =D, \ U D,,
YeG, lyl=n, T, ())<T7,, (x)

F, = OE,,

G, =int E,.

Zauwazmy, ze zachodzi 0G, = G, \ G, C E, \ int E, = OF, = F,, zgodnie 7 teza lematu.
Pozostaty czesé dowodu przeprowadzimy w nastepujacych krokach (wsrod ktorych punkty (a) i (b)
sa pomocnicze):

(a) D ={D,}secc pokrywa C;
(b) € ={E,}scc jest roztaczny i pokrywa C;
(¢) F ={F,}zec jest wymiaru < k — 1;
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(d) G ={G,}secc jest roztaczny;
(e) F, C S, dla kazdego x € G;
(f) F UG pokrywa C;

(g8) F1iG sa (04 2)-stabe.

(a) Aby sprawdzi¢, ze D pokrywa C, wybierzmy dowolne p € |C|,; wowczas p nalezy do pewnego S, €

S,. Oznaczmy
1

7:T£2($), v =z, p=~"p.
Wowczas p' € Sz.. Z definicji € wynika, ze B(p',e) C S, dla pewnego S, € Sz,|; wowczas p' € I,
Oznaczmy teraz

i=Th.(y), B=yxz;', pP=p"p
7 definicji mamy p” € G}, ponadto stosujac dwukrotnie fakt 7.15 otrzymujemy, ze p” € |C||,,|. Z drugie;
strony, skoro S, ma niepuste przeciecie z Sy, zas T o (yx;) = Ty o(;), z wlasnosci (QI4b) i faktu 7.13b
mamy:

S’yﬁxj = S’yy = ’ySy = ’Yp, = D, T£1(75$J):T£1(79):T£1(y):]>

€O 0znacza, ze _
p=8-p" € 48-(GiN[Clay) S ¥8-Gj S Dy,

(b) Przypusémy, ze p € E,NE, dla pewnych = # y. Wowcezas S, NS, # (), zatem na mocy faktu 7.13a
typy T (), T3 (y) sa rozne; zalozmy bez utraty ogolnosci, ze mniejszym z nich jest Ty, (). Wow-
czas z definicji p € F, C D, nie moze naleze¢ do E,. To oznacza, ze system & jest rozlaczny.

Niech teraz p € |C|, i niech z € G dlugosci n bedzie takie, ze p € D,, a przy tym Ty, (x) jest
najmniejsze mozliwe. Wowczas z definicji mamy p € E,. To oznacza, ze £ pokrywa C.

(c) Zauwazmy najpierw, ze jesli x € G 1 T | (z) = i, to z faktu 7.15 oraz definicji zbioréw D, i G,
mamy:

dim 0D, = dim G(xxi_l . él) = dim (xa:i_l . 8@) = dim aéi <k-1.

Ustalmy pewne n > 0. Przypomnijmy, ze dla dowolnych podzbioréw Y, Z w jakiejkolwiek przestrzeni
topologicznej mamy O(Y \ Z) C 9Y U 0Z. Stosujac ten fakt skoriczenie wiele razy w definicji kazdego
ze zbioréw E; dla [z| = n, otrzymujemy, ze zbior |F|, = U, _, OE, zawiera si¢ w sumie (J,_, 0D,.
Poniewaz jest to skoniczona suma domknietych podzbioréw wymiaru < £—1, na mocy twierdzenia 1.5.3
w [6] ma ona wymiar < k — 1, co dowodzi, F jest wymiaru < k — 1.

(d) wynika natychmiast z (b).
(e) Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego 1 < i < K zachodzi

Dy = Gi C[Clu, \ H; € X\ H; = int S,,.

Niech teraz x € G; oznaczmy T(,BH(x) = iiv = zx;'. Przesuniecie o element 7 jest oczywiscie
homeomorfizmem przesytajacym S,, na S, oraz D,, na D,; co wiecej, na mocy faktu 7.15 zachowuje
ono domkniecia i wnetrza (obliczane w odpowiednich przestrzeniach |C|,). Wobec tego mamy:

F, QE_wQD_x:7~D_xi§7-inthi =int S,.
(f) wynika tatwo z (b):

Cl\ Gl =cl\ | G- | (B:\G.) € | 9B, = |Fl..

|z|=n |z|=n |z|=n
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(g) Niech T,f,(z) = Tj,(y) dla pewnych z,y € G. Oznaczmy v = yz~'. Na mocy faktu 7.15
wystarczy sprawdzi¢, ze B, = v- E,. Wykazemy, ze v- E, C E,; zawieranie przeciwne jest analogiczne.

Niech i = T | (z) = T2, (y) oraz p € E,. Wowczas w szczegolnosei p € D,, a wiec
yop=yx; (v p) € D,
Przypusémy, ze v - p ¢ E,; wowczas dla pewnego y' € G musi zachodzi¢

|y/| - |y|7 T£F1<y,) < 2.7 Y-P S Dy’-

1,/

W szczegolnosei mamy @ # D, N D, C S, N S,. Na mocy faktu 7.13b oznaczajac 2’ = v~ 'v/,
otrzymujemy:

| ==l T (') = T ().
W szezegolnosei, poniewaz T2 (2') = T£,(y') 1 2’ = v~ 'y, musi zachodzi¢ D,y = v~'- D, > p.
Jednak to przeczy zalozeniu, ze p € E,, gdyz T/, (2') < TS (z). O

7.3 Lemat o quasi-niezmienniczym otaczaniu

Lemat 7.17. Niech k >0, 0 > 0 ¢ zatozmy, ze:

o C ={C,}icc jest O-stabym systemem potdomknictym;

e D ={D,}.cc jest (0 + 1)-stabym domknictym podsystemem w C rzedu < k.

Wowezas istnieje (0 + 1)-staby otwarty podsystem G = {G.}.ec w C, ktory pokrywa D, a ponadto
system domknie¢ G = {Gy}req jest (0 + 1)-staby oraz rzedu < k.

Uwaga 7.18. W sytuacji, gdy G jest (6 + 1)-staby, warunek (6 + 1)-stabosci systemu domknig¢ G jest
rownowazny temu, by G, C S, dla kazdego = € G.

Dowaod lematu 7.17. W dowodzie wykorzystamy oznaczenia i konwencje wprowadzone na poczatku
rozdzialu 7.2. Bedziemy tez wielokrotnie (i niejawnie) wykorzystywac fakt 7.15 do kontrolowania
obrazéw domknie¢ lub wnetrz (wykonywanych “w C”) przy przesunieciach o elementy z G.

1. Dla 1 <7 < K okreslamy indukcyjnie podzbiér otwarty G; € S,, zawierajacy D, tak, aby spelni¢
warunek:
jesli x,y € G speliaja |z| = |y| < M, T2, (z) =i, Ty, (y) = j oraz D, N D, = 0, to:

(zz;'- G;)N D, =0, a ponadto (zx; " - G;) N (y:zcj’1 -Gj) = 0 w przypadku, gdy j < i.

(7.1)

Taki wybor jest mozliwy, poniewaz od zbioru G; wymagamy jedynie tego, aby byl otwartym otocze-
niem D,; o domknieciu rozlagcznym z sumag zbioréw nastepujacej postaci:

IC

1 1,1
ni \ Sz z;x” - Dy, i~ yz; - Gy

Poniewaz mowa tu o skoriczonej sumie zbioréw domknietych (na mocy zalozenia |z|, |y| < M), zas X
jest przestrzenia metryczna, wystarczy sprawdzi¢, ze kazdy z tych zbioréw jest roztaczny z D,..

W przypadku zbioru |Cp, |\ S., jest to oczywiste. Gdyby zachodzito D,, N (x;z~t- D,) # () dla pewnych
x,y jak powyzej, wynikaloby stad, ze

D,ND, = (xx;" - D,,)N D, #0,
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co przeczy jednemu 7z zalozen w warunku (7.1). Podobnie, gdyby D, N (rix_ly:cj’l - Gj) #£ 0 dla
pewnego j < 7, to wynikatoby stad, ze D, N (yxj_1 -Gj) # 0, co przeczy zalozeniu, ze zbiér G; zostal
(uprzednio) wybrany tak, by spetié¢ (7.1).
2. Niech teraz

G, =xx; ' G, dla z€G, T),(z)=1.
Wéwezas system G = {G,}iec jest oczywiscie otwarty, (6 + 1)-staby i pokrywa D. W tej sytuacji
(0 + 1)-stabos¢ systemu G wynika z faktu 7.15 (poniewaz G; € S, i wobec tego G, € S, dla z € G).
Pozostaje sprawdzi¢, ze G jest rzedu < k.
3. Niech z,y € G beda takie, ze |z| = |y| oraz G, N Gy # 0; oznaczmy TS (z) = i, T2, (y) = j.
Niech 2’ spelnia |2/| < M i T ,(2') = T2 ,(z). Skoro G, NG, # 0, to rowniez S, NS, # 0, a wowczas
z faktu 7.13b (w potaczeniu z wlasnoscia ((QI4a) dla systemu G) otrzymujemy:

Tea) =4, WI=WI<M, — GunGy =i (G.NG,) #0, gdzie y' =a'z7ly.
Wowcezas wnioskujemy, ze

0#£Go NG,y = (@z;' -GNzt Gy,

? J

a wigc z (7.1) wynika, ze D,y N D, # (). Wowcezas, skoro D jest (6 + 1)-staby, mamy:
Dx N Dy = $$/71 . (DI/ N Dy/) 7& @

Oznacza to, ze dla elementéw z,y € G o réwnej dlugoéci zbiory G, i @ moga przecina¢ sie nietry-
wialnie jedynie wtedy, gdy D, N D, # 0, skad wynika, ze rzad rodziny G nie przekracza rzedu D. To
konczy dowdd. 0

7.4 Pelna konstrukcja

Ponizszy lemat przedstawia indukcyjna procedure konstrukcji pokrycia, ktéra wykorzystamy w dowo-
dzie lematu 7.1.

Lemat 7.19. Niech k > —1, 6 > 1 1 niech C bedzie potdomknietym, 0-stabym systemem wymiaru < k.
Wowczas istniejq (0 + 3(k + 1))-stabe podsystemy D, € w C rzedu < k+ 1 i pokrywajgce C, przy czym
D jest domkniety, za$ € — otwarty.

Dowdd. Rozumujemy przez indukcje wzgledem k. Jesli k = —1, system C skltada sie ze zbioréw pustych,
wobec czego mozemy przyja¢ D = & = C.

Niech teraz k > —1. Oznaczmy © = 6 + 3(k + 1). Rozumujemy w nastepujacych krokach:

1. Stosujac lemat 7.16 do systemu C, otrzymujemy (0 + 2)-stabe systemy G = {G,}.eq oraz F
o wlasno$ciach opisanych w tresci tego lematu.

2. Poniewaz F jest domkniety (a wiec tez potdomkniety), (6 + 2)-staby i ma wymiar < k — 1, spelnia
zalozenia biezacego lematu (dla parametrow k — 1 oraz 6 + 2). Wobec tego, z zalozenia indukcyjnego,
istnieje (© — 1)-staby system domkniety D’ rzedu < k, pokrywajacy F.

3. Poniewaz C jest 6-staby, jest rowniez (© — 2)-staby, co oznacza, ze systemy C, D’ spelniajg zatozenia
lematu 7.17 (dla parametrow k oraz © — 2). Wobec tego istnieje otwarty, (© — 1)-staby podsystem
G = {G.}.ec W C, pokrywajacy D', a ponadto system domknie¢ F' = {G" },cc jest (© — 1)-staby
irzedu < k.
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4. Okreslamy teraz D = {D, },eq oraz € = {E, }.cc nastepujaco:
(7.2) D, = (G, \|9'|») U F, E, =G, UG, dla ze€d, |z]=n.

Zauwazmy, 7e G \|G'],, jest domknigty, poniewaz 7 tezy lematu 7.16 mamy 0G,, C |F|, C |D'|, C [G']n,
a wiec G, \ |G|, = G \ |G'| jest roznica podzbioru domknietego i otwartego (w |C|,). Wobec tego
D, jest domkniety. Natomiast E, jest oczywiscie otwarty w |C|,,.

Skoro G, F' i G’ sa wszystkie (© — 1)-stabe, D i £ musza by¢ ©-stabe (doktadniej: £ jest oczywiscie
(© — 1)-slaby, a wiec tez O-staby, natomiast w przypadku D korzystamy z faktu 7.15). Latwo réwniez
zauwazy¢, ze

|gn| = |g|nu|g,|n 2 |g|nU|F|n = |C|na |D|n = (|g|n\|g/|n)u|-’rlln = |g|nu|}-/|n 2 |g|n7

zatem D i € pokrywaja C. Wreszcie, skoro G jest roztaczny, zas F' (a wiec tez G') jest rzedu < k, to
D i £ musza by¢ rzedu < k + 1 na mocy faktu 7.7. ]

Dowdd lematu 7.1. Teza wynika 7z zastosowania lematu 7.19 do systemu S (zdefiniowanego w roz-
dziale 3.3). Jest to system poldomkniety i 0-staby, a wiec réwniez 1-staby, zatem z lematu otrzymujemy,
ze istnieje otwarty, (3k + 4)-staby system & rzedu < k + 1, pokrywajacy S.

Skoro S jest systemem pokry¢, zas £ jest otwarty i pokrywa S, to £ réwniez jest systemem pokry¢.
Zatem z lematu 7.14 wynika, ze (dla funkcji typu T4, ;) € jest systemem quasi-G-niezmienniczym.
Tym samym & spetnia wszystkie zadane wtasnosci. O
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Rozdzial 8

Jednorodne kompakty prawie markowowskie

Celem tego rozdziatu jest uzyskanie symplicjalnych analogéw dla wybranych topologicznych wtasnosci
samopodobienstwa przestrzeni 0G. Wlasnosci te wiaza sie z dziataniem grupy G na wltasnym brzegu,
o ktéorym wiadomo miedzy innymi, ze:

e orbita dowolnego punktu p € 9G jest gesta w G (|7, stw. 4.2]), co oznacza topologiczna “niemal
jednorodnos¢” przestrzeni 0G;

e dla dowolnego g € G rzedu nieskonczonego oraz £ > 0 istniejg zbiory otwarte U,V C 0G
o $rednicy mniejszej niz € oraz n > 0 takie, ze ¢" - U 2 0G \ 'V (|7, tw. 4.3]); wynika stad
na przyktad, ze wsréd rozmaitosci topologicznych wymiaru > 2 brzegami grup hiperbolicznych
sa jedynie sfery.

Cheac przettumaczy¢ te wlasnosci na jezyk kompaktow Markowa, zastapimy homeomorfizmy (pocho-
dzace od dzialania grupy) przez izomorfizmy podkompleksow (opisane diagramem (1.1)), za$ male
otoczenia otwarte w 0G powiazemy z sympleksami w K, przy pomocy rzutowan m, : 0G — K,. Sa-
memu dziataniu G na 0G odpowiadaja zas w naturalny sposéb “dzialania czeSciowe” G na elementach
pokryé¢ U, (opisane w warunkach (QI4)) oraz na sympleksach w K, (poprzez operacje przesuniecia
z definicji 4.4), wykonalne pod warunkiem zgodnosci odpowiednich typow.

Czesciowy charakter obu operacji przesuniecia oraz zwigzane z nimi dodatkowe zaltozenia wydaja sie
utrudnia¢ bezposrednie przeniesienie opisanych powyzej wlasnosci topologicznych do systemu (K,).
Ponizej naszym celem jest wiec poprawienie systemu pokry¢ (U,,) tak, aby umozliwi¢ na nim swobodne
dzialanie przynajmniej za pomocg ustalonego elementu g € G.

W zamian za tak rozumiane zwiekszenie regularnosci zezwolimy na pojawienie sie w strukturze kom-
paktu pojedynczej osobliwosci w systemie typow (definicja 8.6), tj. “lokalnego wyjatku” od wlasno-
§ci (iii) z definicji 1.9. Nie naruszymy jednak przy tym pozostalych wtasnosci kompaktu Markowa
(w szczegolnoscei zachowamy ograniczenie wymiaréw kompleksow K, co pozwala stosowaé tacznie
wyniki z rozdziatow 7 i 8). Ponadto pokazemy, ze pomimo wprowadzenia osobliwosci otrzymany sys-
tem odwrotny cechuje wsteczna reqularnosé (definicja 8.10), dzieki ktorej nadal jest on “skoriczenie
generowany” w sensie analogicznym do przypadku zwyktych kompaktéw Markowa (patrz lemat 8.11
i uwaga 8.13).

Odsytajac czytelnika do definicji podanych w dalszej czesci tekstu (jako ze przytoczenie ich tutaj
zajeloby wiele miejsca), mozemy stresci¢ glowne wyniki rozdzialu nastepujaco:

Twierdzenie 8.1. Niech G bedzie skonczenie generowang grupg hiperboliczng. Wowczas:

93



(a) Brzeg Gromowa OG mozna opisaé jako kompakt Markowa z osobliwosciq (definicja 8.6), majgcy
wltasnodé rozdrabniania oraz wstecznej reqularnodci (definicja 8.10), wyznaczony przez pewien

system odwrotny K = (kn; fr)nzo;

(b) Dla dowolnych niepustych podzbioréw otwartych Ey, E5 C OG takich, ze Ey zawiera punkt osobli-
wy systemu K, system ten zawiera dwa podsystemy (definicja 8.3) izomorficzne z zachowaniem
typow (definicja 8./) i takie, zZe granica jednego z nich zawiera sie w Es, za$ drugiego — zawiera

oG \ El;

(¢) Dla dowolnego typu zwyczajnego T (definicja 8.45) w systemie K sympleksy typu T w tym systemie
sq geste w OG (w sensie definicji 8./2).

Organizacja dowodu. Punkt (a) wyniknie natychmiast z polaczenia twierdzenia 4.1 z podanymi w roz-
dziale 8.5 wnioskiem 8.38 oraz faktem 8.39. Natomiast punkty (b) i (c) wykazemy w rozdziale 8.6
odpowiednio jako lematy 8.40 i 8.47. O

Zawartos¢ rozdziatlu przedstawia sie nastepujaco. W rozdziale 8.2 znajdziemy w systemie (K,,) typ
samopotomny (w sensie sprecyzowanym we wniosku 8.15), co pozwoli nam zbudowaé¢ w rozdziale 8.3
zstepujacy ciag elementow (A,,),>o nalezacych do (U,,), dopuszczajacy dzialanie potgrupy generowanej
przez pewien element g € G.

Kluczowa konstrukcja, opisana w rozdziale 8.4, polega zasadniczo na skorygowaniu systemu (U,) tak,
by zachowywato go rowniez dziatanie ujemnymi potegami g, co osiggniemy zastepujac zbiory potozone
“poza” Ay przez odpowiednie przesuniecia zbiorow “wewnetrznych”. Idea jest zatem prosta, jednak jej
poprawne wykonanie wymaga pokonania kilku technicznych trudnosci.

Poniewaz uzyskany system pokry¢ nie bedzie quasi-G-niezmienniczy, bedziemy musieli sprawdzié¢ dla
niego zalozenia twierdzenia 3.2, co zrobimy w rozdziale 8.4.3. Nastepnie w rozdziale 8.5 zajmiemy
sie otrzymanym zeni systemem kompleksoéw, okreslajac typy sympleksow i sprawdzajac wiasnosci wy-
magane dla kompaktow Markowa z osobliwoscia, co zakoriczy dowdd punktu (a) twierdzenia 8.1.
Wreszcie, w rozdziale 8.6 wykazemy dalsze wlasnosci regularnosci dla rozwazanego kompaktu, dowo-
dzac pozostalych punktow twierdzenia.

8.1 Kompakty Markowa z osobliwoscia

8.1.1 Oznaczenia dla systeméw odwrotnych

W tym rozdziale systemy odwrotne kompleksow symplicjalnych postaci (K, fn)nsno, gdzie fr : Kpy1 —
K, bedziemy oznaczaé pogrubiona czcionka, np. K. Przypomnijmy, ze w systemie tego typu symbo-
lem f{ (dla a > b > ng) oznaczamy zlozenie f, o fyi10...0 fou1 1 Ky = K.

Uwaga 8.2. Wszelkie systemy odwrotne bedziemy domyélnie traktowac jako indeksowane poczawszy
od zera. Innymi stowy, dowolne wyrazenie postaci K = (K,,),>n, nalezy §cisle rozumieé jako system
postaci (Kpin,)m>0- Konwencja ta jest istotna dla znaczenia definicji 8.4 i lematu 8.11.

Definicja 8.3. Podsystemem w systemie K = (K, f,)n>0 nazwiemy dowolny system odwrotny po-

staci L = (Ln+k, f7L+k‘Ln+k+1)7L>0’ gdzie

k>0, L, jest podkompleksem w K, Ly = (f2™)71(Ly) dlan > 0.
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W powyzszej sytuacji powiemy, ze L jest podsystemem K generowanym przez podkompleks Ly, i ozna-
czymy go przez K[L;]. Jesli k = 0, powiemy, ze L jest zawarty w K.
Dekapitacje systemu K = (K,,),>0 (ozn. K¥) definiujemy jako K[K], czyli efekt usuniecia z K poziomu

0 Najnizszym numerze.

Definicja 8.4. Izomorfizmem pomiedzy systemami odwrotnymi K = (K,,, f,,) i L = (L,, g,) nazwie-
my ciag I = (in)n>0 izomorfizméw symplicjalnych i, : K,, — L,, dla n > 0 takich, ze

Jn O lpt1 =1 O fn dla n>0.

Jesli kompleksy K, L rozpatrujemy wraz z przyporzadkowaniem sympleksom ich typow (jak w de-
finicji 1.9), izomorfizm I = (i) : K — L nazwiemy typowanym, jesli wszystkie jego sktadowe i,
zachowuja typy sympleksow.

Typowanym wtozeniem systemu K w L bedziemy nazywaé typowany izomorfizm miedzy K a pewnym
systemem L' zawartym w L.

Uwaga 8.5. Uzywajac powyzszych definicji, mozna (w $wietle uwagi 8.2) przeformulowaé waru-
nek (iii) z definicji 1.9 nastepujaco: dla dowolnych sympleksow s € K;, s’ € K, tego samego typu ist-
nieje typowany izomorfizm K[s| ~ K[s'| (gdzie K oznacza rozwazany w definicji 1.9 system (K, f,,)).

8.1.2 Definicja i podstawowe wlasnosci

Definicja 8.6. Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryczng i x, € X. Pare (X, x,) nazwiemy
kompaktem Markowa z osobliwosciq, jesli X mozna przedstawi¢ jako granice odwrotng systemu K =
(Kn, fn)n>0, gdzie dla n > 0 w wieloscianie K, wyr6zniono wierzchotek x,,, a przy tym:

(i) system K spelnia warunki (i-ii) z definicji 1.9;

(ii) odwzorowania f, zachowuja wierzcholki wyr6znione, a zbudowana z nich ni¢ (z,),>0 € limK
>0 € I

odpowiada punktowi z, € X;

(iii) sympleksom w K niezawierajacym wierzchotka wyréznionego (ktore bedziemy nazywaé nieosobli-
wymi) mozna przypisa¢ skoriczenie wiele typow tak, by dla dowolnych symplekséw nieosobliwych
s € K;, s € K; majacych ten sam typ istniat typowany izomorfizm K|s| ~ K|s'].

Wtasnosé rozdrabniania dla kompaktu Markowa z osobliwo$cig rozumiemy tak, jak w definicji 1.10b.

Uwaga 8.7. Definicja 8.6 powstaje z definicji 1.9 poprzez wylaczenie spod typowania sympleksow
osobliwych. Intuicyjnie oznacza to rezygnacje z markowowskosci lokalnie wokot punktu osobliwego ., €
Xo. Intuicji tej nadamy sens topologiczny (przy zalozeniu wlasnosci rozdrabniania) w fakcie 8.9c.

Niech X bedzie kompaktem Markowa z osobliwoscia, wyznaczonym przez system K = (K, f,,) z punk-
tami wyr6znionymi xz,, € IK,.

Definicja 8.8. Czescig reqularng kompleksu K, (ozn. Reg(K,)) nazwiemy sume jego sympleksow
nieosobliwych.

W dalszej czesci rozdziatu 8.1 oznaczamy przez R,, podsystem K[Reg(K,)].

Fakt 8.9. Niech X bedzie kompaktem Markowa z osobliwo$ciq, wyznaczonym przez system K =
(Kn, fn)n>0 2 punktami wyréznionymi x, € K,. Wowczas:
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(a) Dia kazdego n > 0 podsystem R} jest zawarty w R, 41;
(b) Dla kazdego n > 0 podsystem R, jest (petnoprawnym) kompaktem Markowa;

(¢) Jesli X ma wlasnosé rozdrabniania, to granice systemdw R,, dla n > 0 (traktowane jako pod-
zbiory X ) dajg w sumie X \ {z.}.

Dowdd. (a) Poniewaz f,(z,11) =z, ¢ Reg(K,), przeciwobraz f, ' (Reg(K,)) nie zawiera wierzchotka
wyrbznionego x,.1, a wiec wszystkie jego sympleksy sa nieosobliwe, co oznacza, ze jest on zawarty
w Reg(Kni1). Wobec tego R}, = K[f, ' (Reg(K,))] jest zawarty w R,1 = K[Reg(K,+1)]-

(b) SprawdziliSmy przed chwila, ze dla dowolnego sympleksu nieosobliwego s € K, w przeciwobra-
zie f1(s) leza wylacznie sympleksy nieosobliwe, skad indukcyjnie wynika, ze R,, zawiera wylacznie
sympleksy nieosobliwe. Poniewaz wsrod takich symplekséw obowiazuje warunek (iii) z definicji 1.9,
system R,, zadaje kompakt Markowa.

(c) Ustalmy dowolne ¢ > 0. Niech 7, : X — K, oznacza kanoniczne rzutowanie dla systemu odwrotne-
go K. Wowcezas granicg systemu R, jest przeciwobraz 7,1 (Reg(K,)). Jesli wiec pewien punkt z € X
nie nalezy do sumy granic systeméw R, to dla kazdego n > 0 punkt 7,(z) musi leze¢ w pewnym
sympleksie osobliwym s,, € K,,. W szczeg6lnosci dla n > ¢ zachodzi

d(mi(z), z;) = d(f]'(ma(2)), fI(zn)) < diam f]'(s,) 730()’

gdzie ostatnia zbiezno$¢ wynika z wlasnosci rozdrabniania dla systemu K. Stad wnioskujemy, ze
mi(z) = x;, a wowcezas z dowolnosci ¢ > 0 wynika, ze © = x,, co nalezalo sprawdzic. m

8.1.3 Kompakty wstecznie regularne

Definicja 8.10. Przy oznaczeniach z rozdziatu 8.1.2 kompakt Markowa z osobliwos$cia X nazwiemy
wstecznie reqularnym, jesli istnieje homeomorfizm ¢ : X — X oraz typowane wlozenia ¢, : R, — R}
takie, ze dla kazdego n > 0 zachodza warunki:

o v, 1(R, 1) jest zawarty w RY;

n

e odwzorowanie graniczne lim ¢, : limR,, — lim R} jest zgodne z .
— — —

Lemat 8.11. Niech X bedzie wstecznie reqularnym kompaktem Markowa z osobliwosciq, z wtasnoscig
rozdrabniania, o strukturze zadanej przez system K. Wowczas, przy powyzszych oznaczeniach, prze-
strzen X \ {x.} mozna przedstawié jako granice odwrotng systemu R, otrzymanego jako granica prosta
(tj. przez zsumowanie na kazdym poziomie) ciggu wlozeri:

(8.1) Ry—~>—R; —2 >Ry — 2

Uwaga 8.12. Poniewaz zgodnie z uwagg 8.2 numerujemy w systemach odwrotnych poziomy od ze-
ra, powoduje to, ze system R budujemy poprzez utozsamienia sympleksow pochodzacych z réznych
poziomow wyjsciowego systemu K. Dokladniej, jesli oznaczymy R = (X, ¢n)n>0 0raz ©o = (©0.1)n>0s
to X, jest granicg prosta ciggu wtozen kompleksow

(f3) " (Reg(Ko)) — " (fo=") " (Reg(Ky)) —= (fo+?) " (Reg(Ko)) —~ ...,

za$ g, @ Xpe1 — X, jest zgodna suma odpowiednich obcieé postaci fn+k‘(fg+k+1 ) dla k£ > 0.

)~ (Reg(Ko
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Uwaga 8.13. Przypomnijmy, ze przy zatozeniach lematu 8.11 z faktu 8.9b wynika, ze system R,
jest zwyktym kompaktem Markowa. W takim razie lemat 8.11 wskazuje, ze systemy z osobliwo$cig
efektywnie réwniez powstaja (przy zalozeniu wilasnosci rozdrabniania oraz wstecznej regularnosci)
z polaczenia skoniczenie wielu rodzajow “cegietek budulcowych” — w znaczeniu co najmniej podobnym
do tego, w jakim uzyto tego okreslenia w [4], motywujac wprowadzenie samego pojecia kompaktu
Markowa. Pominiecie punktu x, w takim opisie nie wydaje si¢ za$ istotnym mankamentem, poniewaz
przestrzen X mozna odtworzy¢ z niego jako uzwarcenie jednopunktowe przestrzeni X \ {z.} = 1<i£1R.

Dowdd lematu §.11. Niech Rék oznacza k-krotna dekapitacje Ry. Niech Ry C X bedzie granica sys-
temu Ry (jest to zarazem granica Rﬂ;k dla dowolnego k& > 0). Poniewaz dowolna ni¢ w R pochodzi
z jednego z systemoéw w ciagu (8.1), za$ nici pochodzace z sasiednich systemow w tym ciggu utoz-
samiane sa przy pomocy wlozenia ¢y : Rg — Ry, ktore na mocy definicji 8.10 indukuje w granicy
obciecie <p’ Ro - Ry — Ry, granica odwrotna systemu R musi pokrywac sie z suma systemu wtozen

SD\RO @\RO <P|RO

(8.2) Ry Ry Rq

Poniewaz ¢ : X — X jest homeomorfizmem spetniajacym ¢(Ry) C Ry (co wywnioskowali$my powyzej
7 definicji 8.10), tatwo wywnioskowaé indukeyjnie, ze ciag podzbiorow ((p_"(Ro))mO jest wstepujacy.
Oznaczajac przez id naturalne wlozenia podzbioréw X, otrzymujemy przemienny diagram

®lRrgy ®lR

Ry Ry Ry

g .l

Ry 9o o (Ry) — 9> ¢ 2(Ry) —2

@‘RO

Wynika stad, ze

(8.3) limR = | J o "(Ro) € X.

n>0

Jednak z definicji 8.10 wynika, ze dla kazdego n > 1 zachodzi

(8.4) l}ian—l 2 h;nRrizi 1= hin‘zpn(Rn) = ‘P(hian)’

skad przez indukcje wynika, ze limR,, C ¢™"(Ry) dla dowolnego n > 0, a wiec suma (8.3) jest rowna
«—
przynajmniej sumie S = (J, -, lim R,,. Zauwazmy teraz, ze z faktu 8.9c mamy S = X \ {z.}. Z drugiej
>

strony, z (8.4) wynika rowniez, ze ¢, (S) C S, zatem x, musi by¢ punktem statym dla ¢,,, zatem z jego
nienalezenia do Ry wynika jego nienalezenie do sumy (8.3). Tym samym wykazalismy, ze suma ta jest
réwna zbiorowi X \ {x.}, co koniczy dowdd. O

8.2 Typ samopotomny

W calym rozdziale 8 zaktadamy, ze G jest skoriczenie generowana grupa hiperboliczna, zas (U,,) quasi-
G-niezmienniczym systemem pokry¢ G-przestrzeni X = 0G (rozpatrywanej z dzialaniem G przez
lewostronne przesuniecia). Przypomnijmy, ze przyktadem takiego systemu jest ciag (S, ), zdefiniowany
w rozdziale 3.3. Zaltozenie, ze X = 0G, zostanie wykorzystane w dowodzie faktu 8.17.

Oznaczmy U = |J,, U, oraz U = U, U,. Dla dowolnego U € U, liczbe n nazwiemy glebokoscig (albo
poziomem) zbioru U.
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Niech J oznacza staly skoku dla systemu U. Dla dowolnego U € U elementy V € U zawarte w U oraz
majace glebokos¢ wiekszag niz U o pewna wielokrotno$é J nazwiemy potomkams U; zbidr U bedziemy
z kolei w takiej sytuacji nazywaé przodkiem zbioru V.

Fakt 8.14. W rodzinie U istnieje typ T, taki, ze dowolny niepusty potomek U zbioru typu 7, posiada
potomka U’ typu 7,,.

Dowdd. Niech T oznacza zbior typow wystepujacych w u. Definiujemy w T relacje potomnosci:

(8.5a) T~ Ty & 1 =T lub 3y, vyeu typow n.m Uz jest potomkiem Uy

(8.5b) & 71 =7 lub Yy eu typu n usett typu » Uz jest potomkiem Us.

Rownowaznosé¢ powyzszych dwoch warunkow wynika z warunku (QI4c). Z definicji wynika, ze relacja
~ jest przechodnia. Niech 71 ~ 75 oznacza sytuacje 71 ~» T ~» Ty; wowczas ~ jest relacjg rownowaz-
nosci, zas relacja ~» przenosi sie w naturalny sposob na klasy abstrakcji wzgledem ~, poniewaz

LS B4 ! / ! /
jesli 1y~ 1o, T~ T, Ty~ To, to T~ Ty

Poniewaz [r1] ~ [1] ~» [r] implikuje [ri] = [r], relacja ~» na T/ ~ jest czesciowym porzadkiem
na zbiorze skoficzonym. Niech [7,,,] bedzie jego elementem maksymalnym (tj. bez nastepnikow wzgle-
dem ~~); wowczas typ 7, ma zadang wlasnosé. Istotnie, jesli Uy jest dowolnym zbiorem typu 7,,, to
dla dowolnego potomka U zbioru Uy mamy z (8.5a) 7,,, ~ T(U), co na mocy maksymalnosci [7,,,] daje
(7] = [T(U)], a wiec tez T(U) ~ 7,,,. Wobec tego z (8.5b) wynika, ze U posiada potomka U’ typu 7,,,
co nalezalo sprawdzic. O

Wnhiosek 8.15. Niech 7, oznacza typ otrzymany w fakeie 8.14. Wowczas istniejgl > 0 oraz Uy, U, € u
takie, ze

(8.6) U, SV, TWW)=TWUy) =7m, lyl=lz[+1  J|L

Dowdd. Wybierzmy dowolnie x € G tak, by T(U,) = 7,,. Niech p bedzie dowolnym elementem U,;
wowczas U, zawiera kule w X o srodku w p i pewnym promieniu €. Na mocy wtasnosci (QI1) istnieje
k > |z| takie, ze J | k — |z| oraz maxyey, diam U < 5. Poniewaz U, jest pokryciem X, istnieje U € Uy
zawierajace p. Mamy wowczas

U C B(p,diamU) C B(p,£) C U,.

Z wlasnosci typu 7, wynika, ze U posiada z kolei potomka U, bedacego réwniez typu 7,,. Wowczas y
spelnia zadane wlasnosci. O

Fakt 8.16. Niech I oznacza zbior liczb naturalnych | > 0, dla ktorych istniejqg Uy, U, € u takie, ze

Uz, Uy, 1 spetniajg warunki (8.6). Oznaczmy przez d najwickszy wspdlny dzielnik wszystkich elemen-
tow L. Wowczas:

(a) Jeslil € L, to dla kazdego U, € U typu 1, istnieje U, € U takie, ze U,, Uy, 1 spetniajg (8.6);
(b) Zbior L jest niepusty i addytywny (tzn. jesli ly,lo € L, to l; + 13 € L);

(¢) Zbior L zawiera wszystkie odpowiednio duze wielokrotnosci d.
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Dowdd. (a) Niech U, € U bedzie typu 7,,, i niech [ € L, co oznacza, ze [ wraz z pewnymi U/, U,
spelnia (8.6). Wowezas przyjmujac g = z2'~ z wlasnosci (QI4c) otrzymujemy:

Uy =9-Uy Cg-Up=Us, T(g))=TQ)=7m, |gy|=lz|+1,

co oznacza, ze zbiory U,, U, wraz z liczbg [ spelniaja warunki (8.6).

(b) Niepustos¢ zbioru L wynika z wniosku 8.15, zas jego addytywnosé z punktu (a). Istotnie, jesli
zbiory U,, U, wraz z liczba [y > J spelniaja (8.6), a ponadto l; € L, to na mocy punktu (a) istnieje
U, takie, ze

U,CU,CU,, TU) =", 12| = |yl + 1y = |z| + 11 + 1.

(c) Niech L = {ly,ls,...} i niech d,, = NWD(ly,...,l,). Poniewaz d,, jest nierosnacym ciagiem liczb
naturalnych, musi sie stabilizowaé, zatem dla pewnego n zachodzi d,, = d. Wobec tego dla pewnych
ai,...,a, € 7 zachodzi

arly + ...+ ayl, =d.

Zwiekszajac kazde a; o pewna wielokrotnos¢ [y, mozemy uzyska¢ nowe wspotczynniki af,...,a), € N
takie, ze
atlh+...+dal, = d (modl).

Oznaczmy powyzsza liczbe przez S. Wowcezas S € L, a ponadto tatwo sprawdzi¢, ze dowolna odpo-
wiednio duza wielokrotnoéé d jest postaci aS + bl dla pewnych a,b € N, zatem tez nalezy do L. [

8.3 Polniezmiennicza filtracja A,

8.3.1 Konstrukcja

Niech 7,,,, L oraz d = NW D(L) oznaczaja to samo, co w rozdziale 8.2. Niech x € G bedzie dowolnym
elementem takim, ze U, € U jest typu 7,,. Na mocy faktu 8.16 istnieje y € G takie, ze

(8.7a) U, C U, T(U,) =T(U,) = Ty, ly| = |z| + L,

przy czym mozemy zalozy¢, ze liczba L przekracza stala skoku dla systemu (U,,), a takze staly Lo
uzyskang dla tego systemu w lemacie 3.21. Oznaczmy

(8.7b) g=yz xr, =g"x, A, =g"-U,, B,=X\A4, (dla n € Z).

Poniewaz T(U,) = T(U,), z wlasnosci (Ql4a) mamy A; = g - U, = U,. Stad 4y 2 A; i wobec tego,
dziatajac elementem ¢", otrzymujemy

(8.7¢) An D A dlan € Z.
Co wiecej, stosujac (Ql4c) dla zbioréw U, D U, oraz kolejnych Uyn,, otrzymujemy indukcyjnie, ze:
(8.7d) A, = Ugng, T(g"x) = T, lg"x| = |z| + nL dlan > 0.

Zauwazmy, ze dla ustalonego D € N zastepujac z, y przez elementy ¢g”z, ¢g”y mozemy uzyskaé
przesuniecie numeracji zbiorow A, i B,: wlasnosci (8.7) wowczas zachowuja sie, a ponadto (8.7d)
wzmacnia sie do postaci

(8.7¢) A, = Ugng, T(g"x) = T, \g"x| = |z| + nL dlan > —D.

Dla wygody w dalszej czedci rozwazan przyjmiemy, ze D jest stala réwna przynajmniej 2.
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8.3.2 'Wlasnoéci topologiczne

Poniewaz glebokosci zbiorow A, rosna, z (QI1) mamy diam A, — 0. Wynika stad, Ze przecigcie
Moo An = N~y An sklada sie z jednego punktu, ktory jest staly dla dziatania elementem g; oznaczy-
my ten punkt przez r..

Zauwazmy tez, ze A, 2 A, dla kazdego n € Z, poniewaz w przeciwnym razie dziatajac potegami g
otrzymalibysmy, ze A, = A, 41 dla kazdego n, co jest niemozliwe. W szczegolnosci |By| = oo.

Fakt 8.17. Rodzina (int B_,,),>0 stanowi baze otoczen pewnego punktu v_ € X.
Dowdd. 7 twierdzenia 5.2 w |7] wynika, ze istnieja a,b € X oraz podciag (g7 );en takie, ze
(8.8) dzialania elementami ¢g~"* zbiegaja do b niemal jednostajnie na zbiorze X \ {a}.

Przyjmujemy z_ ., := 0. Poniewaz zbidér int By ma przynajmniej dwa elementy, istnieje w nim element
p # a; wowczas mamy lim; ... ¢g~™ - p = T_,. Jednak skoro zbiory ¢g7" - int By = int B_,, tworza
ciag zstepujacy, punkt x_., musi naleze¢ do kazdego z nich. To oznacza, ze (int B_,),>¢ jest ciagiem
otoczen r_.,. W takim razie x_., # T, a poniewaz z,, jest punktem statym dla dziatania g, musi
zachodzié z., = a. Wobec tego a ¢ By, a wiec stosujac ponownie (8.8) otrzymujemy, ze diam B_,, — 0,
co dowodzi, ze ciag (int B_,),>0 stanowi baze otoczen x_... O

Definicja 8.18. Niech K > 01U € U,. Wowczas k-gwiazdg zbioru U nazwiemy sume U i wszystkich
jego sasiadoéw w odlegtosci co najwyzej k:

ste(U) = J{Uk | Uo, U1, ..\ Uk €Uy, Ug=U, Uiy NU; #0 dla 1 <i<k}.
Nie wymagamy przy tym, by zbiory Uy, ..., Uy byly parami r6zne. Zauwazmy, ze

diam sty (U) < (2k 4+ 1) - max diam U’.
U'el

Fakt 8.19. Dia dowolnego k € Z istnieje ny takie, ze dla n > n dowolny zbior U € U,, wraz ze swojq
2-gwiazdg zawiera sie w Ay lub w Byy.

Dowdd. Poniewaz { Ay, int By, 1} jest otwartym pokryciem X, wystarczy wzig¢ n tak duze, by $rednice
elementow U, nie przekraczaly £, gdzie € jest liczba Lebesgue’a tego pokrycia. O]
8.3.3 Przesuwalnos¢

Przypomnijmy, ze D > 2 jest stalg wprowadzona na uzytek warunku (8.7¢).

Definicja 8.20. Niech k£ > —D. Zbior U € U, nazwiemy k-wewnetrznym, jesli:
U+#0, U C A, n > |zo| + (k+ 1)L.

Rodzine zbiorow k-wewnetrznych w U, oznaczymy przez L{flk), za$ rodzine wszystkich zbiorow k-
wewnetrznych przez U®). Zauwazmy, ze U*) D U*2) dla ky < k.

Fakt 8.21. Niech k,l > —D. Wowczas jesli U € Z/{T(Lk), to g% U € Uﬂ(sz)p

Dowdd. Poniewaz zachodzi (8.7¢), wystarczy zastosowaé (QQl4c) dla zbiorow Ay O U oraz A,. O
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8.4 Przedluzanie regularnoéci z Ay na X

Okreslone przed chwilg zbiory A, dla n > —D wskazuja obszar, w ktérym — na mocy faktu 8.21 —
system pokry¢ (U,,) przejawia zachowanie niezmiennicze ze wzgledu na dodatnie potegi elementu g (pod
warunkiem zachowania odpowiednio duzej glebokosci, co ujeliSmy w pojeciu zbioru k-wewnetrznego).
Zgodnie z zapowiedzia z poczatku rozdziatu 8, zdefiniujemy teraz nowe pokrycia V), starajac sie:

e pozostawi¢ bez zmian czeS¢ zawarta w Ag (a Scislej: zbiory O-wewnetrzne);

e zastapi¢ zbiory potozone poza Ay przesunieciami zbioréw O-wewnetrznych o ujemne potegi g

(czym rozszerzymy obszar samopodobienistwa zwiazanego z dzialaniem g poza zbior A_p);
e wprowadzi¢ dodatkowy zbior specjalny w celu pokrycia punktu x_ .

Przy tym, aby zapewni¢ skoniczonos¢ kazdego z pokry¢ V), obszar samopodobieristwa bedziemy zwiek-
szaé stopniowo wraz z glebokoscia pokrycia: w V, umieScimy przesuniecia zbiorow z U jedynie
w granicach okreslonych przez zbiér A_,. Oznacza to, ze wykonalno$¢ przesuniecia o element g=™
bedzie wciaz ograniczona — dozwolone wartosci m beda lokalnie rosna¢ wraz z gltebokoscia pokrycia.

8.4.1 Definicja pokrycia V),

Okreslamy
(8.9) ny = max <{77k‘ —DSI{:SD}U{|$0|+(D+1)L}>,

gdzie n sa stalymi otrzymanymi z faktu 8.19. Przyjmujemy od tej pory, ze system pokry¢ (U),
rozpatrujemy wytacznie dla indekséw n > ngy. Powoduje to w szczegblnosci, ze dla kazdego U € U
mamy

(8.10) Uecu® — 0 +U C A dla —D<k<D.
Definicja 8.22. Dla dowolnego n > ng definiujemy
V=19 U |U €U, UC A} U{H,}
gdzie H, jest sumg wszystkich zbioréw nalezacych do rodziny
Ho=1{g" U |U €U, UL Ay}
Elementy V), rézne od H, bedziemy nazywaé zwyczajnyms.

Uwaga 8.23. Poniewaz przesuniecie zbioru wewnetrznego elementem ¢~ w zakresie dozwolonym

przez fakt 8.21 powoduje spadek glebokosci o warto§¢ nL, powyzsza definicje nalezy rozumieé tak,
ze pokrycie V, jest rozszerzeniem “czesci O-wewnetrznej” U,y (a nie Us,r). Obserwacje te uscislamy
ponizej w fakcie 8.24. Powiazanie V,, z U,,;, zamiast U,, jest doé¢ arbitralne i stuzy gtéwnie uproszczeniu
notacji; dzieki temu wlasnosé¢ gwiazdy bedzie mial caly system (V,), a nie jedynie podciag (V).

Mniej arbitralny jest dobor zbioru H,: wprawdzie dla samego zapewnienia, by V,, byto pokryciem X,
wystarczyloby wzia¢ np. H, = B,_1 (co wynika z faktu 8.25), jednak przyjete rozwiazanie ma te
zalete, ze pozwala zachowa¢ wymiary sympleksow w nerwach pokryé V,.

8.4.2 Wlasno$ci pomocnicze
Fakt 8.24. Dla dowolnego n > ny zachodzi

Vo 2 {g" U | Ueultsi™ ) k>0 2 u”.
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Dowdd. Niech k > 0, za$ U spelnia warunki z definicji sSrodkowego zbioru. Wowczas z faktu 8.21 mamy
g U=g"-(9""-U), przy czym g F U € U)oy
zatem z definicji ¢7% - U € V,, co dowodzi pierwszej z inkluzji. Drugg otrzymujemy, ktadac &k = 0. [

Fakt 8.25. Dla n > ngy zachodzi H,,1 C B_,, C H,.

Dowdd. 1. Niech V = ¢~ ). U € H,.1. Wowezas U € Ay, zatem z faktu 8.19 mamy U C By, a wiec
V C B_,. Z dowolnosci wyboru V' wynika, ze H,,1 C B_,

2. Poniewaz Us, 1, pokrywa X, zbior By zawiera sie w sumie rodziny W = {W € Uy, | W N By # 0}.
Jednak dla dowolnego W € W mamy

WNBy#0 = WZA = g " WEeH,,
awiec B, CUpyeng ™ W C H,. O

Fakt 8.26. Jeslin >ng, 0<d< D iU € U((;;_%))L, to g~ - U zawiera sie w pewnym elemencie V, 4.

Dowdd. Zauwazmy, ze zbior U’ = ¢g~" - U mozna przedstawié¢ nastepujaco:
—(n— _ _ -D
U'=g . (g U), przy czym g d~U€U((2n_)2d)L.

W takim razie jedli g=¢ - U C Ay, to U’ jest elementem zwyczajnym V,_4, natomiast w przeciwnym
razie U’ nalezy do H,_4 i wobec tego zawiera sie w H,,_. O

Fakt 8.27. Dla dowolnych n > ng, 0 < k <n oraz V€V, zachodzi co naymniej jedna z mozliwosci:

o VC DB 1

o VC Ay, aponadto V=g % U dla pewnego UEL{ (k)L

Dowdd. Jesli V = H,, to z faktu 8.25 mamy V C B_,,1 C B_p.;1.

Niech wiec V' € V,, bedzie zwyczajny; wybierzmy przedstawienie V' w postaci

V=g™U, gdzie m >0, Ueu?

(n+m)L

dla najmniejszej mozliwej wartosci m. (Z definicji 8.22 wynika, ze m < n). Rozwazmy dwa przypadki:

1 —-m — —m m k—m 0)

. Jesh.m <k, to V =9 U =g*. (¢-=™ . U), przy czym "™ .U € Z/I((n+k) - Ll(n+k,)L Stad
wynika natychmiast, ze V C A_y.

e W przeciwnym razie z minimalnosci m oraz nieréwnosci m > k > 0 wynika, ze zbior U’ = g~ 1-U

nie zawiera sie w Ag. Wobec tego z faktu 8.19 oraz nieréwnosci n + (m — 1)L > n > ny wynika,

ze U C B,astad V=g ™. U Cg™'1.B CB_,42C B_ji1. O
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8.4.3 'Wykonalno$é konstrukcji granicy odwrotnej

Lemat 8.28. Istnieje ny > ng takie, Ze cigg pokryé (Vy)n>n, spetnia zatozenia twierdzenia 5.2. Po-
nadto zachodzi sup,,s,, rankV,, < sup,,sqrank U,.

Dowdd. 7 definicji wynika, ze rodzina V), jest skoniczona oraz zawiera zbiory otwarte i niepuste (nie-
pustos¢ zbiorow H,, wynika z faktu 8.25). Jest tez pokryciem X, poniewaz z definicji mamy

Uv=U ¢ v=x

VEVn UGZ/N{Z'!LL

7 definicji wynika réwniez, ze jesli punkt p € X nalezy do przeciecia k parami roznych elementow V,,
to ¢" - p nalezy do przeciecia (co najmniej) k parami roznych elementow Us,;,. Wobec tego mamy
rank V,, < rankUs, ;. Tym samym sprawdzilismy warunki (i) i (ii) w tresci twierdzenia 3.2.

Aby sprawdzi¢ warunek (iii), wybierzmy dowolne € > 0. Wowczas na mocy faktu 8.17 istnieje n. takie,
ze diam B_,. < ¢. Dalej, z faktu 8.27 wynika, ze dowolny zbior V' € V,, musi zawierac¢ sie w B_,,_
lub mie¢ posta¢ g~ <tV . U dla pewnego U € Uin+n.+1)L- Dla dostatecznie duzych n oznacza to, ze
diam V < ¢, poniewaz ciag rodzin ({g=™*Y .U |U € U,,})m>0 ma wlasnosé¢ rozdrabniania, co wynika
poprzez uwage 1.11 stad, ze (U, )m>0 ma wlasnosé rozdrabniania oraz ze dzialanie elementem g~ (netD)
jest homeomorfizmem. Tym samym wykazalismy warunek (iii).

Pozostaje warunek (iv), czyli wlasnosé gwiazdy.

Niech n > 0, V5 € V, i niech Vi,..., Vi beda wszystkimi jego sasiadami w V,,. Rozwazamy dwa
przypadki:

1. Zalozmy, ze V; sa wszystkie zwyczajne, tj. dla 0 < ¢ < k mamy V; = ¢ - U,, gdzie U; € Z/IQ(SL)L.
Z wiasnosci gwiazdy dla ciggu pokry¢ (Unr)n>o0 wynika, ze istnieje zbior U’ € Uon—1yr zawierajacy
wszystkie U;; wobec tego zbiory V; zawieraja sie wszystkie w g~ - U'.

7 drugiej strony, poniewaz U; C Ay, mamy U’ ¢ By. Zatem na mocy faktu 8.19 mamy U’ C A_q,
a stad na mocy faktu 8.26 zbior ¢g=" - U’ zawiera sie w pewnym elemencie V, ;.

2. Pozostaje przypadek, gdy Vi, = H,, dla pewnego 0 < iy < k; wtedy dla i € {0,...,k} \ {ip} mamy
V=g " U, gdzie  U; e U

Wybierzmy dowolne i; € {0,...,k} \ {ip}. Wowczas musi istnie¢ 0 < j < k takie, ze V; przecina sie
niepusto zaréwno z V;,, jak z V;,; mozna przy tym wymagac, by j # ip. Wowczas mamy
0 # g (VinH,) = Uyn(¢"-H,) = Uin |J T,
Uetd, \ul®

zatem istnieje U € U, niezawarte w A i takie, ze U NU; # 0. Wowczas, korzystajac z faktu 8.19,
mamy
Ui1 C sty Uj C stoU C By = ‘/;1 - g_n'Bl = B—(n—1)~

Zatem cala gwiazda zbioru V zawiera si¢ w H,, U B_(,_1), czyli (na mocy faktu 8.25) w H,,_;. H

~

8.5 System odwrotny (K,)

Niech (K, f;) oraz (K,, f,) beda systemami odwrotnymi kompleksow otrzymanymi z twierdzenia 3.2
odpowiednio dla ciagow pokry¢ (V,,)n>n, 0raz (Unr)n>n,, gdzie ny oznacza stata z lematu 8.28. Ciagi
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te spelniaja zatozenia twierdzenia 3.2, co wynika w pierwszym przypadku z lematu 8.28, za§ w drugim
z wniosku 3.22 (poniewaz w (8.7a) wybraliémy odpowiednio duzg wartos¢ L). Co wiecej, z twierdze-
nia 4.1 wynika, ze system (K,, f,) zadaje kompakt Markowa z wtasnoscia rozdrabniania. W oparciu
o te wiedze sprawdzimy teraz, ze (}?n, ﬁ) zadaje kompakt Markowa z osobliwoscia, rowniez majacy
wlasnosé rozdrabniania.

8.5.1 Typy i przesuniecia sympleksow

Definicja 8.29. Sympleks 0 = [vy,,...,vy] € K,, nazwiemy 2wyczajnym, jesli zbiory V4,. .., Vi S8
wszystkie zwyczajne, oraz nadzwyczajnym w przeciwnym wypadku.

Definicja 8.30. Niech n > nq, k € Z. Sympleks w [? badz w K,, nazwiemy k-wewnetrznym, jesli jego
nosnik jest zawarty w Ay, a przy tym zachodzi nL > |xo|+ (k+ 1)L Zbior sympleksoéw k-wewnetrznych

70 (k)

w K, badz w K,, oznaczymy odpowiednio przez K, ' oraz Ky (k

Zauwazmy, ze:

e dla k > —D sympleksami wewnetrznymi w K, = N(U,.) sa dokladnie te, ktorych wszystkie
wierzchotki odpowiadaja zbiorom k-wewnetrznym w sensie definicji 8.20;

e dla k < D warunek dotyczacy glebokosci jest trywialny (na mocy (8.9)), zatem dla k-wewnetrznosci
wystarczy zawieranie no$nika w Ay;

e na mocy faktu 8.25 sympleksy k-wewnetrzne w systemie (K,,) sa zwyczajne.

Fakt 8.31. Jesli 5 € K, jest zwyczajny, to s € K

$G zwyczajne.

, a ponadto wszystkie sympleksy w ]?;_1(5') rowniez

Dowdd. Pierwsza czesé tezy wynika z definicji. Gdyby zas pewien sympleks o w fvfl(ﬂ nie byt zwyczaj-
ny, to z faktu 3.5 mielibysmy H,.; C suppo C supps C A_,,, co daje sprzecznosé¢ z faktem 8.25. [

Definicja 8.32. Dlam € Z oraz ¢ = [vy;,...,vy,] € K™ , definiujemy
g" 00 = [Ugmys, ..., Ugmy,] € K,Solm

Definicja ta jest poprawna, poniewaz dla 1 <17 < k zbior U; = g" - V; z definicji nalezy do LIQ(S/)L, a przy
tym z definicji 8. 3() i 8 20 Wynika ze jest on max(0, n — m)-wewnetrzny. Stad na mocy faktu 8.21
mamy g™ -V, = ¢ . U, € Ll . Ponadto zbiory g™ - V; maja oczywiscie niepuste przeciecie,

zatem ¢™ 0O o istotnie jest sympleksem w K,(hzm

Uwaga 8.33. Symbol 0 wprowadzamy dla unikniecia kolizji oznaczeni z operacja przesuniecia sym-
pleksu v - s okreslonag w definicji 4.4. Jest to tym istotniejsze, ze ponizej bedziemy réwnolegle uzywacé
przesunie¢ obu rodzajow. Wprawdzie sa one okreslone analogicznym wzorem, jednak wymagaja innych
zalozen (i co za tym idzie, maja inne wlasnosci).

Fakt 8.34. Niech my < my bedq catkowite oraz o € K™ Wéwezas
g 0T = g (g™ 0 7).

Dowdd. Wynika to tatwo z faktu 4.8, zawierania supp(¢™ o ) = g™ - suppo C Ay oraz réwnosci
typow elementéw bazowych xg, x,, dla zbiorow Ay, A,, (ktora stwierdzilismy w (8.7d)). O
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Fakt 8.35. Jeslin > ny, 0 < m < min(%, n—mny) oraz o € KS)), to istnieje o € I?T(L:Tn) takie, ze
groo=o.

Dowdd. Niech o = [vy,,...,vy,], gdzie U; € U dla 1 < i < k. Poniewa z zalozenia mamy m > 0
oraz max (m — (n—m), —D) < 0, z faktu 8.24 wynika, ze zbior V; = ¢~ - U; nalezy do V,,_,,. Przy
tym oczywiscie V; maja niepuste przeciecie oraz sa zawarte w A_,,, zatem sympleks ¢ = [vy,, ..., vy, ]
istnieje 1 lezy w [?f:fn). (Przy tym mamy n —m > ny). Rownos¢ ¢™ 0 0 = o jest oczywista. O]

Definicja 8.36. Dla dowolnego sympleksu zwyczajnego o € K, definiujemy jego typ wzorem
T(c)=T(¢"oo) dla dowolnego m takiego, ze & € K™,

7 faktu 8.34 wynika, ze wynik nie zalezy od wyboru m.

8.5.2 Dowdd wlasnosci Markowa (z osobliwoscia)

Lemat 8.37. Niech s = [vy,,...,vy] € K, bedzie zwyczajny @ niech s = g" 0's € Ky,. Wowczas dla
kazdego k > 0 odwzorowanie ji : (f7F)1(3) — (f27+*)=1(5s), okreslone wzorem

~ n ~

Je(0) =g¢" oo,

jest poprawnie okreslone, zas wszystkie 75 tworzq razem typowany izomorfizm K[ﬂ ~ K]s].

Dowdd. 7 faktow 8.311 3.5 wynika, ze wszystkie sympleksy w rozwazanych podkompleksach (7?““)‘1(3)
sa zwyczajne i maja nosniki zawarte w A_,, a wiec sa (—n)-wewnetrzne. Z definicji 8.32 wynika zatem,
ze warto$ci odwzorowania ji sa sympleksami w Ko, k. Przy tym jp w oczywisty sposob zachowuje
zawierania pomiedzy sympleksami (w szczegélnosci: zawierania wierzchotkow w sympleksach), a na
mocy definicji 8.36 réwniez ich typy.

W takim razie do sprawdzenia pozostaje, ze ji przyjmuje wartogci w (f2*)~1(s), ze jest izomorfi-

zmem, oraz ze nastepujacy diagram jest przemienny:

(811) s~ F(3) (k)1 (3) =Tt (b )1 (3)
l fon a1 n+k\—1 fontk n+k+1y—1
s~ () (f2rH) =1 () <22 (f2mHR )1 ()

Zauwazmy, ze wystarczy sprawdzi¢ te wtasnosci jedynie dla pary jo, j1 oraz skrajnego lewego kwadratu
w tym diagramie, poniewaz dla dalszych obiektéw wynikng one wtedy przez indukcje.

Rozwazmy wierzchotki
vy, € fn_l(g)a jl(UVo) = Vyy, gdZie UO = gn . ‘/0

Naszym celem jest wykazanie, ze f,(vy,) nalezy do s i pokrywa sie z jo(fn(vvo)); z definicji odwzorowan
fn, fn wynika, ze dla obu tych celow wystarczy wykazaé¢ rownosé zbioroéw

(8.12) {U|U€lpnr, UgCU} = {g"-V|VEV, \LhCV}
Zawieranie (D) jest oczywiste. W druga strone, jesli U € Us,; zawiera Uy, to V = g™ - U zawiera

Vo; pozostaje sprawdzi¢, czy V € V,. Jesli U C Aq, to jest tak z definicji. W przeciwnym razie
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mamy V € H,, co oznacza, ze Vo C V C H,,, zatem fn(vvo) lezy w barycentrum pewnego sympleksu
nadzwyczajnego, co przeczy zatozeniu, ze punkt ten nalezy do s.

Wykazalismy wiec rownosé (8.12), skad wynika rownoczesnie, ze j; jest poprawnie okreslone oraz ze
skrajny lewy kwadrat w (8.11) jest przemienny. Pozostaje sprawdzi¢, ze jj jest izomorfizmem dla
k = 0,1. Poniewaz przyporzadkowanie vy +— vgn.py jest z pewnoScig réoznowartosciowe, wystarczy
udowodnié¢ surjektywnos¢ jr na poziomie sympleksow.

Niech 0 = [vy,, ..., vy, ] € (f2)~1(s). Dla 1 < i < m mamy U; € L?(gnJrk)L; ponadto z faktu 3.5

Ui C suppo C supps = supp(g"0s) = ¢"-supps C ¢g"- A, = Ao
Okres$lamy V; = g™ - U;; wowczas z definicji mamy

U e = 4 Ueugmu = Vi=g "™ . (¢"-U) € Vs

(2n+k)L
Przy tym zbiory V; maja niepuste przeciecie, wiec 0 = [vy,,..., vy, | jest sympleksem w Koin. Co
wiecej, z powyzszych rachunkéw wynika, ze suppo C A, (a wiec 7 jest (—n)-wewnetrzny) oraz
g" 07 = 0. Pozostaje wiec jedynie sprawdzi¢, ze ¢ nalezy do dziedziny ji, czyli ze o € (f7+*)=1(3).

Niech ¥ € K, bedzie dowolnym sympleksem zawierajacym f””“ (0). Wowczas stosujac wykazang juz
czesé lematu (a w szczegdlnosci przemiennosé diagramu (8.11)) dla §, otrzymujemy w szczegolnosei:

g 0 @) = ftet0E) = fithe) € s = ' 0%
7 roznowarto$ciowosci przesuwania wierzchotkéw o ¢ mamy f”*k( ) C 5, co konezy dowod. O]

Whiosek 8.38. System (lN(n, ﬁb)an zadaje na przestrzeni X strukture kompaktu Markowa z osobli-
wosciq w punkcie r_

Dowadd. Dla kazdego n > n; jako wyrdzniony wierzchotek w kompleksie K, wybileramy vy, ; wowczas
sympleksy nieosobliwe pokrywaja sie ze zwyczajnymi. Poniewaz z faktu 8.17 mamy x_., € B_,,
jedynym elementem V), zawierajacym x_., jest H,. Na mocy twierdzenia 3.2 oznacza to, ze punkt
T_o € X odpowiada nici wierzchotkéw wyréznionych (vg, )n>o-

Poniewaz na mocy lematu 8.28 pokrycia V,, maja wspolnie ograniczony rzad, kompleksy K, maja
wspolnie ograniczony wymiar; pozostale wlasnosci sformutowane w punktach (i-ii) definicji 1.9 wyni-
kaja wprost z twierdzenia 3.2, z ktorego otrzymalismy system (K,).

Przyjmujemy typy symplekséw nieosobliwych wg definicji 8.36. Niech s € K,i5 € Ky beda sym-
pleksami zwyczajnymi tego samego typu 7. Na mocy lematu 8.37 istnieja sympleksy s=g"0s € Ky,
s = ¢" 0§ € Ky, majace rowniez typ 7 oraz typowane izomorfizmy podsystemow: K[s'] ~ K|[s]
i K[@] ~ K]s|. Poniewaz (K,, f,) zadaje kompakt Markowa, stosujemy dla sympleksow s, s’ wha-
snosé (iii) w definicji 1.9, otrzymujac typowany izomorfizm Kls] ~ K][s'|. Laczac trzy otrzymane
izomorfizmy, otrzymujemy K[3'] ~ K[3], co nalezalo sprawdzi¢. O

8.5.3 Wsteczna regularno$é

Fakt 8.39. Struktura kompaktu Markowa z osobliwoscig zadana przez system ([?n, fn)nznl jest wstecz-
nie reqularna.
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Dowdd. Jako homeomorfizm ¢ : X — X obieramy dzialanie elementem ¢?. Odwzorowania ¢, : R,, —
R} rowniez beda intuicyjnie przesunieciami o g2, jednak $cista definicja jest nieco bardziej zlozona.

Niech n > n; oraz o lezacy w systemie R,,. Wéwczas z definicji o zawiera si¢ w (ﬁ”)_l(@ dla pewnego
m > n oraz 5 € Reg(K,). Wowczas z faktu 8.31 wynika (—n)-wewnetrznos¢ sympleksu 5, a wobec
faktu 3.5 i nieréwnosci m > n réwniez sympleksu 0. Wobec tego zachodzi ¢" 0o € K,SS)M. Poniewaz
m > n > ni, na mocy faktu 8.35 zachodzi

"0 =g¢"*00c dla pewnego o' € I?fnﬁ;””.

Przy tym ¢’ jest wyznaczone jednoznacznie, poniewaz przesuwanie sympleksow jest roznowartosciowe.
Okreslamy

Aby sprawdzi¢, ze ¢, jest typowanym izomorfizmem, wybierzmy dowolny sympleks s € Reg(K,);
wowczas stosujac dwukrotnie lemat 8.37 (dla s oraz ¢, (S)) otrzymujemy, ze typowanym izomorfizmem
jest obciecie ¢,, do podsystemu K[s]. Zatem lacznie jest nim cate p,,.

Sprawdzmy, ze dla kazdego k > n; odwzorowanie graniczne wyznaczone przez @y jest zgodne z .
Niech (p,)n>r bedzie dowolna nicia w systemie Ry, wyznaczajaca punkt p € X, i niech s, bedzie
pewnym sympleksem w [?n zawierajacym p,. Wowczas z definicji oraz faktu 3.6 mamy p € 7, ! C
7, 1(3,) C supp 5, jednak z wlasnosci rozdrabniania dla systemu (V,,) wynika, ze przy n — co mamy
diam supp s,, — 0, zatem p jest jedynym punktem przeciecia zbior6w supp s,. Niech teraz s/, = i (s);

wowczas z definicji tatwo wynika, ze supp 5/, = g2 - supp s,,. Wobec tego mamy

. - o 2 T — 2,
(@@k)(p) = (¢k(pn))n=k € [|supps, = g Oksuppsn {9 - p},

n=k
co zapewnia, ze odwzorowanie graniczne lim ¢, dziala zgodnie z .
P

Pozostaje sprawdzi¢ warunek ¢, 1 (R, 1) € R¥ dla n > 0. Poniewaz wiemy juz, ze ¢, 1 jest izomor-
fizmem, wystarczy sprawdzi¢ go na najwyzszym poziomie, to znaczy:

(8.13) i1 (Reg(Knin)) € (f3*%) 7! (Reg(Ky)).

Niech 5 € Reg(K,41). Wowcezas z faktu 8.31 mamy supps C A_(,41), wobec czego supp ¢, (5) C
9% A_(nt1) = A_(n—1). Gdyby sympleks ¢,,(3) nie nalezal do o)~ (Reg(K,)), jego obraz przy frt?
rzawieralby sie w pewnym sympleksie nadzwyczajnym w K, a zatem na mocy faktu 3.5 jego nosnik

zawieratby sie w gwiezdzie zbioru H, € V,, ktéra na mocy dowodu lematu 8.28 zawiera sie¢ z kolei
w B_(,—1). Otrzymujemy wigc sprzecznos¢, ktora konczy dowod. O]

8.6 Wlasnosci samopodobienstwa

Niech ([?n, ﬁl) bedzie systemem odwrotnym okreslonym w poprzednich podrozdziatach. Intuicyjnie,
naszym celem jest wykazanie gestosci pewnego typu sympleksu w tym systemie.

Oznaczmy przez 7, : X — K, naturalne rzutowanie zwiazane z systemem (K,).
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8.6.1 Podobienstwo miedzy malymi i duzymi podkompleksami

Lemat 8.40. Niech Ey, Ey bedq dowolnymi niepustymi podzbiorami otwartymi X, przy czym . € Ey.
Wowczas istniejg my, mg > 0 oraz podkompleksy Q1 C K,p,,, Q2 C K,,, takie, Ze:

(8.14) Q) DX\ E, 7 Q) CE,  K[Qi ~K[Q,

gdzie >~ oznacza typowany izomorfizm systemow odwrotnych. Co wiecej, rozwazany izomorfizm IN{[Ql] ~

K[QQ] jest zadany przez przesuniecie wszystkich wierzchotkow w kompleksach o ustalony element v € G
(tzn. przeprowadza wierzchotek postaci vy na v..y ).

Uwaga 8.41. Zwracamy uwagg na uzycie przeciwnych inkluzji w pierwszych dwoch czesciach wa-
runku (8.14). Oznacza to intuicyjnie, ze “dowolnie mata” cze§¢ kompaktu lim K, jest podobna do
H

“dowolnie duzej” (pod warunkiem ominiecia punktu osobliwego).

Dowdd. 1. Poniewaz E jest otwarty, z faktu 8.17 wynika, ze dla pewnego m; > n; zachodzi B_(;,, —9) C

E,. Okreslamy (), jako podkompleks ztozony ze wszystkich sympleksow zwyczajuych w K,,,. Wowczas
na mocy faktow 3.6 i 8.25 mamy

- S a—— )
T (Q1) 2 X\ Tt (K, \ Q1) 2 X\ U supps 2 X\ Hpo1 2 A(m—2) 2 X\ Ey,

5€Km,
nadzwyczajny
przy czym zawieranie oznaczone gwiazdka wynika stad, ze nosnik dowolnego sympleksu nadzwyczajne-
go w K, z definicji zawiera sie w gwiezdzie zbioru H,,, w pokryciu V,,,, ktora (jak wynika z dowodu
lematu 8.28) zawiera sie w H,,, 1.

Poniewaz wszystkie sympleksy w Q)1 sa zwyczajne, stosujac do nich zbiorczo lemat 8.37 otrzymujemy
K[Q:1] ~ K[Q], gdzie @ jest pewnym podkompleksem w Ko, , zadany wzorem [(S) = ¢™ O §
dla dowolnego s € Q1. Przy tym skoro na mocy faktu 8.31 wszystkie sympleksy w @ sa (—my)-
wewnetrzne, to wszystkie sympleksy w () musza by¢ 0-wewnetrzne.

2. Aby okredli¢ podkompleks (), przypomnijmy najpierw wybrane oznaczenia z rozdzialu 8.3 i ich
wtasnosci:

Ay =U,, T(x)=7m, d=NWD{L), d|L.

Skorzystamy tez z faktu, ze ny > |xo| + L (o co zadbalismy w rozdziale 8.4), za$ L przekracza stala
skoku J systemu (U,) (na mocy (8.7a)).

Poniewaz ciag (Vn)n>n, Mma wlasnosé rozdrabniania, dla pewnego b > n; istnieje zbior V' € V), zawarty
w Fs; co wiecej, mozemy zalozy¢, ze V # H,. Wowczas z definicji V,, a nastepnie z faktu 8.14 wynika,
ze istnieja x,y € G oraz [ > 0 takie, ze

V=g"U, U el U, CU, U,eUl).,, T(y)=rm

Skoro U, C Ay = U,, oraz T(U,) = T(U,,) = T, liczba 2bL + | — |zo| nalezy do L, a wiec jest
wielokrotnoscia d. Zatem d jest dzielnikiem zaréwno L, jak tez [ — |xo|. Wobec tego na mocy faktu 8.16
zbior L zawiera element postaci cL + |zo| — [ dla pewnego ¢ > 0, a wiec istnieje z € G, dla ktorego

U.CU,Cg" B, U. €Uy, oriy  T(2) =T

W dalszej czesci dowodu sprawdzimy, ze kompleks () mozna przy pomocy elementu z przesungé “do
wewnatrz” zbioru ¢°- B, a nastepnie (przy pomocy operacji odwrotnej do 0) “do wewnatrz” samego E.
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3. Niech s bedzie dowolnym sympleksem w Q). Poniewaz T'(z) = T'(xq) oraz U,, = Ay 2 supp s (przy
czym roznica glebokosci miedzy s a U, wynosi 2myL — |xo| > J), z faktu 4.8 wynika, ze

/oL —1 ] —
s' = zxy 50 € NUomi2v+er) = Komit2vte-

(W szczegolnosci dowiadujemy sie, ze takie przesuniecie istnieje). Przy tym mamy oczywiscie
supps’ = zay'-supps C U, C U,, TA(s") = T?(s).

Stosujac lemat 4.10 zbiorczo dla wszystkich s (oraz indukcyjnie dla ich przeciwobrazow przy odwzoro-
waniach f5n " dla k > 0), otrzymujemy K[Q] ~ K[Q'] dla pewnego podkompleksu Q" C Ko, 4opc-
Poniewaz U, C Ay, wszystkie sympleksy w Q" maja nosniki zawarte w Ay, a wiec sa 0-wewnetrzne.

4. Niech teraz s’ bedzie dowolnym sympleksem w Q'. Poniewaz m; > ni, mamy w > b,

a wiec na mocy faktu 8.35 zachodzi s’ = ¢® 0 5 dla pewnego 5 € K2m1+b+c Ponadto tym z faktu 3.6
maiy

(8.15) Tom wpie(8) C supps = g"-supps’ C ¢ " U, =V C Es.
Stosujac zbiorczo lemat 8.37 dla wszystkich s, otrzymujemy E([Q’] ~ K[@’] dla pewnego podkom-
pleksu Q' C Ko, 1pre. Przy tym z (8.15) wynika, ze %;nlzﬁb%(@’) C Es.

5. Przyjmujac Qo = é/ oraz mo = 2my + b+ ¢, mamy z poprzednich punktow
K[Q1] ~ K[Q] ~ K[Q'] ~ K[Qa].

przy czym przed chwily sprawdzilismy, ze 7,1(Q2) C E,. Zauwazmy tez, ze kazdy z powyzszych
trzech izomorfizméw zostatl w istocie zdefiniowany poprzez przesuwanie wierzchotkéw w kompleksach
(cislej: odpowiadajacych im zbioréw z rodzin U tudziez V) o ustalony element grupy G, zatem te
sama wlasno$¢ musi mie¢ ich ztozenie. To konczy dowdd. 0

8.6.2 Geste typy sympleksow

Definicja 8.42. Niech s; bedzie sympleksem w [?m , przy czym m; > ny dla i > 0 oraz m; — oo przy
i — oo. Powiemy, ze ciag (5;) jest zbiezny do p € X, jesli dla pewnych p; € 7, (5;) zachodzi p; — p.

Jesli rodzina sympleksow ¥ C | J K, zawiera ciag zbiezny do p, powiemy, ze p jest punktem skupienia 3.
Uwaga 8.43. W powyzszej definicji wyrazenie “pewnych p,” mozna réwnowaznie zastapi¢ przez “kaz-
dych p;”; procz tego warunek p; € %;1} (3;) mozna rownowaznie zastapic¢ przez p; € supps;. Oba te
spostrzezenia (dajace lacznie cztery rownowazne wersje definicji 8.42) wynikaja stad, ze z faktu 3.6
oraz wlasnosci rozdrabniania dla systemu (V,) mamy diam7,!(5;) < diamsupps; — 0 przy i — oo.

Fakt 8.44. Jesli Q) jest podkompleksem w K, to punkty skupienia sympleksow z ﬁ[@] nalezq do 7, 1(Q).
Dowdd. Niech 3; bedzie sympleksem w (f™)~1(Q) i niech p bedzie granica ciagu punktow p; € T (51)-
Woéwezas domkniety zbior 7,1 (Q) zawiera wszystkie punkty p;, zatem zawiera roéwniez p. O

Definicja 8.45. Typ sympleksu 7 nazwiemy zwyczajnym, jesli rodzina wszystkich sympleksow typu 7
w systemie K ma punkt skupienia rézny od x,.

Uwaga 8.46. Poniewaz liczba typow jest skoriczona, kazdy element X jest punktem skupienia dla
sympleksow pewnego typu 7. Wynika stad w szczegoblnosci, ze istnieja typy zwyczajne.
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Lemat 8.47. Dla dowolnego zwyczajnego typu T sympleksy typu 7 sq geste w X (to znaczy: dowolny
punkt p € X jest punktem skupienia rodziny wszystkich sympleksow typu 7 w K).

Dowdd. Niech T bedzie typem zwyczajnym i niech sympleksy s; € ]N(ki zbiegaja do punktu p € X \{z.}.
Oznaczmy d(p, v,) = € oraz ) = B(x,, 5) € X. Wowczas

(8.16) T G)NE =0 dla dostatecznie duzych 7.

Niech E5 bedzie dowolnym niepustym podzbiorem otwartym X i niech I : R[Ql] — K[Qz] bedzie ty-
powanym izomorfizmem otrzymanym z lematu 8.40 dla zbioréw Ey, Es, przy czym ); C Kj,. Wowcezas
z (8.16) wynika, ze dla i wiekszych od pewnego iy zachodzi

SCm(X\E)C (M) (@) = F5eKQ)

Niech v € G bedzie elementem takim, ze I(vy) = v,.p dla dowolnego vy € IN{[Ql], i niech p; € supp s;
bedzie pewnym ciaggiem zbieznym do p. Woéwczas dla ¢ > 7o mamy

suppI(5;)) > v-pi — VD,

co na mocy uwagi 8.43 zapewnia, ze sympleksy /(s;) sa zbiezne do pewnego punktu (réwnego v-p, lecz
nie jest to istotne), ktory musi naleze¢ do 7,,!(Q2) € E» na mocy faktu 8.44. Poniewaz I jest izomor-
fizmem typowanym, wynika stad, ze Fy zawiera punkt skupienia sympleksow typu 7. Z dowolnosci Ey
wynika, ze zbior wszystkich takich punktéow skupienia jest gesty w X.

Dla ukoriczenia dowodu pozostaje przeprowadzi¢ proste rozumowanie przekatniowe. Niech p € X
bedzie granica ciagu punktow (p;);>o0, z ktorych kazdy jest granica ciagu punktow p,,; € %’;L;i (55.4)
przy i — oo, gdzie 5;; jest sympleksem w K, .. Wowczas dla dowolnego j istnieje i; takie, ze row-
noczesnie zachodzi d(p;,p;;) < % oraz m;; > j, a wtedy ciagg sympleksow (s;;,);>0 zbiega do p,
o czym $wiadezg odpowiednie punkty p; ;.. Oznacza to, ze zbiér punktow skupienia dowolnej rodziny
sympleksow jest domkniety w X, co konczy dowdd. O]
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