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Opis osiagnieé

Gléwna, dziedzina mojej pracy naukowej, ktorej dotyczyt w szczegdinosci méj doktorat
i habilitacja, jest geometryczna teoria grup.

Geometryczna teoria grup zajmuje sie badaniem (najczesciej dyskretnych i nieskon-
czonych) grup z punktu widzenia geometrii, badz to traktujac je jak obiekty geome-
tryczne, badZz biorac pod uwage ich dzialanie jako grup symetrii (izometrii, automor-
fizméw) pewnych przestrzeni. Dziedzina ta znajduje sie na styku kombinatorycznej teorii
grup, geometrii riemannowskiej, topologii geometrycznej i innych dzialéw matematyki,
czerpiac z nich problematyke i motywacje. Intensywne badania w ostatnich kilkunastu
latach inspirowane byly w duzej mierze przelomowymi pracami M. Gromova. Dotycza
one m.in. badania geometrycznych wlasnosci rozmaitych klas grup, konstruowania geom-
etrycznych niezmiennikéw, rozstrzygania istnienia oraz klasyfikowania grup o okreslonych
geometrycznych wlasnosciach. Dziedzina jest ciagle dos¢ mloda, wiec wiele podstawowych
pytan pozostaje otwartymi.

Moje badania w tej dziedzinie dotycza zwlaszcza grup dzialajacych na kombina-
torycznych kompleksach (symplicjalnych, kostkowych, wielosciennych, budynkach Titsa,
itp.), szczegdlnie w obecnosci zatozenia o niedodatniej krzywiznie kompleksu. W okresie
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po habilitacji badania te koncentruja, sie na geometrycznych wtasnosciach grup w wymi-
arze (asymptotycznym lub kohomologicznym) powyzej 2, w szczegdlnosci na wyréznione;
przeze mnie (wspélnie z T. Januszkiewiczem) klasie grup zwiazanych z pojeciem niedodat-
niej krzywizny symplicjalnej - tzw. grup systolicznych.

W ponizszym opisie numeracja moich prac, od [1] do [7], jest zgodna z zalaczonym
powyzej spisem. Pozostale wymienione prace oznaczone sa symbolami literowymi i nie
sa, jeszcze opublikowane, badz sa to prace innych autoréow - ich spis jest zamieszczony na
konicu autoreferatu.

A. Teoria krzywizny symplicjalnej, konstrukcje grup zwiazanych z tym poje-
ciem oraz ich podstawowe wlasnosci.

We wspdlnej z T. Januszkiewiczem bardzo obszernej pracy [1] wprowadziliémy do ge-
ometrycznej teorii grup nowe pojecie krzywizny symplicjalnej. Pojecie to dotyczy natural-
nych kombinatorycznych warunkéw zwanych k-systolicznosciq (gdzie k > 6 jest catkowitym
parametrem, zas podstawowe znaczenie ma przypadek k = 6). Sa one odpowiednikami
warunkéw ograniczajacych krzywizne od géry (a wiec warunkéw typu niedodatniej badz
ujemnej krzywizny). Warunki te dotycza komplekséw dowolnego wymiaru, zas w wymi-
arze 2 pokrywaja, sie z niedodatnia, (dla k¥ = 6) badz z ujemna (dla & > 7) krzywizna.
W wyzszych wymiarach warunki te nie maja tak bezposredniego zwiazku z krzywizna
metryczna, i raczej stanowia, pewien niezalezny, czysto kombinatoryczny fenomen o kon-
sekwencjach zblizonych do metrycznej niedodatniej badz ujemnej krzywizny. Wraz z
podanymi przez nas konstrukcjami, pojecie to daje nowa bogata rodzine przyktadéw
przestrzeni i grup, i pozwolitlo rozwiazaé szereg otwartych probleméw w geometrycznej
teorii grup. Oto wyniki dotyczace podstawowych wlasnosci i konstrukeji grup i kompleksow
systolicznych.

W pracy [1] pokazaliémy ze kompleksy 6-systoliczne sa asferyczne, za$ 6-systoliczne
kompleksy grup sa rozwijalne (co pozwala stosowaé technike komplekséw grup do kon-
strukcji 6-systolicznych komplekséw). RozwineliSmy kombinatoryczna teorie wypuklosci
oraz geodezyjnych w kompleksach 6-systolicznych. Udowodnilismy ze 7-systoliczne kom-
pleksy sa hiperboliczne w sensie Gromova. Pokazaliémy, ze grupy automorfizméw kom-
plekséw 6-systolicznych sa biautomatyczne, co implikuje caly szereg ich wilasnosci ana-
logicznych do wlasnosci grup izometrii przestrzeni o niedodatniej krzywiznie. Wyniki te
pozwalaja na stosowanie krzywizny symplicjalnej jako narzedzia w geometrycznej teorii
grup nie mniej dogodnego niz klasyczna krzywizna metryczna.

Uogdlniajac techniki konstrukeyjne z pracy [14] opisaliémy w [1] sposoby konstruowa-
nia komplekséw k-systolicznych, dla dowolnego k£ > 6 i o dowolnie duzym wymiarze ko-
homologicznym, np. k-systolicznych pseudorozmaitosci symplicjalnych dowolnie duzego
wymiaru.

W tej samej pracy [1] zbadaliSmy zwiazek warunkéw k-systolicznosci z klasycznymi
metrycznymi warunkami krzywiznowymi. Pokazali$émy, ze dla dostatecznie duzych k niedo-
datnia badZ ujemna krzywizna metryczna jest konsekwencja k-systolicznosci. Wraz z meto-
dami konstrukcji wspomnianymi wyzej pozwolito to m. in. rozstrzygnaé¢ otwarty problem
istnienia ujemnie zakrzywionych zamknieetych pseudorozmaitosci symplicjalnych dowolnie
duzego wymiaru zbudowanych z jednakowych regularnych hiperbolicznych sympleksow.
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W pracy [2] opisalem nowa metode dowodzenia wlasnosci biautomatycznosci, dla
grup automorfizméw kombinatorycznych komplekséow. Biautomatycznosé, to pewna wlas-
nos¢ typu algorytmicznego, majaca wiele geometrycznych konsekwencji, intensywnie bada-
na od czasu wprowadzenia jej w obszar geometrycznej teorii grup, na poczatku lat 90-
tych, gléwnie przez W. Thurstona. Wprowadzona przeze mnie metoda jest szczegdlnie
wartosciowa w odniesieniu do grup dzialajacych z nietrywialnymi stabilizatorami, gdyz
wczesniej znane techniki czesto nie radzily sobie z tym przypadkiem. Metoda pozwolila
wywnioskowaé biautomatycznosé dla szerokiej klasy grup dzialajacych geometrycznie na:
kompleksach kostkowych, budynkach Titsa, a takze na symplicjalnych komplekasach 6-
systolicznych oméwionych powyzej, w dowolnych wymiarach.

We wspélnej z F. Haglundem pracy [4] udowodniliémy wlasnosé separowalnosci dla
quasi-wypuklych podgrup w duzej naturalnej klasie grup automorfizméw komplekséw
7-systolicznych. Wtasnos¢ ta, hipotetycznie speliana przez wszystkie grupy hiperbol-
iczne, zostatla dotad wyprowadzona tylko dla niewielu raczej specjalnych klas takich grup.
W naszej pracy dowodzimy jej postlugujac sie calym wachlarzem geometrycznych metod
zwiazanych z krzywizna symplicjalna. W moim odczuciu praca ta stanowi test zaawan-
sowania rozwoju technik krzywizny symplicjalnej, w konfrontacji z trudnymi otwartymi
problemami gléwnego nurtu geometrycznej teorii grup.

Problematyce krzywizny symplicjalnej po$wiecone sa tez prace [P1] i [P2] stanowiace
napisana pod moim kierunkiem i obroniona w roku 2008 rozprawe doktorska Piotra Przyty-
ckiego. Pierwsza z nich zawiera rezultat dotyczacy istnienia punktéw statych dla skonczo-
nych grup automorfizméw komplekséw o niedodatniej krzywiznie symplicjalnej (czyli 6-
systolicznych). W drugiej, rezultat ten jest rozszerzony o analize wlasnosci zbioréw pun-
ktéw statych, co owocuje twierdzeniem mowiacym, ze kompleksy systoliczne sa przestrzeni-
ami klasyfikujacymi wzgledem rodzin skoriczonych podgrup dla grup systolicznych dziata-
jacych w sposéb geometryczny na tych kompleksach.

7 udzialem mojej inspiracji powstaly rowniez napisane przez Tomasza Elsnera prace
[E1] i [E2], w ktérych rozwinal on teorie plaskich powierzchni minimalnych (flatéw) w
kompleksach systolicznych, dowiédl odpowiednika twierdzenia o ptaskim torusie dla grup
systolicznych, a takze wyprowadzit analogon teorii izolowanych flatéw wg Hruski dla kom-
plekséw i grup systolicznych. Za rozprawe doktorska zawierajaca te rezultaty Tomasz
Elsner otrzymal w roku 2009 miedzynarodowa nagrode im. Stefana Banacha Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.

Rowniez w wyniku mojej inspiracji Damian Osajda wspdlnie z Piotrem Przytyckim, w
obszernej pracy [OP], podali konstrukcje brzegu idealnego w sensie Bestviny dla przestrzeni
i grup 6-systolicznych. Wraz z pewnymi dodatkowymi faktami z rozprawy doktorskiej P.
Przytyckiego pozwolilo im to dowies¢ hipotezy Novikova dla grup 6-systolicznych.

W sumie, zainicjowanie teorii krzywizny symplicjalnej zaowocowalo rozleglymi bada-
niami wielu matematykéw z Polski i z zagranicy. W chwili obecnej opublikowanych jest
ponad 20 prac dotyczacych tej problematyki. Dziedzina cieszy sie zncznym zaintere-
sowaniem, czego przejawem moze by¢ fakt zaproszenia mnie do wygloszenia cykli wyktadéw
na konferencjach i warsztatach poswieconych tej problematyce, w Montrealu w roku 2006,
na miedzynarodowych warsztatach w Bedlewie w roku 2007, oraz podczas semestru z ge-
ometrycznej teorii grup na uniwersytecie stanowym w Columbus w USA w maju 2011 roku.
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Ponadto, na Miedzynarodowym Kongresie Martematycznym w Hyderabadzie w roku 2010
Tadeusz Januszkiewicz, wspétautor zasadniczej pracy [1] wprowadzajacej pojecie niedo-
datniej krzywizny symplicjalnej, oraz kilku innych prac z tej dziedziny, wygtosit wykiad
plenarny poswiecony tej teorii.

B. Egzotyczne wysokowymiarowe zjawiska zwiazane z krzywizna symplicjalna.

Grupy systoliczne wysokiego wymiaru, ktérych istnienie gwarantuje konstrukcja z
pracy [1], wydaja sie by¢ bardzo rézne od grup rozwazanych dotychczas w geometrycznej
teorii grup. Badanie takich nieoczekiwanych wtasnosci grup systolicznych stanowito wazny
watek mojej aktywnosci naukowej w ostatnich latach. Ich efektem byly nastepujace rezul-
taty.

We wspdélnej z T. Januszkiewiczem pracy [3] pokazaliSmy, ze grupy i kompleksy 6-
systoliczne spelniaja wyizolowany przez nas warunek asymptotycznej dziedzicznej asfer-
ycznosci. Ta wlasnosé pozwolita wykluczy¢ mozliwo$é posiadania przez grupy 6-systoliczne
podgrup izomorficznych z grupami podstawowymi rozmaitosci riemannowskich o niedodat-
niej krzywiznie i o wymiarze wiekszym niz 2. Tym samym, hiperboliczne grupy systoliczne
okazaly sie przeczy¢ pewnym hipotezom stawianym przez M. Gromova i dotyczacym res-
trykcyjnej postaci dla grup hiperbolicznych w wysokich wymiarach.

W pracy [6] opisalem, w jezyku teorii ksztaltu, pewng topologiczna wlasnosc przestrze-
ni zwana, pro-my-injektywnosciq. Wykazalem tez, ze brzegi Gromova grup 7-systolicznych
sa pro-mi-injektywne. Wilasno$é ta wyklucza np. mozliwos¢ zanurzenia w przestrzeni
2-wymiarowego dysku, co jest dos¢ egzotyczne dla przestrzeni o wysokim wymiarze topo-
logicznym, a takimi sa brzegi wyzej wspomnianych grup. W wymiarach powyzej 2 nie
byly dotad znane grupy hiperboliczne o tak egzotycznych wlasnosciach brzegu Gromova.
Tym niemniej, nie jest wykluczone ze taka wlasnos¢ brzegu Gromova okaze sie w wysokich
wymiarach generyczna.

Egzotycznej postaci brzegéw Gromova grup systolicznych poswiecona byta takze napi-
sana pod moim kierunkiem, i obroniona w roku 2009, rozprawa doktorska Pawla Zawislaka
[Z]. W rozprawie tej autor dowodzi, ze brzeg Gromova dowolnej 7-systolicznej grupy
zwiazanej z orientowalna, 3-wymiarowa, pseudorozmaitoscia, jest homeomorficzny z jedno-
rodna, ale dosy¢ patologiczna, przestrzenia topologiczna, znana, jako sfera Pontriagina.

Wiasnos$é asymptotycznej dziedzicznej asferycznosci grup, wspomniana trzy akapity
wczesniej, wydaje sie bardzo interesujaca, i stala si¢ przedmiotem dalszych badan w grupie
wroctawskich geometréw. W pracy [Zu] moja doktorantka Joanna Zubik udowodnita, ze
wszystkie grupy o asymptotycznym wymiarze 1 sa asymptotycznie dziedzicznie asferyczne.
Wszczela tez przewdd doktorski i redaguje rozprawe, w ktérej rozstrzyga problem zachowa-
nia wlasnosci asymptotycznej dziedzicznej asferycznosci wzgledem operacji amalgamacji
grup (produkt wolny z amalgamacja, oraz HNN-rozszerzenie).

We redagowanej wspélnej pracy z Damianem Osajda [OsS| podajemy pewne uzyteczne
kryterium dowodzenia asymptotycznej dziedzicznej asferycznosci. Wykorzystujemy to kry-
terium do wykazania tej wlasnosci dla calego szeregu grup 2-wymiarowych (np. grupy
matych skreslen, grupy losowe, grupy weztéw), oraz dla pewnych grup stabo systolicznych
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zwigzanych z badnami D. Osajdy dotyczacymi uogélnien pojecia krzywizny kombinato-
rycznej na szersza, klase komplekséw niz symplicjalne. W tej samej pracy pokazujemy
tez, brzegi Bestviny (uogdlniajace pojecie brzegu Gromova na szersza, niz hiperboliczne
klase grup) rozmaitych klas grup asymptotycznie dziedzicznie asferycznych nie dopuszczaja,
zanurzen 2-dyskow. Tym samym, dziela one ta wilasnos¢ z brzegami Gromova grup 7-
systolicznych, dla ktérych wynika ona z rezultatéw pracy [6].

C. Zastosowania teorii krzywizny symplicjalnej do rowiazywania otwartych pro-
bleméw w innych dzialach geometrii i topologii.

Od samego poczatku stworzenia teorii krzywizny symplicjalnej, oraz opisania zwiaza-
nych z nia konstrukcji nawych grup, mieliSmy wrazenie, ze przetamana zostata w ten sposéb
pewna istotna bariera poznawcza, czego konsekwencja powinna by¢ mozliwo$é¢ rozwiazania
rozmaitych od lat otwartych probleméw. Wrazenie to w znacznym stopniu potwierdzilo sie
rozmaitymi uzyskanymi od tamtej pory rezultatami, gléwnie w moich wspdlnych pracach
z Tadeuszem Januszkiewiczem. Oto opis tego rodzaju rezultatéw.

W pracy [5] (wspélnej z G. Arzhantseva, M. Bridsonem, T. Januszkiewiczem, I.
Leary’'m oraz A. Minasyanem) odpowiadamy pozytywnie na pytanie P. Krophollera o ist-
nienie przeliczalnej nieskonczonej grupy G ktérej kazde dziatanie na skonczenie wymi-
arowym $ciagalnym CW-kompleksie ma globalny punkt staly. Techniki konstrukcyjne
wypracowane w teorii symplicjalnej krzywizny, wzmocnione metodami z teorii grup re-
latywnie hiperbolicznych, pozwolilty na skonstruowanie jawnych przyktadéow takich grup.
W istocie, grupy skonstruowane w tej pracy posiadaja jeszcze mocniejsze wlasnosci punktu
stalego. W ostatnich latach, juz po ogloszeniu naszego rezultatu z pracy [5], ukazaly sie
liczne prace dotyczace istnienia grup z silnymi wilasnosciami punktu stalego, m.in. ta-
kich autoréw jak Chatterji, Kassabov, Farb, Fischer, Silbermann i Weinberger. Prace te
zawieraja jednak rezultaty dotyczace wylacznie dziatan na rozmaitosciach badz przestrzeni-
ach z metrykami CAT(0), a zawarte w nich metody, zupehie rézne od naszych, nie
pozwalaja na rozszerzenie rezultatéw na dowolne CW-kompleksy.

We wspélnej z T. Januszkiewiczem pracy [7] rozwiazaliSmy technikami krzywizny sym-
plicjalnej otwarty problem konstrukcji nidodatnio oraz ujemnie zakrzywionych rozwinie¢
dla wielosciennych bilardéw euklidesowych oraz hiperbolicznych. Jest to odpowiedz na
pytanie D. Buragi o istnienie w dowolnym wymiarze niedodatnio zakrzywionych rozwinie¢
wielo$ciennych bilardéw, nawet dla przypadku regularnych euklidesowych sympleksow.
Pytanie zostalo postawione na Kongresie Matematycznym w Berlinie (D. Burago, Hard
ball gas and Alexandrov spaces of curvature bounded above, Doc. Math. Extra Vol. ICM
IT (1998), str. 292). Pozytywna odpowiedz dla symplekséw zawarta jest w Theorem J
z pracy [1]. Wczesniej odpowiedZ na to pytanie byla znana jedynie dla symplekséw w
wymiarach 2 i 3. W pracy [7] rezultat ten zostal rozszerzony na obszerna, klase bilardéw
zawierajacych w szczegolnosci wszystkie euklidesowe i hiperboliczne wielosciany wypukte,
w dowolnych wymiarach. Wczesniej, tego typu rezultaty w wymiarze 3 byly dowiedzione
m.in. przez D. Burago i B. Kleinera.

Oprécz wlasnie oméwionych dwéch prac, takze wezedniej wspomniane prace dotyczace
symplicjalnej krzywizny zawieraja szereg rozwiazan otwartych probleméw z geometrycznej
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teorii grup. Oto niektére z nich:

e Pytanie I. Leary’ego (zapisane jako Question 1.24 na cenionej w $rodowisku badaczy
liscie M. Bestviny otwartych probleméw w geometrycznej teorii grup), czy istnieja,
ograniczenia na typ homotopii wlasciwej przestrzeni klasyfikujacej grupy hiperbol-
icznej. Okazuje sie, ze nie ma takich ograniczen (poréwnaj Theorem M w pracy [1]).

e Pytanie postawione przez M. Gromova o istnienie skonczonego metrycznie ujemnie
zakrzywionego nakrycia rozgalezionego dla dowolnej zwartej symplicjalnej pseudo-
rozmaito$ci (w dowolnym wymiarze). Pozytywna odpowiedZ na to pytanie zawarta
jest w Theorem L z pracy [1], zas odpowiednia konstrukcja nakry¢ opisana w rozdziale
20 tej pracy.

e Pytanie M. Gromova o istnienie prostego kombinatorycznego warunku implikujacego
w dowolnie wysokim wymiarze hiperboliczno$é kompleksu symplicjalnego (M. Gro-
mov, Asymptotic invariants of infinite groups, Geometric Group Theory, G. Niblo
and M. Roller (eds.), LMS Lecture Notes Series 182, vol. 2, Cambridge Univ. Press
(1993), Remark (a) na str. 176). Warunek 7-systolicznosci z pracy [1] jest odpowiedzia,
na to pytanie. Wczesniej warunek taki byt znany tylko w wymiarze 2 (w ramach tzw.
teorii matych skreslen).
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