
Prof. dr hab. Jacek Świa
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Opis osia
‘
gnie

‘
ć

G lówna
‘
dziedzina

‘
mojej pracy naukowej, której dotyczy l w szczegó lności mój doktorat

i habilitacja, jest geometryczna teoria grup.
Geometryczna teoria grup zajmuje sie

‘
badaniem (najcze

‘
ściej dyskretnych i nieskoń-

czonych) grup z punktu widzenia geometrii, ba
‘
dź to traktuja

‘
c je jak obiekty geome-

tryczne, ba
‘
dź biora

‘
c pod uwage

‘
ich dzia lanie jako grup symetrii (izometrii, automor-

fizmów) pewnych przestrzeni. Dziedzina ta znajduje sie
‘

na styku kombinatorycznej teorii
grup, geometrii riemannowskiej, topologii geometrycznej i innych dzia lów matematyki,
czerpia

‘
c z nich problematyke

‘
i motywacje. Intensywne badania w ostatnich kilkunastu

latach inspirowane by ly w dużej mierze prze lomowymi pracami M. Gromova. Dotycza
‘

one m.in. badania geometrycznych w lasności rozmaitych klas grup, konstruowania geom-
etrycznych niezmienników, rozstrzygania istnienia oraz klasyfikowania grup o określonych
geometrycznych w lasnościach. Dziedzina jest cia

‘
gle dość m loda, wie

‘
c wiele podstawowych

pytań pozostaje otwartymi.
Moje badania w tej dziedzinie dotycza

‘
zw laszcza grup dzia laja

‘
cych na kombina-

torycznych kompleksach (symplicjalnych, kostkowych, wielościennych, budynkach Titsa,
itp.), szczególnie w obecności za lożenia o niedodatniej krzywiźnie kompleksu. W okresie
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po habilitacji badania te koncentruja
‘

sie
‘

na geometrycznych w lasnościach grup w wymi-
arze (asymptotycznym lub kohomologicznym) powyżej 2, w szczególności na wyróżnionej
przeze mnie (wspólnie z T. Januszkiewiczem) klasie grup zwia

‘
zanych z poje

‘
ciem niedodat-

niej krzywizny symplicjalnej - tzw. grup systolicznych.

W poniższym opisie numeracja moich prac, od [1] do [7], jest zgodna z za la
‘
czonym

powyżej spisem. Pozosta le wymienione prace oznaczone sa
‘

symbolami literowymi i nie
sa

‘
jeszcze opublikowane, ba

‘
dź sa

‘
to prace innych autorów - ich spis jest zamieszczony na

końcu autoreferatu.

A. Teoria krzywizny symplicjalnej, konstrukcje grup zwia
‘
zanych z tym poje

‘
-

ciem oraz ich podstawowe w lasności.

We wspólnej z T. Januszkiewiczem bardzo obszernej pracy [1] wprowadzilísmy do ge-
ometrycznej teorii grup nowe poje

‘
cie krzywizny symplicjalnej. Poje

‘
cie to dotyczy natural-

nych kombinatorycznych warunków zwanych k-systolicznościa
‘

(gdzie k ≥ 6 jest ca lkowitym
parametrem, zaś podstawowe znaczenie ma przypadek k = 6). Sa

‘
one odpowiednikami

warunków ograniczaja
‘
cych krzywizne

‘
od góry (a wie

‘
c warunków typu niedodatniej ba

‘
dź

ujemnej krzywizny). Warunki te dotycza
‘

kompleksów dowolnego wymiaru, zaś w wymi-
arze 2 pokrywaja

‘
sie

‘
z niedodatnia

‘
(dla k = 6) ba

‘
dź z ujemna

‘
(dla k ≥ 7) krzywizna

‘
.

W wyższych wymiarach warunki te nie maja
‘

tak bezpośredniego zwia
‘
zku z krzywizna

‘
metryczna

‘
i raczej stanowia

‘
pewien niezależny, czysto kombinatoryczny fenomen o kon-

sekwencjach zbliżonych do metrycznej niedodatniej ba
‘
dź ujemnej krzywizny. Wraz z

podanymi przez nas konstrukcjami, poje
‘
cie to daje nowa

‘
bogata

‘
rodzine

‘
przyk ladów

przestrzeni i grup, i pozwoli lo rozwia
‘
zać szereg otwartych problemów w geometrycznej

teorii grup. Oto wyniki dotycza
‘
ce podstawowych w lasności i konstrukcji grup i kompleksów

systolicznych.

W pracy [1] pokazalísmy że kompleksy 6-systoliczne sa
‘

asferyczne, zaś 6-systoliczne
kompleksy grup sa

‘
rozwijalne (co pozwala stosować technike

‘
kompleksów grup do kon-

strukcji 6-systolicznych kompleksów). Rozwine
‘
lísmy kombinatoryczna

‘
teorie

‘
wypuk lości

oraz geodezyjnych w kompleksach 6-systolicznych. Udowodnilísmy że 7-systoliczne kom-
pleksy sa

‘
hiperboliczne w sensie Gromova. Pokazalísmy, że grupy automorfizmów kom-

pleksów 6-systolicznych sa
‘

biautomatyczne, co implikuje ca ly szereg ich w lasności ana-
logicznych do w lasności grup izometrii przestrzeni o niedodatniej krzywiźnie. Wyniki te
pozwalaja

‘
na stosowanie krzywizny symplicjalnej jako narze

‘
dzia w geometrycznej teorii

grup nie mniej dogodnego niż klasyczna krzywizna metryczna.
Uogólniaja

‘
c techniki konstrukcyjne z pracy [14] opisalísmy w [1] sposoby konstruowa-

nia kompleksów k-systolicznych, dla dowolnego k ≥ 6 i o dowolnie dużym wymiarze ko-
homologicznym, np. k-systolicznych pseudorozmaitości symplicjalnych dowolnie dużego
wymiaru.

W tej samej pracy [1] zbadalísmy zwia
‘
zek warunków k-systoliczności z klasycznymi

metrycznymi warunkami krzywiznowymi. Pokazalísmy, że dla dostatecznie dużych k niedo-
datnia ba

‘
dź ujemna krzywizna metryczna jest konsekwencja

‘
k-systoliczności. Wraz z meto-

dami konstrukcji wspomnianymi wyżej pozwoli lo to m. in. rozstrzygna
‘
ć otwarty problem

istnienia ujemnie zakrzywionych zamkniee
‘
tych pseudorozmaitości symplicjalnych dowolnie

dużego wymiaru zbudowanych z jednakowych regularnych hiperbolicznych sympleksów.
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W pracy [2] opisa lem nowa
‘

metode
‘

dowodzenia w lasności biautomatyczności, dla
grup automorfizmów kombinatorycznych kompleksów. Biautomatyczność, to pewna w las-
ność typu algorytmicznego, maja

‘
ca wiele geometrycznych konsekwencji, intensywnie bada-

na od czasu wprowadzenia jej w obszar geometrycznej teorii grup, na pocza
‘
tku lat 90-

tych, g lównie przez W. Thurstona. Wprowadzona przeze mnie metoda jest szczególnie
wartościowa w odniesieniu do grup dzia laja

‘
cych z nietrywialnymi stabilizatorami, gdyż

wcześniej znane techniki cze
‘
sto nie radzi ly sobie z tym przypadkiem. Metoda pozwoli la

wywnioskować biautomatyczność dla szerokiej klasy grup dzia laja
‘
cych geometrycznie na:

kompleksach kostkowych, budynkach Titsa, a także na symplicjalnych komplekasach 6-
systolicznych omówionych powyżej, w dowolnych wymiarach.

We wspólnej z F. Haglundem pracy [4] udowodnilísmy w lasność separowalności dla
quasi-wypuk lych podgrup w dużej naturalnej klasie grup automorfizmów kompleksów
7-systolicznych. W lasność ta, hipotetycznie spe lniana przez wszystkie grupy hiperbol-
iczne, zosta la dota

‘
d wyprowadzona tylko dla niewielu raczej specjalnych klas takich grup.

W naszej pracy dowodzimy jej pos luguja
‘
c sie

‘
ca lym wachlarzem geometrycznych metod

zwia
‘
zanych z krzywizna

‘
symplicjalna

‘
. W moim odczuciu praca ta stanowi test zaawan-

sowania rozwoju technik krzywizny symplicjalnej, w konfrontacji z trudnymi otwartymi
problemami g lównego nurtu geometrycznej teorii grup.

Problematyce krzywizny symplicjalnej poświe
‘
cone sa

‘
też prace [P1] i [P2] stanowia

‘
ce

napisana
‘
pod moim kierunkiem i obroniona

‘
w roku 2008 rozprawe

‘
doktorska

‘
Piotra Przyty-

ckiego. Pierwsza z nich zawiera rezultat dotycza
‘
cy istnienia punktów sta lych dla skończo-

nych grup automorfizmów kompleksów o niedodatniej krzywiźnie symplicjalnej (czyli 6-
systolicznych). W drugiej, rezultat ten jest rozszerzony o analize

‘
w lasności zbiorów pun-

któw sta lych, co owocuje twierdzeniem mówia
‘
cym, że kompleksy systoliczne sa

‘
przestrzeni-

ami klasyfikuja
‘
cymi wzgle

‘
dem rodzin skończonych podgrup dla grup systolicznych dzia la-

ja
‘
cych w sposób geometryczny na tych kompleksach.

Z udzia lem mojej inspiracji powsta ly również napisane przez Tomasza Elsnera prace
[E1] i [E2], w których rozwina

‘
l on teorie

‘
p laskich powierzchni minimalnych (flatów) w

kompleksach systolicznych, dowiód l odpowiednika twierdzenia o p laskim torusie dla grup
systolicznych, a także wyprowadzi l analogon teorii izolowanych flatów wg Hruski dla kom-
pleksów i grup systolicznych. Za rozprawe

‘
doktorska

‘
zawieraja

‘
ca

‘
te rezultaty Tomasz

Elsner otrzyma l w roku 2009 mie
‘
dzynarodowa

‘
nagrode

‘
im. Stefana Banacha Polskiego

Towarzystwa Matematycznego.
Również w wyniku mojej inspiracji Damian Osajda wspólnie z Piotrem Przytyckim, w

obszernej pracy [OP], podali konstrukcje
‘
brzegu idealnego w sensie Bestviny dla przestrzeni

i grup 6-systolicznych. Wraz z pewnymi dodatkowymi faktami z rozprawy doktorskiej P.
Przytyckiego pozwoli lo im to dowieść hipotezy Novikova dla grup 6-systolicznych.

W sumie, zainicjowanie teorii krzywizny symplicjalnej zaowocowa lo rozleg lymi bada-
niami wielu matematyków z Polski i z zagranicy. W chwili obecnej opublikowanych jest
ponad 20 prac dotycza

‘
cych tej problematyki. Dziedzina cieszy sie zncznym zaintere-

sowaniem, czego przejawem może być fakt zaproszenia mnie do wyg loszenia cykli wyk ladów
na konferencjach i warsztatach poświe

‘
conych tej problematyce, w Montrealu w roku 2006,

na mie
‘
dzynarodowych warsztatach w Be

‘
dlewie w roku 2007, oraz podczas semestru z ge-

ometrycznej teorii grup na uniwersytecie stanowym w Columbus w USA w maju 2011 roku.
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Ponadto, na Mie
‘
dzynarodowym Kongresie Martematycznym w Hyderabadzie w roku 2010

Tadeusz Januszkiewicz, wspó lautor zasadniczej pracy [1] wprowadzaja
‘
cej pojecie niedo-

datniej krzywizny symplicjalnej, oraz kilku innych prac z tej dziedziny, wyg losi l wyk lad
plenarny poświe

‘
cony tej teorii.

B. Egzotyczne wysokowymiarowe zjawiska zwia
‘
zane z krzywizna

‘
symplicjalna

‘
.

Grupy systoliczne wysokiego wymiaru, których istnienie gwarantuje konstrukcja z
pracy [1], wydaja

‘
sie

‘
być bardzo różne od grup rozważanych dotychczas w geometrycznej

teorii grup. Badanie takich nieoczekiwanych w lasności grup systolicznych stanowi lo ważny
wa

‘
tek mojej aktywności naukowej w ostatnich latach. Ich efektem by ly naste

‘
puja

‘
ce rezul-

taty.

We wspólnej z T. Januszkiewiczem pracy [3] pokazalísmy, że grupy i kompleksy 6-
systoliczne spe lniaja

‘
wyizolowany przez nas warunek asymptotycznej dziedzicznej asfer-

yczności. Ta w lasność pozwoli la wykluczyć możliwość posiadania przez grupy 6-systoliczne
podgrup izomorficznych z grupami podstawowymi rozmaitości riemannowskich o niedodat-
niej krzywiźnie i o wymiarze wie

‘
kszym niż 2. Tym samym, hiperboliczne grupy systoliczne

okaza ly sie
‘

przeczyć pewnym hipotezom stawianym przez M. Gromova i dotycza
‘
cym res-

trykcyjnej postaci dla grup hiperbolicznych w wysokich wymiarach.

W pracy [6] opisa lem, w je
‘
zyku teorii kszta ltu, pewna

‘
topologiczna

‘
w lasnośc przestrze-

ni zwana
‘

pro-π1-injektywnościa
‘
. Wykaza lem też, że brzegi Gromova grup 7-systolicznych

sa
‘

pro-π1-injektywne. W lasność ta wyklucza np. możliwość zanurzenia w przestrzeni
2-wymiarowego dysku, co jest dość egzotyczne dla przestrzeni o wysokim wymiarze topo-
logicznym, a takimi sa

‘
brzegi wyżej wspomnianych grup. W wymiarach powyżej 2 nie

by ly dota
‘
d znane grupy hiperboliczne o tak egzotycznych w lasnościach brzegu Gromova.

Tym niemniej, nie jest wykluczone że taka w lasność brzegu Gromova okaże sie
‘

w wysokich
wymiarach generyczna.

Egzotycznej postaci brzegów Gromova grup systolicznych poświe
‘
cona by la także napi-

sana pod moim kierunkiem, i obroniona w roku 2009, rozprawa doktorska Paw la Zawíslaka
[Z]. W rozprawie tej autor dowodzi, że brzeg Gromova dowolnej 7-systolicznej grupy
zwia

‘
zanej z orientowalna

‘
3-wymiarowa

‘
pseudorozmaitościa

‘
jest homeomorficzny z jedno-

rodna
‘
, ale dosyć patologiczna

‘
przestrzenia

‘
topologiczna

‘
znana

‘
jako sfera Pontriagina.

W lasność asymptotycznej dziedzicznej asferyczności grup, wspomniana trzy akapity
wcześniej, wydaje sie

‘
bardzo interesuja

‘
ca, i sta la sie

‘
przedmiotem dalszych badań w grupie

wroc lawskich geometrów. W pracy [Zu] moja doktorantka Joanna Zubik udowodni la, że
wszystkie grupy o asymptotycznym wymiarze 1 sa

‘
asymptotycznie dziedzicznie asferyczne.

Wszcze
‘
 la też przewód doktorski i redaguje rozprawe

‘
, w której rozstrzyga problem zachowa-

nia w lasności asymptotycznej dziedzicznej asferyczności wzgle
‘
dem operacji amalgamacji

grup (produkt wolny z amalgamacja
‘
oraz HNN-rozszerzenie).

We redagowanej wspólnej pracy z Damianem Osajda
‘
[OsS] podajemy pewne użyteczne

kryterium dowodzenia asymptotycznej dziedzicznej asferyczności. Wykorzystujemy to kry-
terium do wykazania tej w lasności dla ca lego szeregu grup 2-wymiarowych (np. grupy
ma lych skreśleń, grupy losowe, grupy we

‘
z lów), oraz dla pewnych grup s labo systolicznych
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zwia
‘
zanych z badnami D. Osajdy dotycza

‘
cymi uogólnień poje

‘
cia krzywizny kombinato-

rycznej na szersza
‘

klase
‘

kompleksów niż symplicjalne. W tej samej pracy pokazujemy
też, brzegi Bestviny (uogólniaja

‘
ce poje

‘
cie brzegu Gromova na szersza

‘
niż hiperboliczne

klase
‘
grup) rozmaitych klas grup asymptotycznie dziedzicznie asferycznych nie dopuszczaja

‘
zanurzeń 2-dysków. Tym samym, dziela

‘
one ta

‘
w lasność z brzegami Gromova grup 7-

systolicznych, dla których wynika ona z rezultatów pracy [6].

C. Zastosowania teorii krzywizny symplicjalnej do rowia
‘
zywania otwartych pro-

blemów w innych dzia lach geometrii i topologii.

Od samego pocza
‘
tku stworzenia teorii krzywizny symplicjalnej, oraz opisania zwia

‘
za-

nych z nia
‘
konstrukcji nawych grup, mielísmy wrażenie, że prze lamana zosta la w ten sposób

pewna istotna bariera poznawcza, czego konsekwencja
‘
powinna być możliwość rozwia

‘
zania

rozmaitych od lat otwartych problemów. Wrażenie to w znacznym stopniu potwierdzi lo sie
‘

rozmaitymi uzyskanymi od tamtej pory rezultatami, g lównie w moich wspólnych pracach
z Tadeuszem Januszkiewiczem. Oto opis tego rodzaju rezultatów.

W pracy [5] (wspólnej z G. Arzhantseva
‘
, M. Bridsonem, T. Januszkiewiczem, I.

Leary’m oraz A. Minasyanem) odpowiadamy pozytywnie na pytanie P. Krophollera o ist-
nienie przeliczalnej nieskończonej grupy G której każde dzia lanie na skończenie wymi-
arowym ścia

‘
galnym CW-kompleksie ma globalny punkt sta ly. Techniki konstrukcyjne

wypracowane w teorii symplicjalnej krzywizny, wzmocnione metodami z teorii grup re-
latywnie hiperbolicznych, pozwoli ly na skonstruowanie jawnych przyk ladów takich grup.
W istocie, grupy skonstruowane w tej pracy posiadaja

‘
jeszcze mocniejsze w lasności punktu

sta lego. W ostatnich latach, juz po og loszeniu naszego rezultatu z pracy [5], ukaza ly sie
‘

liczne prace dotycza
‘
ce istnienia grup z silnymi w lasnościami punktu sta lego, m.in. ta-

kich autorów jak Chatterji, Kassabov, Farb, Fischer, Silbermann i Weinberger. Prace te
zawieraja

‘
jednak rezultaty dotycza

‘
ce wy lacznie dzia lań na rozmaitościach ba

‘
dź przestrzeni-

ach z metrykami CAT (0), a zawarte w nich metody, zupe lnie różne od naszych, nie
pozwalaja

‘
na rozszerzenie rezultatów na dowolne CW-kompleksy.

We wspólnej z T. Januszkiewiczem pracy [7] rozwia
‘
zalísmy technikami krzywizny sym-

plicjalnej otwarty problem konstrukcji nidodatnio oraz ujemnie zakrzywionych rozwinie
‘
ć

dla wielościennych bilardów euklidesowych oraz hiperbolicznych. Jest to odpowiedź na
pytanie D. Buragi o istnienie w dowolnym wymiarze niedodatnio zakrzywionych rozwinie

‘
ć

wielościennych bilardów, nawet dla przypadku regularnych euklidesowych sympleksów.
Pytanie zosta lo postawione na Kongresie Matematycznym w Berlinie (D. Burago, Hard
ball gas and Alexandrov spaces of curvature bounded above, Doc. Math. Extra Vol. ICM
II (1998), str. 292). Pozytywna odpowiedź dla sympleksów zawarta jest w Theorem J
z pracy [1]. Wcześniej odpowiedź na to pytanie by la znana jedynie dla sympleksów w
wymiarach 2 i 3. W pracy [7] rezultat ten zosta l rozszerzony na obszerna

‘
klase

‘
bilardów

zawieraja
‘
cych w szczególności wszystkie euklidesowe i hiperboliczne wielościany wypuk le,

w dowolnych wymiarach. Wcześniej, tego typu rezultaty w wymiarze 3 by ly dowiedzione
m.in. przez D. Burago i B. Kleinera.

Oprócz w laśnie omówionych dwóch prac, także wcześniej wspomniane prace dotycza
‘
ce

symplicjalnej krzywizny zawieraja
‘
szereg rozwia

‘
zań otwartych problemów z geometrycznej
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teorii grup. Oto niektóre z nich:
• Pytanie I. Leary’ego (zapisane jako Question 1.24 na cenionej w środowisku badaczy

líscie M. Bestviny otwartych problemów w geometrycznej teorii grup), czy istnieja
‘

ograniczenia na typ homotopii w laściwej przestrzeni klasyfikuja
‘
cej grupy hiperbol-

icznej. Okazuje sie
‘
, że nie ma takich ograniczeń (porównaj Theorem M w pracy [1]).

• Pytanie postawione przez M. Gromova o istnienie skończonego metrycznie ujemnie
zakrzywionego nakrycia rozga le

‘
zionego dla dowolnej zwartej symplicjalnej pseudo-

rozmaitości (w dowolnym wymiarze). Pozytywna odpowiedź na to pytanie zawarta
jest w Theorem L z pracy [1], zaś odpowiednia konstrukcja nakryć opisana w rozdziale
20 tej pracy.

• Pytanie M. Gromova o istnienie prostego kombinatorycznego warunku implikuja
‘
cego

w dowolnie wysokim wymiarze hiperboliczność kompleksu symplicjalnego (M. Gro-
mov, Asymptotic invariants of infinite groups, Geometric Group Theory, G. Niblo
and M. Roller (eds.), LMS Lecture Notes Series 182, vol. 2, Cambridge Univ. Press
(1993), Remark (a) na str. 176). Warunek 7-systoliczności z pracy [1] jest odpowiedzia

‘
na to pytanie. Wcześniej warunek taki by l znany tylko w wymiarze 2 (w ramach tzw.
teorii ma lych skreśleń).
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